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Aufgabe 1. Allgemeine Fragen (20 Punkte + 10 Bonus)

1.1. (5 p.) Betrachte die Grundzustandswellenfunktion eines harmonischen Oszillators in Ortsdarstel-
lung
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und berechne (p|iy).

1.2. (5 p.) Betrachte den Operator T(a) = , wobei p der Impulsoperator und a ein reeller Param-
eter ist.

a) Ist der Operator eine Observable? Warum?
b) Zeige, dass T'(a) 1 (x) = (x4 a).
1.3. (5 p.) Nehme an, dass H der zeitunabhingige Hamiltonian ist.

a) Zeige, dass der Operator U(t — to) = e~ (=t H ypitar ist.
b) Zeige, dass sich die Losung der zeitabhéngigen Schrédingergleichung wie folgt ergibt

~

U(z,t) =U(t —to)¥(x,ty),
wobei U(z,tp) eine gegebene Wellenfunktion des Systems zur Zeit ¢ ist.

1.4. (5 p.) Betrachte zwei Observablen A und B.
A Dbesitzt zwel normierte Eigenzustédnde |a;) und |ag), mit den zugehorigen Eigenwerten a;

beziehungsweise as.
B Dbesitzt zwei normierte Eigenzustinde [b;) und |bg), mit den zugehdrigen Eigenwerten by

beziehungsweise bs.
Nehme an, dass die FKigenzustdnde wie folgt zusammenhéangen
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a) Die Messung der Observable A ergibt den Wert a;. In welchem Zustand befindet sich das
System (direkt) nach der Messung?

b) Was sind die moglichen Messergebnisse und ihre Wahrscheinlichkeiten fiir eine nachfolgende
Messung von B?

c¢) Direkt nach der Messung von B wird A erneut bestimmt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit
aq zu erhalten?

1.5. (Bonus 10 p.) Eigenfunktionen und Entartungen.
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a) (2 p.) Was ist der Entartungsgrad fiir die Energie eines freien Teilchens in einer Dimension?

b) (8 p.) Ist der Grundzustand eines unendlichen Potentialtopfes eine Impulseigenfunktion? Falls
ja, was ist der Impuls des Zustands? Falls nicht, warum nicht?

c) (5 p.) Nutze die Schrodingergleichung um zu zeigen, dass in einer Dimension keine entarteten
gebundenen Zustande existieren.

Aufgabe 2. (25 4+ 5 Punkte). Radiale Wellenfunktion des Yukawa
Potentials.

Ein 3-dimensionales realistisches Model der starken Wechselwirkung, welche im Atomkern die Nukleo-
nen (Protonen und Neutronen) zusammenhilt, ist das attraktive Zentralpotential vom Yukawa Typ
(nach seinem Erfinder H. Yukawa):
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V(r)=-W

wobei Vy > 0 die Stérke der Wechselwirkung beschreibt und der Parameter a (mit Einheit einer Lénge)
ein Maf fiir die Reichweite der Wechselwirkung (normalerweise in Gréfenordnung von 1 - 2 fm, mit
1 fm = 10715 m) liefert. Betrachte zwei Nukleonen, welche sich in einem Zustand mit Drehimpuls
I = 0 umeinander bewegen. Die Wellenfunktion, welche die relative Bewegung der beiden Nukleonen
beschreibt, erfiillt die Schrodingergleichung mit Massenparameter M, welcher der reduzierten Masse
des zwei-Nukleonen Systems entspricht. Um die radiale Wellenfunktion zu bestimmen, nutze den
folgenden Ansatz:

R(r)=Ce ", (2)
wobei die Parameter C' und « im folgenden bestimmt werden sollen.
a) (5 p.) Bestimme den Parameter C' (als Funktion von «) aus der Normierungsbedingung fiir R.

b) (10 p.) Zeige, dass die mittlere kinetische Energie im obigen Zustand durch den folgenden Ausdruck
gegeben ist:

R
T)=—a".
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Hinweis: Der Laplaceoperator nimmt in Kugelkoordinaten die folgende Form an:
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c) (5 p.) Zeige, dass die mittlere potentielle Energie im obigen Zustand durch den folgenden Ausdruck
gegeben ist:
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d) (5 p.) Der Grundzustand minimiert die Gesamtenergie. Um diesen Fakt auszunutzen, befolge
folgende Schritte.
Fiihre zunéchst die dimensionslose Variable p = 2a« ein und driicke die mittlere Gesamtenergie in
p anstatt in o aus.
Nimm nun an, pg sei der Wert des Parameters p, welcher die Gesamtenergie minimiert. Bestimme
daraus die Bedingung fiir den Grundzustand und driicke hiermit a? als Funktion von pg aus.
Schreibe zum Schluss die Grundzustandsenergie als Funktion von ausschliefSlich Vo und pyg.

e) (Bonus 5 p.) Was ist die Bedingung an py, um einen gebundenen Zustand zu haben? Was be-
deutet diese Bedingung physikalisch fiir a (Reichweite des Potentials) und 1/a (Reichweite der
Wellenfunktion)?



Aufgabe 3. Halb-harmonischer Oszillator (30 Punkte 4+ 5 Bonus)

Betrachte ein Teilchen der Masse m, das sich in einer Dimension in einem “halb”-harmonischen Po-
tential V()
00 x < 0
V@) =9, 5, 7
Fmwz?, x> 0.
bewegt.

a) (5 p.) Stelle fir x > 0 die stationdre Schrodingergleichung auf. Nutze dabei die dimensionslosen

Grosen
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b) (5 p.) Zeige, dass das asymptotische Verhalten der Losung fiir gro”se y durch e~v*/2 gegeben ist.
c) (8 p.) Durch Separation des asymptotischen Verhaltens fiir y — oo, definieren wir
2
b(y) = hy)e /.
Bestimme die Gleichung fiir A(y), y > 0.

d) (12 p.) Die Eigenfunktionen des Hamiltonian des reguldren quantenmechanischen harmonischen
Ostzillators lassen sich bekannterweise durch Hermitesche Polynome ausdriicken:

Un(y) x Hn(y)e_yz/g, n=20,1,2,...,
wobei die Hermiteschen Polynome H,(y) die folgende Gleichung erfiillen
Hy(y) — 2yH, (y) + 2nH,(y) =0, n=0,1,2,...,

und gleichwertig durch

o _
Ha(y) = (=1)"e" 5 e
definiert werden konnen. Bestimme das Spektrum fiir den Fall des gegebenen “halb”-harmonischen

Potentials.

e) (Bonus 5 p.) Die Hermiteschen Polynome sind normiert durch
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/ dy Hn(y)Hm(y)e_y2 = 2"n!\/T0pm.-
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Was sind die normierten Wellenfunktionen des Grundzustandes und des ersten angeregten Zus-
tandes im Fall des gegebenen “halb”-harmonischen Potentials?

Aufgabe 4. Hyperfeinstruktur-Aufspaltung (25 Punkte)

Das Elektron und das Proton sind beides magnetische Dipole mit den magnetischen Momenten
e
g = 2
e Sey Ye )
7 +gp——3, 5.5
Kp = TY9p5—Sp, Gp = 9.09.
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Wie im klassischen Elektromagnetismus, wird das Magnetfeld des Protons von einem punktformigen
Dipol beschrieben als

B, = A3 [3(fip - €)€; — fip] + 75(3) () fip »



mit €, = r/r.
Das magnetische Dipolmoment des Elektrons i, wechselwirkt mit dem vom Proton erzeugten
Magnetfeld. Der zugehorige Beitrag zum Hamiltonoperator ist

H=—f.-B,.

Betrachte den [ = 0 Zustand von Wasserstoff, sodass die Kopplung zwischen dem Proton und dem Mag-
netfeld durch die kreisformige Bewegung des Elektrons nicht vorhanden ist. In diesem Fall beschreibt
der Hamiltonoperator
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vollstandig die magnetische Dipolwechselwirkung des Protons und des Elektrons. Nach der Storungs-
theorie erster Ordnung ist die zugehorige Energieverschiebung

~

E=(H)=E, + E,,

wo F, der reguldre Beitrag und E. der Kontaktbeitrag zugehorig zum ersten und zweiten Term im
Hamiltonoperator sind.

a) (2 p.) Erklare warum E, fiir [ = 0 verschwindet.

b) (7 p.) Zeige, dass die Energieverschiebung E. in Stérungstheorie erster Ordnung als
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berechnet wird, wo § = S, + 8}, und v die Ortswellenfunktion von Wasserstoff ist.

c) (2 p.) Betrachte den Grundzustand. Wie viele Energieniveaus gibt es? Was ist die Entartung
jedes Niveaus?

d) (7p.) Leite die Energieverschiebungen fiir die Singlet und Triplet Grundzusténde her. Berechne die
numerischen Werte fiir die Hyperfeinaufspaltung zwischen den diesen Zusténden und die zugehorige
Wellenlange.

e) (7 p.) Vergleiche die Groflenordnungen der Hyperfeinaufspaltung des Grundzustands mit der des
n = 2 Zustandes. Was ist der hauptsichliche Grund warum die Hyperfeinaufspaltung kleiner als
die Feinaufspaltung ist? Schétze die Groflenordnung ihres Verhaltnisses ab.



