Ubungsblatt 1

zum Mathematischen Briickenkurs
fiir Naturwissenschaftler:innen

im Wintersemester 2023 /24

Dozent: Apl.Prof. Dr. G. von Hippel

1. Aussagenlogische Gesetze

Beweisen Sie folgende aussagenlogische Gesetze mit Hilfe von Wahrheitstafeln:

e B A T

(aN(bAc)< ((anb)Ac)

(aV (bVe) < ((aVd)Ve)

(a =0b) < (—aVb)

(p=q) < (~g¢= -p)

(res)s (r=s)A(s=r))

(an(bVe) < ((and)V(aNc))

(aV(bAc) < ((aVb)A(aVe))
(p=aNlg=r)A(r=p)e(pe)rlcer))

2. Aussagen mit Quantoren

Ubersetzen Sie folgende Aussagen in umgangssprachliche Sitze bzw. umgekehrt, wobei
s(x) fiir “x ist ein Snark”, b(x) fir “x ist ein Boojum”, f(x,y) fir “x findet y” stehen
moge:

A A

dz (s(z) Ab(x))

Jz 3y (s(y) A f(2,9))

Vo b(x) = (s(z) A~ f(z,z))

Jeder Snark, der von jemandem gefunden wird, ist ein Boojum.
Alle Boojums sind Snarks, aber nicht alle Snarks sind Boojums.

Jeder Boojum wird von jemandem gefunden.

3. Einfache Operationen mit endlichen Mengen

Geben Sie fiir die folgenden Paare von Mengen A, B jeweils AU B, AN B, A\B, B\A,
Ax Bund B x A an:

1.
2.

A={1,2,3}, B={2,4,6,8,10} 3. A={0,{0}}, B={0.{0,{0}}}
A={1,2,3,4}, B=A 4 A=1{1,2,3,4), B={A)



4. Venn-Diagramme — [
Zeichnen Sie jeweils ein Venn-Diagram, das die folgenden Verhéltnisse zwischen Mengen
widerspiegelt:
1. BCACNA=10
2. ANB#0,-((ACB)V(BCA),CCA CNB=10
3. BCA,CcB,DCA DNB=1

5. Venn-Diagramme — I

S
\

Betrachten Sie das obenstehende Venn-Diagramm, und bestimmen Sie jeweils den Wahr-
heitswert der folgenden Aussagen:

1. ACB 9. C C (D\A)

2. BC A 10. CN(D\A) =10
3. BnC =1 11. FC (FUG)

4. BCE 12. C C (D\E)

5. BC(ANE) 13. (CNA)CD

6. CC(AND) 4. GUF =10

7. C C (AUD) 15. F\E =0

8. F C (E\D) 16. (BNC)C (DNG)



6. Mengentheoretische Gesetze

Beweisen Sie folgende Mengentheoretische Gesetze jeweils mit Hilfe des Extensiona-
litdtsprinzips sowie der aussagenlogischen Gesetze aus Aufgabe 1:

1. (AN(BNC)) = ((ANB)NC)
2. (AU(BUC)) = (AUB)UC)
3. (AN(BUQC)) = (ANB)U(ANC))
4. (AU(BNC)) = ((AUB)N(AUC))

7. Zum Nachdenken und Diskutieren

1. Machen Sie sich den Unterschied zwischen dem umgangssprachlichen Gebrauch von
“wenn ...dann ...” und der Bedeutung des aussagenlogischen p = ¢ an Beispielen
wie “Wenn Du Deine Suppe aufifit, bekommst Du Dessert.” klar.

2. Erklaren Sie ihrem Banknachbarn Thre Einsichten.

3. Wiederholen Sie die beiden vorangehenden Schritte fiir umgangssprachlichen “oder”
und aussagenlogisches V. Welche Unklarheit in der Bedeutung hat das umgangs-
sprachliche “oder”?

8. Teilbarkeit und Division mit Rest

Bestimmen Sie jeweils, ob eine der beiden angegebenen natiirlichen Zahlen die andere
teilt. Falls nicht, geben Sie jeweils den Rest bei Division der gréfleren durch die kleinere
Zahl an.

1. 5,15 5. 25, 505
2. 50, 67 6. 1024, 9
3. 3, 102 7. 10023, 3
4. 129, 129 8. 978654321081, 8

9. Primzahlen und Faktorisierung

Bestimmen Sie fiir die folgenden Zahlen jeweils, ob es sich um Primzahlen handelt. Falls
nicht, geben Sie jeweils die Faktorisierung in Primzahlen an.

1. 3 2. 3600
2.1 6. 3060
3. 1024 7. 137

4. 243 8. 237



10. Kdirzen von Briichen

Kiirzen Sie folgende Briiche jeweils soweit wie moglich (a, b, ¢ seien jeweils beliebige,
paarweise teilerfremde, natiirliche Zahlen ungleich Null):

15 (a—b)3+(b3—a?)

L. 25 5. 36a
720a? a32-1024

2. 12ab 6. al6—-32
48(a?—b? 2

3. (a ) 7 a+41024
6a+6b a+1024

4. ab+ac 2310(a*—b?)
(a+b)2—b2 8. 4641(a2+b)

11. Rechnen mit rationalen Zahlen

Formen Sie die folgenden Ausdriicke jeweils so um, dass nur ein soweit wie moglich
gekiirzter Bruch {ibrigbleibt:

Lo 5+3 5. 4§ — 7
2.3.2- 240 6. 100 1%
3. 713 7. 14243 8
4.2+ &)’ 8. L/

12. Rationale und Irrationale Zahlen

Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Zahlen rational oder irrational sind, und be-
weisen Sie gegebenenfalls die Irrationalitét:

1
1.2 4 7
9. /37 5. 1tvs
3. /36 6. (LEVEI (V5

T (1+V6)2—2(14+V5)

13. Potenzen und Logarithmen

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke jeweils unter Verwendung der Potenz- und Logarith-
mengesetze soweit, dass hochstens noch eine Potenz oder ein Logarithmus im Ergebnis
auftritt (a,b,¢ > 0, n,m € N):

1. log, b+ log, ¢ — log, b° 5. abtem
2. log,a - log, b 6. (amz~m)Y/(n+1)
3. log, 1024 — logy 125 7. ama"

4. 21089 8. (a+b)mem



14. Wissenschaftliche Notation

Schreiben Sie folgende Zahlen jeweils in wissenschaftlicher Notation bzw. als Dezimal-

bruch:

1. 0,003 5.1,2 % 1077
2. 1024 6. 9,931 x 10°
3. 1000000 000 7. 7,04 x 107!
4. 0,00000000723455 8. 1,01 x 10°

15. Komplexe Zahlen

Bestimmen Sie fiir folgende komplexe Zahlen z jeweils Re z, Im z, |z, arg(z) und z* (a
und b seien jeweils beliebige reelle Zahlen):

l.z2=a+l 5. 2 =+/3 —3i
2. z=4—-4 6. 2 = /27l
3. z=13a 7. — ekl

4. z=(a® +5)i 8. z = 17ed"

16. Rechnen mit komplexen Zahlen

Formen Sie die folgenden Ausdriicke jeweils in die Form a 4+ bi mit a,b € R um:
1. (34 5i) — (4 — 21)

1—2¢ 3+54 8 3%
—2i 457 © o3t
2. A \ n;
3. (L+2i)7" P e
. . +t)?
4. (1+4)(1—1) 10. (5=
5. (124 3v2i) (5 — V2i) 1. (¥ - 1) <e§z’ L1 ﬁl> (e%i _ e%)
N , . 2 T 72
6. e2’ — 5 (2 +e™) o em s
L 12. es e 22 fe 2
C1l—2

17. Trigonometrische Identititen

Leiten Sie die folgenden trigonometrischen Identitéten jeweils mit Hilfe der Euler-Formel
e’ = cosa + isin a her:
1. sin(2a) = 2cosasin« 4. cos(a — ) = cosacos f + sinasin

3 1

a — 3cosasin® a 5. sin®(a) = 5 — 3 cos(20)

3. sin(a + f) = sinacos B + sin 5 cos « 6. sin(a + () sin(a — 3) = sin’ a — sin® 3

2. cos(3a) = cos



18. Beweis mittels vollstandiger Induktion

Beweisen Sie folgenden Aussagen jeweils mittels vollstandiger Induktion:

n—1

1.V N n? = 2k +1 n
n c n k;(]( + ) 4. Vn €N Zk:n(n;-l)

k=0

n—1
2. VnENQ”—1:Z2k

5. VneN Z(2k+ 1) = 2n=Li2ntl)

3
k=0

3. Vn e N 23’“ g1 6. Yn € NVz € [0;00) (14+2)" > 1+ nx
k=0

19. Polynomdivision

Fiihren Sie fiir die folgenden Paare von Polynomen jeweils die Polynomdivision durch.

(=22 =52-3),(3—1x)

(2% +32° + 422 + 3z + 1), (2> +x + 1)

(62* — 1223 + 372 — 48z + 45), (222 — 4z + 4)

(2° + 4z — 92 — 4022 — 4o + 48), (2* + 4o +4)

(2° + 42* — 92 — 402% — 4x +48), (2 — 132 + 12)

(228 + 427 + 32° — 5% — 162" — 1323 + 42? — 4o + 18), (23 + 2 — 4)
(28 — 42" + 1425 — 425 + 132" + 22 — 3), (2° — 42* + 1323)
(219—1), 1 -2+ 2% — 23+ 2%)

I B R R N

20. Faktorisierung von Polynomen

Bestimmen Sie fiir die folgenden Polynome jeweils alle reellen Nullstellen und {iberpriifen
Sie, ob das Polynom {iber R in Linearfaktoren zerfillt. Falls nicht, geben Sie die ver-
bleibenden quadratischen Faktoren an und bestimmen Sie die zugehorigen komplexen
Nullstellen.

1. 22 =2z +1 5. 2% — 13z + 12

2. 2%+ 2z +1 6. 2® —5x* + 7z — 3

3. 2% +4 7. 6x* — 1223 + 3622 — 482 + 48
4. 2% + 9z 8 28 — 22 +1



