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Kon$nuierliches	Spektrum;	uneigentliche	Eigenwerte

Impulsoperator:
<latexit sha1_base64="FSlay6TZgiGcWg07zhyyfUE4bvg="></latexit>

~

i
@

@x
uk(x) = p uk(x), uk(x) =

1p
2⇡

eipx/~

Ortsoperator:

<latexit sha1_base64="/hB3/xG68GxfbqkqSS8U9emvnJo="></latexit>

x̂ ⇠(x) = ⇠  ⇠(x),  ⇠(x) = �(x � ⇠)

			uneigentliche	Eigenwertep ≡ ℏk, ξ :

Orthogonalität	und	Vollständigkeit:

<latexit sha1_base64="eotlPF0TfluCdY/5Lms1B8cfBdU="></latexit>

(uk, ul) = �(k � l) = hk | li
<latexit sha1_base64="MnjJxkI5aC26/Nq8WwRv/tAgAgQ="></latexit>Z 1

�1
dk uk(x) u⇤k(y) = �(y � x) ,

Z 1

�1
dk | kihk | = 1

<latexit sha1_base64="EgLC/GZ3D89b+6OX4OvUY1oUXIQ="></latexit>Z 1

�1
d⇠  ⇠(x) ⇤⇠(y) = �(y � x) ,

Z 1

�1
d⇠ | ⇠ih⇠ | = 1

<latexit sha1_base64="cYVvTzJQ9QmwfJc7im4R1FBp9x4="></latexit>

( ⇠, ⇠0 ) = �(⇠ � ⇠0) = h⇠ | ⇠0i
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Endlicher	Poten$altopf

L/2− L/2

V(x)

x

A B C

Gebundene	Zustände:					 				 			diskretes	SpektrumE < 0 →
<latexit sha1_base64="qN2wzkL/qdQ3EteKblA0tHrRq2E=">AAACJnicbVBPSwJBHJ21f2b/Njt2WZKgk+yGVAcPQgidwiBN0GWZnR11cHZnmfltKItfpWt+mm4R3foiQbMqkdqDgcd77zfzm+fHnCmw7U8jt7G5tb2T3y3s7R8cHpnHxZYSiSS0SQQXsu1jRTmLaBMYcNqOJcWhz+mTP7zN/KdnKhUT0SOMY+qGuB+xHiMYtOSZxbpnV+ueU+3yQIDS9N4zS3bZnsH6Jc4qKaEFGp753Q0ESUIaAeFYqY5jx+CmWAIjnE4K3UTRGJMh7tOOphEOqXLT2e4T61wrgdUTUp8IrJn6dyLFoVLj0NfJEMNArXqZ+K8Ho+xCtfR8msV8X/CVpaB346YsihOgEZnv1Eu4BcLKOrMCJikBPtYEE8n0tywywBIT0M0WdF9r7ayT1mXZuSpXHiqlWn3RXB6dojN0gRx0jWroDjVQExE0Qi/oFU2NqfFmvBsf82jOWMycoCUYXz+CeqWM</latexit>

E0 < E1 < . . . < EN
<latexit sha1_base64="VjRxoq8lZxehTSAMqM0tN3bSQBE="></latexit>

| 0i, | 1i, . . . , |Ni 2 H

(endlich	viele	Zustände	—	grafische	Lösung	—	Abschnin	2.2.1)

<latexit sha1_base64="gISvbcD152WEMNp13iVjjAlbEqg=">AAACNnicbVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgQcpWinoRCiJ4rGBVcEvJptMammSXZFYsa+/+Gq/2r3jxJl79A4LZtohWHwRe3ptJZl4YS2HR91+83Mzs3PxCfrGwtLyyulZc37i0UWI4NHgkI3MdMgtSaGigQAnXsQGmQglXYe8k86/uwFgR6Qvsx9BUrKtFR3CGTmoVtwPJdFcC1cHeQ7CnAjO6HgdtkMhaqVaDVrHkl/0R6DepTJMSmaDeKn4G7YgnCjRyyay9qfgxNlNmUHAJg0KQWIgZ77Eu3DiqmQLbTEe7DOiOU9q0Exl3NNKR+rMjZcravgpdpWJ4a6e9TPzXw/vsQfvr+zQrC8NITg2FnaNmKnScIGg+nqmTSIoRzTKkbWGAo+w7wrgRbi3Kb5lhHF3SBZfXn3T+ksv9cuWgXD2vlmqnk+TyZItsk11SIYekRs5InTQIJ4/kiTyToTf0Xr03731cmvMmPZvkF7yPL5JGrVs=</latexit>hn |mi = �nm

Streuzustände:				 				 			kon$nuierliches	SpektrumE > 0 →
<latexit sha1_base64="xS9gy418OkkiFHvPfU7Ypd2CKcM="></latexit>

 k(x) =

8>>><
>>>:

 A(x) = eikx + ↵� e�ikx

 C(x) = �+ eikx
<latexit sha1_base64="Ic5NOuC0jXECVBxKY0aSfN7lEnY=">AAACK3icbVDLSsNAFJ3UV62vqAsXboJFcFWSUNSNUJCCywr2ASYtk+mkHTqTCTMTsYR8jVv7Na4Ut36G4KQtYlsPDBzOPffOvSeIKZHKtt+Nwtr6xuZWcbu0s7u3f2AeHrUkTwTCTcQpF50ASkxJhJuKKIo7scCQBRS3g9FtXm8/YSEJjx7UOMY+g4OIhARBpaWeeVK/8UIBUeoNAyi67qjrZqnLsp5Ztiv2FNYvcZZJGczR6JnfXp+jhOFIIQqlfHTsWPkpFIogirOSl0gcQzSCA/yoaQQZln46PSCzzrXSt0Iu9IuUNVX/dqSQSTlmgXYyqIZyuZaL/9bUcz5QLnyf5rYg4HRpKRVe+ymJ4kThCM12ChNqKW7lwVl9IjBSdKwJRILosyw0hDo6peMt6bxW0lklLbfiXFaq99VyrT5PrghOwRm4AA64AjVwBxqgCRDIwAt4BRNjYrwZH8bnzFow5j3HYAHG1w8Fmah6</latexit>

E =
~2k2

2m
(zweifach	entartet,	d.h.	zu	jedem	gegebenen	 	gibt	es	zwei	Lösungen	für	 )E k

<latexit sha1_base64="LY8r3qnvrp+GSb+is/pWXWMO3SM="></latexit>

 k(x) = | ki, | ki < H , k 2 R \ {0}
<latexit sha1_base64="4O/lQBbKDdCiW3gDyMhinPHaSbI="></latexit>hk0 | ki = �(k0 � k), hn | ki = 0, hn |mi = �nm, n, m 2 {0, . . . , N}, k, k0 2 R \ {0}
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			System	von	eigentlichen,	 ,	und	uneigentlichen,	 ,	Eigenvektoren.→ { |n⟩} { |k⟩}

<latexit sha1_base64="Esmwfs7zMj61VmPla+nhMZDxY6k="></latexit>

f (x) = N�
n=0

cn  n(x) +� ∞
−∞ dk c(k) k(x) ≡ �

!
c!  !(x), ! ∈ {0, . . . , N, k ∈ R � {0}}

<latexit sha1_base64="Esmwfs7zMj61VmPla+nhMZDxY6k="></latexit>

f (x) = N�
n=0

cn  n(x) +� ∞
−∞ dk c(k) k(x) ≡ �

!
c!  !(x), ! ∈ {0, . . . , N, k ∈ R � {0}}

Jede	Funk$on	 	lässt	sich	entwickeln	gemäßf(x) ∈ ℋ

• Entwicklung	eines	beliebigen	Vektors	aus	 	nach	Eigenvektoren	eines	selbstadjungierten	
Operators	schließt	die	uneigentlichen	Eigenvektoren	mit	ein

ℋ

Vollständigkeitsrela$on	hat	einen	diskreten	und	einen	kon$nuierlichen	Anteil:
<latexit sha1_base64="Qe0eXvvBNPOq+jIL7vOUAooLY9A="></latexit>

N�
n=0

 n(x) ∗n(y) +� ∞
−∞ dk k(x) ∗k (y) = �(x − y)

<latexit sha1_base64="bT6vlKy9PMkaX3U8kuSGlRSUyGg="></latexit>

N�
n=0
�n��n � +� ∞

−∞ dk � k��k � ≡ �
!
�!��! � = 1 (Bracket-Nota$on)

• Streuzustände	lassen	sich	idealisiert	mit	Hilfe	umeigentlicher	Eigenvektoren	bes$mmen	
(benutze	Wellenpakete	für	rigorose	Beschreibung)
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Spektralsatz		(Hilbert,	von	Neumann):

Sei	 	ein	selbstadjungierter	Operator	und	 	ein	(eigentlicher	oder	uneigentlicher)	Eigenvektor	
zum	Eigenwert		 .	Dann	gilt:

A |α⟩
α

1. Das	Spektrum	von	 	ist	reell.A

2. Orthogonalität:		eigentliche	und/oder	uneigentliche	Eigenvektoren	stehen	senkrecht	aufeinander:
<latexit sha1_base64="xUoqtvEbQViTnY/LWP0BSImZuEQ="></latexit>�↵ ��� = 0, ↵ ≠ �

3. Vollständigkeit:		eigentliche	und	uneigentliche	Eigenvektoren	spannen	den	ganzen	Hilbertraum	auf:
<latexit sha1_base64="Xj6pjScK0lEU2LiPW+ZNwxttves="></latexit>�
n
�n��n � +� da �a��a � ≡ �

!
�!��! � = 1

(ohne	Beweis)
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