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3.3	Hilbertraum
Verallgemeinerung	des	Zustandsbegriffs	auf	Vektoren	in	einem	linearen	Vektorraum

Benö$ge	mathema$schen	Formalismus	zur	Behandlung	unendlich-dimensionaler	Vektorräume,		
bzw.	Funk$onenräume

		Funk$onalanalysis→ (Hilbert,	Banach,	Ries,	Schmidt,	Fischer,…)

DefiniEon:				Ein	Hilbertraum	 	ist	ein	linearer	Vektorraum	über	 	mit	den	EigenschaOen:ℋ ℂ
I. Die	Vektorraum-Axiome	sind	erfüllt

(1) 	Sind		 ,	so	auch		 	;						 						Assozia$vitätf, g ∈ ℋ f + g ∈ ℋ ( f + g) + h = f + (g + h)
(2) 	 		Nullelement		 		mit		∃ 0 f + 0 = f ∀ f ∈ ℋ
(3) 	 		inverses	Element:			∃ f + (−f ) = 0 ∀ f
(4) Mul$plika$on	mit	Skalar:		 	

					 	
					 										Distribu$vgesetz

μ, ν ∈ ℂ
μ f ∈ ℋ, (νμ) f = ν(μ f )
(μ + ν) f = μ f + ν f, μ( f + g) = μ f + μ g
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II. Es	exis$ert	ein	Skalarprodukt	auf		 ,	d.h.	eine	posi$v	definite	hermi$sche	Formℋ
( ⋆ , ⋆ ) : ℋ → ℂ, f, g ↦ ( f, g)

mit	den	EigenschaOen:

( f, g1 + g2) = ( f, g1) + ( f, g2)
								(linear	im	2.	Argument)( f, μ g) = μ ( f, g)

( f, g) = (g, f )*
								(an$linear	im	1.	Argument)(ν f, g) = ν*( f, g)

( f, f ) ≥ 0 ∀ f , ( f, f ) = 0 ⇔ f ≡ 0

III. Der	Raum	 	ist	vollständig	d.h.	jede	Cauchy-Folge		 	konvergiert	gegen	ein	Element	
			wenn	

																																																

ℋ f1, f2, f3, …
f ∈ ℋ, fn → f

lim
n→∞

∥ fn − f ∥ = 0

IV. Der	Raum	 	ist	abzählbar	unendlich-dimensionalℋ
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