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1. Heisenbergsche Unschärferelation

(a) (2 Punkte) Gegeben seien zwei Operatoren A und B, für die gilt, dass
[A,B] = c ∈ C. Weiterhin sei f : C → C eine analytische Funktion.
Berechnen Sie die Unschärferelation für A und f(B).
Hinweis: Verallgemeinern Sie das Ergebnis von Aufgabe 1 (e) von Blatt
2.

(b) (1 Punkt) Beweisen Sie die Unschärferelation

∆x ·∆H ≥ ~
2m
|〈p〉|.

Was sagt Ihnen diese Relation für stationäre Zustände?

2. Neutrinooszillation

Das Standardmodell der Teilchenphysik kennt drei Neutrinoarten: Das Elek-
tron-Neutrino (νe), das Myon-Neutrino (νµ) und das Tau-Neutrino (ντ ). Ex-
perimentell ist bekannt, dass es Mischungen (Oszillation) zwischen diesen drei
Neutrinoarten gibt. Nehmen Sie an, dass die Neutrinozustände |νe〉 und |νµ〉
durch Mischungen der Energieeigenzustände |ψ1〉, |ψ2〉 und |ψ3〉 in der folgen-
den Form beschrieben werden:
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Die Zustände |ψi〉 seien orthonormierte Energieeigenzustände zu den Energien
Ei = mic

2. Zur Zeit t = 0 befinde sich das System im Zustand |ψ(0)〉 = |νe〉.
(a) (2 Punkte) Berechnen Sie zu einem Zeitpunkt t > 0 die Wahrscheinlich-

keit Pνµ , das Neutrino im Zustand |νµ〉 zu finden.



Hinweis: Die Wahrscheinlichkeit ist das Betragsquadrat der Übergangsam-
plitude

Pνµ = | 〈νµ|ψ(t)〉|2.

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie zu einem Zeitpunkt t > 0 die Wahrscheinlich-
keit Pντ , das Neutrino im Zustand |ντ 〉 zu finden.
Hinweis: Die Summe der Wahrscheinlichkeiten, das Teilchen in einem
der drei Neutrinozustände zu finden, muss 1 sein.

(c) (1 Punkt) Was passiert im Grenzfall gleicher Massen mi?

3. Der Dichteoperator

Gegeben sei eine Menge {|ψi〉 |i ∈ N} von linear unabhängigen und normier-
ten (aber nicht notwendigerweise orthogonalen) Zuständen und eine Menge{
pi ∈ [0, 1]

∣∣∣∑
i

pi = 1

}
. Wir definieren einen Operator

ρ =
∑
i

pi |ψi〉〈ψi| .

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass Sp(ρ) = 1 und Sp(ρ2) ≤ 1 wobei die Spur Sp
definiert ist wie in Aufgabe 2 auf Blatt 7.

(b) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass Sp(ρ2) = 1 genau dann gilt, wenn ein Zu-
stand |ψ〉 existiert, sodass ρ = |ψ〉〈ψ|.

(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Zeitabhängigkeit von ρ im Schrödinger-
bild durch die von-Neumann-Gleichung

d

dt
ρS = − i

~
[H, ρS]

beschrieben wird.
(d) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass im Heisenbergbild

∂

∂t
ρH = − i

~
[H, ρH ]

gilt.

4. (3 Punkte) Heisenbergbild

Betrachten Sie den harmonischen Oszillator im Schrödingerbild

H = ~ω
(
a†SaS +

1

2

)

2



mit [aS, a
†
S] = 1. Nutzen Sie das Hadamard-Lemma

eXY e−X = Y + [X, Y ] +
1

2!
[X, [X, Y ]] +

1

3!
[X, [X, [X, Y ]]] + · · ·

um zu zeigen, dass die Leiteroperatoren a†H und aH im Heisenbergbild mit den
Leiteroperatoren im Schrödingerbild über folgende Beziehung zusammenhän-
gen:

aH(t) =e−iωtaS

a†H(t) =eiωta†S

3


