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1. Die Pauli-Matrizen

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Pauli-Matrizen
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die Relation c;0; = 6;;1 + ig;j04 efiillen und § (7 € {1,2,3}) die Lie-
Algebra der SU(2) aufspannen, d.h.
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(b) (3 Punkte) Berechnen Sie zu einem Vektor ¢ € R3 die Matrix M =
exp(i - &) und zeigen Sie explizit, dass M € SU(2).
Hinweis: Die Exponentialfunktion kann iber ihre Reihendarstellung exp(z) =

o0
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> %7 auf Matrizen verallgemeinert werden.
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(c¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass sich jede hermitesche 2 x 2-Matrix als

H = al + foy + voy + do3

mit «, 8,7,0 € R schreiben lasst und jede Matrix von dieser Form her-
mitesch ist.

2. Drehimpuls in Kugelkoordinaten
Im folgenden seien die Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) definiert durch

x =rsinf cos ¢
y =rsin#sin ¢

z =rcosd.



(a) (3 Punkte) Driicken Sie die partiellen Ableitungen 2, a% und £ in Ku-
gelkoordinaten aus.
Hinweis: Sie kdnnen diese Aufgabe ldsen, indem Sie die Jacobi-Matrixz J
der obigen Transformation aufstellen und diese invertieren. Sie erhalten
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Alternativ kénnen Sie die Ableitungen von der Umkehrtransformation

r=+x%+ y? + 22

z
6 = arccos
a2+ y?+ 22
arctan% x>0
sgn(y)Z z=0
= 2

arctan 2 +7 x <0,y >0
arctan 2 — 7 x <0,y <0

ausgehend mithilfe der mehrdimensionalen Kettenregel herleiten.
(b) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass
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und Berechnen Sie den Kommutator [L, L_] in Kugelkoordinaten.
(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass L? = L, L_ — AL, + L? und geben Sie L? in
Kugelkoordinaten an.

3. Kugelfiichenfunktionen

Fiir Zentralpotentiale V(r) = V(r) sind die Kugelflichenfunktionen Y}, (6, ¢)
Losungen des winkelabhéngigen Teils der Schrodingergleichung. Die Kugelfla-
chenfunktionen sind wie folgt definiert:
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mit P"(z) = (z* - 1)l.



(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass fiir die Paritat der Kugelflachenfunktionen
MY (6, 8) = (—1)Yim (6, 6)
gilt, wobei die Wirkung des Paritétsoperators durch
1Y (0, ¢) = Yim(m — 0, ¢ + )
gegeben ist.

(b) (1 Punkt) Fir Zustdnde mit m = 0 lassen sich die Kugelflichenfunktio-
nen durch die Legendre-Polynome P(cosf) = P?(cos ) ausdriicken:
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Yio(ev ¢) =

Berechnen Sie Y, fiir 0 <1 < 2.

(¢) (2 Punkte) Die Kugelflachenfunktionen mit 0 < m < [ kénnen mithilfe
des Aufsteigeoperators L, (vgl. Aufgabe 2 (b)) erzeugt werden. Berechnen
Sie mithilfe der Beziehung

L Yin(6,6) = h/IT+ 1) — m{m + DY
und der Symmetrierelation

Yiom(0,0) = (=1)"Y;,(0,9)
die Kugelflichenfunktionen mit 0 < |m| < fir 0 <1 < 2.

(d) (2 Punkte) In Aufgabe 3 auf Blatt 6 haben Sie die Energie- und Dre-
himpulseigenfunktionen des dreidimensionalen harmonischen Oszillators
betrachtet. In Aufgabenteil (e) haben Sie gemeinsame Eigenfunktionen
®;(u), i € {1,2,3} von E, L? und Ls zum Energieeigenwert £ = 2hw
bestimmt:

Py(cosb).

1 .
E(l/fl(u) +i(u)), P3(u) = ys(u)

Dabei waren die Energieeigenfunktionen 1; definiert durch

bi(w) = al e (ur)pa(usz)da(us),

@1/2(1,1) =

wobel
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die Grundzustandswellenfunktion des eindimensionalen harmonischen Os-
zillators ist sind. Berechnen Sie die drei Funktionen v;(u) und zeigen Sie,
dass die Funktionen ®;(u) in Kugelkoordinaten durch

2

O;(u) = (i)\/gﬂi re” T Vi (6, ¢)

mit [ =1 und m € {0, £1} gegeben sind.



