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1. Harmonischer Oszillator
Gegeben sei der Hamiltonoperator
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(a) (3 Punkte) Nutzen Sie die Heisenbergsche Unschérferelation, um eine untere

Grengze fiir die minimal zulédssige Energie des Systems zu bestimmen.

Hinweis: Betrachten Sie nur den Erwartungswert der Energie im Grundzu-
stand. Die Wellenfunktion des Grundzustandes im Orts- bzw. Impulsraum
sind symmetrische Funktionen von x bzw. p.

(b) (2 Punkte) Die Wellenfunktion des Grundzustands lautet
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Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen auferhalb der

klassischen Zone befindet.

2. Spurrelationen

Es sei By = {|n) : n € N} eine vollstandige Orthonormalbasis eines Hilber-
traums. Fiir einen Operator A, der in diesem Hilbertraum wirkt, ist die Spur von
A beziiglich By definiert als

Spx(4) = 3 (nlAln).
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(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Spur Basisunabhéngig ist, d.h. fiir zwei Ba-
sen By und B, gilt

Spar(A) = Spy(A).

Dank dieses Fakts ist es nicht nétig, eine konkrete Basis zu kennzeichnen. Von
daher schreiben wir im Folgenden statt Spy(A) nur noch Sp(A).

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie fiir zwei Operatoren A, B, dass

Sp(AB) = Sp(BA).



(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Spur zyklisch ist, d.h. fiir Operatoren Ay, Ao, ...

n > 2 gilt

Sp(AlAZ o 'AnflAn) = Sp(AnAlAz s An72An71)-

(d) (1 Punkt) Essei |0) =3 ¢, |n) mit 3 |c,|* = 1. Dieser Zustand definiert
einen Dichteoperator p = |U)XV|. Zeigen Sie, dass der Erwartungswert eines
Operators A beziiglich des Zustands |¥) gegeben ist durch

(A)g = (V[A]F) = Sp(pA).

3. Der Matrizformalismus (2 Punkte)

Mit der Braket-Notation lassen sich die Komponenten der Matrixdarstellung O zu
einem Operator O schreiben als O,,,, = (m|O|n). Auf Blatt 6 haben Sie gezeigt,
dass fiir den harmonischen Oszillator die Relation [X,P] = Al gilt. Zeigen Sie

nun allgemein, dass fiir Matrixdarstellungen A, B, C von Operatoren A, B, C' mit
[A, B] = C gilt:
[A,B]=C

4. Eigenfunktionen des Ortsoperators

Gegeben sei der Ortsoperator x und der Impulsoperator p in einer Dimension.

(a) (2 Punkte) Berechnen Sie den Kommutator
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Hinweis: Nutzen Sie die Kommutatorrelationen von Blatt 2.

(b) (2 Punkte) Der Ortsoperator z erfiille die Eigenwertgleichung
z|a')y =2 |2

mit dem Eigenwert 2. Zeigen Sie, dass auch exp(i5*) |2/) ein Eigenzustand
von z ist und bestimmen Sie den zugehorigen Eigenwert.

(c) (3 Punkte) Sei f(x) eine Funktion, die sich als Potenzreihe schreiben lasst,
d.h. f(z) =, cua". Zeigen Sie, dass

exp (z%)f(:c) exp(—i%) = f(z +a).

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage zundchst fir f(x) = x™ per vollstandiger

Induktion. Sie diirfen dabei voraussetzen, dass exp (2%) exp(—i%) = 1.
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