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1. Heisenbergsche Bewegungsgleichungen

(a) (2 Punkte) Ein Teilchen bewege sich in einem zeitunabhängigen Potential
V (r). Zeigen Sie, dass der Erwartungswert eine zeitunabhängigen Opera-
tors O für Eigenzustände des Hamiltonoperators zeitlich konstant ist;

d

dt
〈O〉 = 0.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass für stationäre Zustände

1

m

〈
p2
〉
= 〈r · ∇V (r)〉

gilt.
Hinweis: Nutzen Sie (a) für den Operator r · p.

2. Tunneleffekt und α-Zerfall

Ziel dieser Aufgabe ist es, eine Näherung für Lösungen der Schrödingerglei-
chung zu bestimmen, mit deren Hilfe der α-Zerfall leicht zu modellieren ist.
Betrachten Sie dazu die Schrödingergleichung

− ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x) = Eψ(x)

mit dem Ansatz
ψ(x) = A(x)eiφ(x), A, φ : R→ R.

Im Folgenden nutzen wir die folgende Definition:

p(x) :=
√

2m(E − V (x))

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass

−p
2

~2
A = A′′ + 2iA′φ′ + iAφ′′ − A(φ′)2,

wobei f ′(x) := ∂f(x)
∂x

.



(b) (3 Punkte) Nehmen Sie im folgenden an, dass |A′′| � |A|. Zeigen Sie,
dass

A =
C√
φ ′
, φ(x) ≈ ±1

~

∫
p(x) dx,

wobei C ∈ C eine Konstante ist.
Hinweis: Teilen Sie die Differentialgleichung aus (a) in separate Glei-
chungen für den Real- und Imaginärteil auf.

Im Gamowschen Modell für den Alphazerfall wird angenommen, dass sich die
Alphateilchen im Potential

V (r) =

{
−V0 0 ≤ r < r1
1

4πε0
2Ze2

r
r ≥ r1

befinden, wobei r1 der Kernradius des radioaktiven Atoms ist. Um aus dem
Kern auszutreten, muss ein Alphateilchen durch den Bereich tunneln, in dem
V (r) > E gilt. Dieser Bereich erstreckt sich von r1 bis r2 = Ze2

2πε0E
.

Wir wollen im Folgenden eine Näherung für den Transmissionskoeffizienten
mit den bisher hergeleiteten Näherungen finden.

(c) (3 Punkte) Nehmen Sie für r1 < r < r2 den in (a) und (b) motivierten
Ansatz

ψ(r) ≈ 1√
2m(V (r)− E)

(
Ceγ(r) +De−γ(r)

)
mit γ(r) = 1

~

∫ r
r1

√
2m(V (x)− E) dx an und berechnen Sie γ(r).

(d) (3 Punkte) Der Transmissionskoeffizient kann näherungsweise durch T ≈
e−2γ(r2) ausgedrückt werden. Berechnen Sie T unter der Annahme, dass
r1 � r2.

3. Identitäten der Delta-Distribution
Die δ-Distribution hat die definierende Eigenschaft:∫ ∞

−∞
dx δ(x)f(x) = f(0)

Zeigen Sie die folgenden Identitäten:

(a) (1 Punkt) δ(αx) =
1

|α|
δ(x) (α 6= 0) ,

(b) (2 Punkte) δ(x2 − α2) =
1

2|α|
(δ(x− α) + δ(x+ α)),

(c) (2 Punkte)
∫ ∞
−∞

dx f(x)
dn

dnx
δ(x) = (−1)nf (n)(0),

(d) (2 Punkte) δ(x− x0) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dk eik·(x−x0).
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