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Aufgabe 1. Allgemeine Fragen. (20 Punkte 4+ 10 Bonus)

1.1. (5 p.) Impulsraum.
Betrachte die Grundzustandswellenfunktion eines harmonischen Oszillators in Ortsdarstellung
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und berechne (p|ty).
1.2. (5 p.) Verschiebungsoperator.

Betrachte den Operator T(a) = %P , wobei p der Impulsoperator und a ein reeller Parameter ist.

a) Ist der Operator eine Observable? Warum?
b) Zeige, dass T'(a) ¢(z) = h(z + a).

1.3. (5 p.) Zeitentwicklungsoperator.

Nehme an, dass H der zeitunabhdangige Hamiltonian ist.

a) Zeige, dass der Operator U(t — to) = e~ 7 (=t H ynitar ist.

b) Zeige, dass sich die Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung wie folgt ergibt
U(x,t) = U(t — to)¥(z, to),
wobei W(x,t) eine gegebene Wellenfunktion des Systems zur Zeit tq ist.

1.4. (5 p.) Messungen.

Betrachte zwei Observablen A und B.

A besitzt zwei normierte Eigenzustinde |a1) und |ag), mit den zugehdrigen Eigenwerten a;
beziehungsweise as.

B besitzt zwei normierte Eigenzustinde |by) und |by), mit den zugehdrigen Eigenwerten b
beziehungsweise bo.

Nehme an, dass die Eigenzusténde wie folgt zusammenhéangen
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a) Die Messung der Observable A ergibt den Wert a;. In welchem Zustand befindet sich das
System (direkt) nach der Messung?



b) Was sind die moglichen Messergebnisse und ihre Wahrscheinlichkeiten fiir eine nachfolgende
Messung von B?

c¢) Direkt nach der Messung von B wird A erneut bestimmt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit
aq zu erhalten?

1.5. (Bonus 10 p.) Eigenfunktionen und Entartungen.

a) (2 p.) Was ist der Entartungsgrad fiir die Energie eines freien Teilchens in einer Dimension?

b) (3 p.) Ist der Grundzustand eines unendlichen Potentialtopfes eine Impulseigenfunktion? Falls
ja, was ist der Impuls des Zustands? Falls nicht, warum nicht?

¢) (5 p.) Nutze die Schrodingergleichung um zu zeigen, dass in einer Dimension keine entarteten
gebundenen Zustinde existieren.

Aufgabe 2. Halb-harmonischer Oszillator. (25 Punkte + 5 Bonus)

Betrachte ein Teilchen der Masse m, das sich in einer Dimension in einem “halb”-harmonischen Po-

tential V' (x)
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bewegt.

a) (5 p.) Stelle fiir x > 0 die stationdre Schrodingergleichung auf. Nutze dabei die dimensionslosen
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b) (5 p.) Zeige, dass das asymptotische Verhalten der Losung fiir gro”se y durch e~v*/2 gegeben ist.

¢) (7 p.) Durch Separation des asymptotischen Verhaltens fiir y — 0o, definieren wir

ly) = hiy)e /.
Bestimme die Gleichung fir h(y), y > 0.

d) (8 p.) Die Eigenfunktionen des Hamiltonian des reguldren quantenmechanischen harmonischen
Ostzillators lassen sich bekannterweise durch Hermitesche Polynome ausdriicken:

Un(y) Hn(y)e_y2/2, n=0,1,2,...,
wobei die Hermiteschen Polynome H,,(y) die folgende Gleichung erfiillen
H/(y) — 2yH, (y) + 2nH,(y) =0, n=0,1,2,...,

und gleichwertig durch
2 O™ o
Hy(y) = (=1)"¢’ oy v
definiert werden konnen. Bestimme das Spektrum fiir den Fall des gegebenen “halb”-harmonischen
Potentials.

e) (Bonus 5 p.) Die Hermiteschen Polynome sind normiert durch
o0
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Was sind die normierten Wellenfunktionen des Grundzustandes und des ersten angeregten Zus-
tandes im Fall des gegebenen “halb”-harmonischen Potentials?



Aufgabe 3. Stark-Effekt. (25 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir die Verschiebung des Energiespektrums eines Wasserstoffatoms in-
nerhalb eines statischen elektrischen Feldes. Hierzu nutzen wir die Storungstheorie in erster Ordnung.

Betrachte ein Elektron im n = 2 Zustand des Wasserstoffatoms. Das elektrische Dipolmoment

d = —eF des Elektrons wechselwirkt mit einem externen elektrischen Feld £ durch
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Hy=—d-E,

was sich als Stérung des Coulomb-Potential behandeln lasst.

Nehme ein konstantes elektrisches Feld entlang der xz-Achse an:
E=FEyé,.

Die ungestorten Eigenzustédnde |nlm;) (unter Vernachlissigung des Spins) werden mit

1) = [200),
2) = [210),
13) = [21 +1),
|4) 121 —1),

bezeichnet.
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(15 p.) Die Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms sind gegeben durch

¢nlml (T, 67 CZ)) = Rn,l(r) Yi,ml (07 QS)

Gegeben sind die Kugelflachenfunktionen

1
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und das radiale Integral

/ drr3Roo(r)Re1(r) = 3V3a,

0
mit dem Bohr-Radius a.
Bestimme die 4 x 4 Matrix-Form von H 7> in der ungestorten Basis und nutze 2, = eEO%.
Hinweis: Argumentiere unter Ausnutzung von Symmetrierelationen, dass viele der Winkelintegra-

tionen null ergeben.

(10 p.) Diagonalisiere die obige Matrix um die Korrekturen erster Ordnung, welche sich durch
H, ergeben, fiir alle vier n = 2 Level zu bestimmen (Es miissen nur die Eigenwerte und nicht die
Eigenzustidnde bestimmt werden).

Skizziere qualitativ die Energie der n = 2 Level als Funktion des extern angelegten elektrischen
Feldes Ey. Kommentiere ihre Entartung.



Aufgabe 4. Spin-1/2 in einem Magnetfeld. (30 Punkte)

Das Neutron ist ein Spin- Teilchen. Sein magnetisches Moment [, wird iiber seinen Spin durch
fn = %1%5 beschrieben, wobei 7, < 0 das gyromagnetische Verhéltnis und & der Vektor der Pauli-
Matrizen ist:
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Die Kopplung des magnetischen Momentes an ein externes magnetisches Feld B wird durch den
(Wechselwirkungs-)Hamiltonian

H=—-f, B

beschrieben.
Betrachte ein gleichformiges Magnetfeld B mit einer konstanten Komponente entlang der z-Achse und
einer rotierenden Komponente in der xy-Ebene:

B = By é, cosw(to +t) + Bié€y sinw(to +t) + Byés,

wobei By and B; konstante Amplituden sind und w die extern vorgegebene Frequenz bezeichnet.

2)
b)

(5 p.) Gebe H als 2 x 2 Matrix an. Verwende wy = —v,,By and w1 = —v, B1.

(5 p.) Der Spin- Zustand des Neutrons zur Zeit ¢ ist (in Matrix Notation) gegeben durch

wobei ¢4 (t) und c_(t) die Amplituden des Spin-Up- beziehungsweise des Spin-Down-Zustandes
sind.
Nutze die zeitabhéangige Schrodingergleichung

~ 0
HY(t) =ih—V(t
(t) = iho W (),

um das Gleichungssystem zu finden, welches die Zeitentwicklung von c4 (t) beschreibt.
(5 p.) Betrachte im Folgenden den Resonanzfall w = wy. Verwende

ci(t) = e 50t B (),

c(t) = etEt g(p),
und bestimme die entsprechenden Differentialgleichungen fiir 54 (¢).

(10 p.) Zeige, dass mit den Anfangswerten ¢4 (0) und c¢_(0) zur Zeit ¢ = 0 die allgemeine Losung
fiir ¢4 (t) gegeben ist durch

ci(t) = e Xcosp ¢y (0) — ie sing c_(0) ,
mit ¢ = G4, x = Pt und § = (¢ + 2tp).

(5 p.) Nutze die allgemeine Losung fiir ¢4 (t), welche durch

[c+(t)] _ [ e Xcosg  —ieid singb] [C+(0)] |

c—(t) —iet¥sing etXcos¢ | |c_(0)

gegeben ist und bestimme die Wahrscheinlichkeiten das Neutron zur Zeit ¢ im Spin-Up- beziehungsweise
Spin-Down-Zustand zu finden.
Skizziere die Wahrscheinlichkeiten fiir ¢_(0) = 0.



