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Theoretische Physik 2 (M.Ed.) – Übung 10

1. [3, 3, 7] Für die Komponenten des Impuls- und des Ortsoperators gilt

[p̂i, x̂j] = ~
i
δij, [p̂i, p̂j] = 0 und [x̂i, x̂j] = 0,

die Komponenten des Drehimpulsoperators lauten l̂i = εijkx̂j p̂k.
Zeigen Sie:
a) [x̂i, l̂j] = i~εijkx̂k,
b) [p̂i, l̂j] = i~εijkp̂k,
c) [l̂i, l̂j] = i~εijk l̂k.

2. [2, 1] Betrachten Sie ein Teilchen in einer Dimension. Gegeben sei als klassische
Observable der Ausdruck xp2. Als Ansatz für den zugehörigen linearen Operator
wählen Sie

L = α1x̂p̂
2 + α2p̂x̂p̂+ α3p̂

2x̂ mit αi ∈ R.

Welche Bedingungen ergeben sich für die Koeffizienten aus den Forderungen:
a) L ist hermitesch.
b) L ergibt nach der Ersetzung (x̂, p̂)→ (x, p) den Ausdruck für die klassische

Observable.
Bemerkung: Dieses Beispiel illustriert, dass bei der „Übersetzung“ von der
klassischen zur quantenmechanischen Ebene eine Mehrdeutigkeit auftreten
kann.

3. [5] Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte ~j(t, ~x) für eine Wellen-
funktion

Ψ(t, ~x) = |Ψ(t, ~x)|eiα(t,~x).

Zeigen Sie, dass diese Dichte für eine ortsunabhängige Funktion α(t) verschwin-
det.

4. [1, 2, 4] Gegeben sei eine eindimensionale Wellenfunktion zum Zeitpunkt t = 0
mit

Ψ(0, x) = Aeikxe−α|x|, wobei 0 6= A ∈ C, k ∈ R und α > 0.

a) Berechnen Sie die Dichte ρ(0, x).
b) Bestimmen Sie A dergestalt, dass der Zustand auf eins normiert ist.
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c) Berechnen Sie die Stromdichte j(0, x).

5. [4, 8] Gegeben seien die Dichte- und Stromdichteoperatoren

ρ̂(~x) = δ(~x− ~̂x) und ~̂j(~x) = 1
2m

{
~̂p, ρ̂(~x)

}
.

Zeigen Sie:
a) 〈Ψ(t)|ρ̂(~x)|Ψ(t)〉 = |Ψ(t, ~x)|2.

b) 〈Ψ(t)|~̂j(~x)|Ψ(t)〉 = ~
2im

[
Ψ∗(t, ~x) ~∇Ψ(t, ~x)− ~∇Ψ∗(t, ~x) Ψ(t, ~x)

]
.

6. [3, 5, 5] Gegeben sei das freie Wellenpaket

Ψ(t, ~x) = 1
(2π)3/2

∫
d3k Ψ̃N(~k)e−i(ωt−~k·~x) mit ω = ω(~k) = ~~k2

2m

sowie normierter Verteilung Ψ̃N(~k) (also
∫
d3k Ψ̃∗N(~k)Ψ̃N(~k) = 1).

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte ρ(t, ~x).
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

~j(t, ~x) = ~
2im

[
Ψ∗(t, ~x)~∇Ψ(t, ~x)− ~∇Ψ∗(t, ~x)Ψ(t, ~x)

]
.

c) Verifizieren Sie explizit die Kontinuitätsgleichung

∂ρ(t, ~x)
∂t

+ ~∇ ·~j(t, ~x) = 0.
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