
Unschärferelation

Satz: Für zwei Observable A und B gilt die Heisenberg’sche Unschärferelation

C = 〈(∆Â)2〉〈(∆B̂)2〉 ≥ 1

4
〈i[Â, B̂]〉2.

Beweis: Verwende Schwarz’sche Ungleichung

〈Ψ|Ψ〉〈ϕ|ϕ〉 ≥ |〈Ψ|ϕ〉|2.

C = 〈∆ÂΨ|∆ÂΨ〉〈∆B̂Ψ|∆B̂Ψ〉
≥ |〈∆ÂΨ|∆B̂Ψ〉|2

= |〈Ψ|∆Â∆B̂|Ψ〉|2

= 〈∆Â∆B̂〉〈∆Â∆B̂〉∗

= 〈∆Â∆B̂〉〈(∆Â∆B̂)†〉
= 〈∆Â∆B̂〉〈∆B̂ ∆Â〉.

Verwende

2∆Â∆B̂ = {∆Â,∆B̂}+ [∆Â,∆B̂],

2∆B̂ ∆Â = {∆Â,∆B̂} − [∆Â,∆B̂].

⇒

4〈∆Â∆B̂〉〈∆B̂ ∆Â〉 = 〈{∆Â,∆B̂}〉2 − 〈[∆Â,∆B̂]〉2.

Außerdem
[∆Â,∆B̂] = [Â− 〈Â〉, B̂ − 〈B̂〉] = [Â, B̂].

⇒
〈[∆Â,∆B̂]〉2 = 〈[Â, B̂]〉2.

⇒
C ≥ 1

4
〈{∆Â,∆B̂}〉2︸ ︷︷ ︸

≥0

−1

4
〈[Â, B̂]〉2 ≥ −1

4
〈[Â, B̂]〉2 =

1

4
〈i[Â, B̂]〉2.


