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1. [5] Gegeben seien die Mengen{
Ψ~p(~x) := (2π~)−3/2 exp

(
i
~~p · ~x

) ∣∣∣ ~p ∈ R3
}

und{
Ψ~x0(~x) := δ(~x− ~x0)

∣∣∣ ~x0 ∈ R3
}

mit dem Skalarprodukt

〈Ψ |ϕ〉 :=
∫

d3x Ψ∗(~x)ϕ(~x).

Berechnen Sie

〈Ψ~q |Ψ~p〉 , 〈Ψ~x0 |Ψ~p〉 und 〈Ψ~y0 |Ψ~x0〉 .

2. [9] Das Matrixelement eines linearen Operators L im Hilbert-Raum H der
quadratintegrierbaren Funktionen ist definiert gemäß

〈Ψ | Lϕ〉 :=
∫

d3x Ψ∗(~x)Lϕ(~x),

der adjungierte Operator L† mittels 〈Ψ | Lϕ〉 =: 〈ϕ | L†Ψ〉∗ (∀ϕ,Ψ ∈ H). Es
sei nun Lxi

Ψ(~x) = xiΨ(~x) und L∇i
Ψ(~x) = ∇iΨ(~x). Zeigen Sie, dass L†xi

= Lxi

und L†∇i
= −L∇i

.
Hinweis: Quadratintegrierbare Funktionen müssen für |~x| → ∞ genügend
schnell abfallen, so dass Sie

∫
d3x ∇i

(
Ψ∗(~x)ϕ(~x)

)
= 0 verwenden dürfen.

3. [4, 4, 2] Betrachten Sie das Eigenwertproblem zu

A =
(

0 a
a 1

)
für 0 6= a ∈ R.

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte λ ∈ R.
b) Geben Sie die normierten Eigenvektoren an.
c) Zeigen Sie, dass die zu λ1 und λ2 gehörenden Eigenvektoren orthogonal

sind.
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4. [4, 6] Es seien Â und B̂ lineare Operatoren. Wir definieren den sog. Kommutator
von Â und B̂ durch

[Â, B̂] := ÂB̂ − B̂Â.

Analog ist der Antikommutator gegeben durch

{Â, B̂} := ÂB̂ + B̂Â.

a) Es seien Â, B̂ und Ĉ lineare Operatoren in einem Hilbert-Raum. Zeigen
Sie

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂,
[Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ].

b) Gegeben seien zwei hermitesche Operatoren Â und B̂. Zeigen Sie, dass
sowohl {Â, B̂} als auch i[Â, B̂] hermitesch ist.

5. [6] Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion f : R→ C mit f ′(x) :=
d

dx
f(x). Zeigen Sie mit Hilfe von (p̂Ψ)(x) := ~

i
d

dx
Ψ(x) und (x̂Ψ)(x) := xΨ(x)

dass gilt:

[p̂, f(x̂)] = ~
i
f ′(x̂).

Hinweis: Aus x̂Ψ(x) = xΨ(x) folgt f(x̂)Ψ(x) = f(x)Ψ(x).
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