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1. [3,2,3] Gegeben sei die Differenzialgleichung

m2

P”+COt(9)P,+ (6 - m

>P:O mit P = P(0) fur 0 < 6 < 7.

Substitution von z = cos(f), 0 < 6 < 7 (bzw. § = arccos(z), —1 < x < 1) liefert
P(0) = P(arccos(x)) =:y(x),

y'(z) = P'(0) arccos'(z) = —P'(9) = PO =—-V1—-2z2y(x).

1
V1—2?
a) Bestimmen Sie analog y”(x) und verifizieren Sie P"(0) = (1 — z2)y"(z) — xy/(z).
b) Driicken Sie cot(f) und sin?(6) als Funktionen von x aus.

c¢) Setzen Sie die Resultate in obige Gleichung ein und leiten Sie die allgemeine Legendre-
DGL her:

2\, I / m2

2. [7] Losen Sie mithilfe von

oo

(r,0) => (Aﬂ’l + ;1) Py(cos(6))

=0

die Laplace-Gleichung bei vorgegebener Randbedingung ®(R, §) = ®,sin?(6). Unterschei-
den Sie zwischen den Gebieten r < R und r > R.

Hinweis: Im Unendlichen muss das Potenzial verschwinden. Im Ursprung darf es nicht
singulér sein.

3. [3, 3] Gegeben seien die Kugelfunktionen (mit [ € Ng und m = 0,+1, ..., £()

Vinl0,6) = J e R o)

mit den zugeordneten Legendre-Funktionen

P (z) = (_211[)'7” (1 — xQ)?ddem (332 — 1)1.

a) Zeigen Sie: i (6, ) = (—1)"Y;5,(6, 9).

b) Eine Paritdtstransformation ¥ +— — impliziert fir die Kugelkoordinaten r — r,
0 — m—0und ¢ — ¢ £ 7. Zeigen Sie: Yy, (7 — 0,6+ 7) = (=1)1Y},,(0, ¢).
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4. [4] Driicken Sie rYy,, (m = —1,0,1) durch z, y und z aus. Driicken Sie nun z, y und z als
Linearkombination von 7Yy, (m = —1,0,1) aus.

5. [3] Gegeben sei die Ladungsverteilung

o(7) = 272525(7“ — a)6(cos(8) — 1) l b y
q ﬁl z

— 27rr25(r —a)o(cos(f) + 1).

Bei azimutaler Symmetrie lautet die Definition fiir die Multipolmomente
q = /d?’x Pi(cos(0))r'p(x).

Zeigen Sie: Fiir die ¢; der obigen Ladungsverteilung gilt
¢ = qa'2 = (=1)].

Hinweise:

[ 0 sin(é) fcos(s)) :/_11 def(z), P(1)=1, P(—z)= (1))

6. [2,1,2,6,1] Gegeben sei die Ladungsverteilung eines Quadrupols in der (z,y)-Ebene (die
z-Achse zeigt aus der Zeichenebene heraus auf Sie zu),

Yy
—q q
° %— °
T

_a e

2 2

o — 2 °

g | —q

a) Driicken Sie die Ladungsdichte in kartesischen Koordinaten mithilfe der Delta-
Funktion aus.

b) Wie gro8 ist die Gesamtladung?
¢) Bestimmen Sie das elektrische Dipolmoment d = [ d*z #p(Z).

d) Bestimmen Sie die Komponenten des Quadrupoltensors
Qij = /d3:1: (33:Zx] — TQdij)p(f)y r = ’f|

e) Zeigen Sie, dass das Potenzial sich fir r — oo wie

27y

-\ T—>00
O(7) = 3qa p=

verhalt.




