
Hilfsformel

Es seien f und g stetig differenzierbare Funktionen, ~v ein lokalisiertes Vektorfeld
mit ~∇ · ~v = 0.

Dann gilt ∫
d3x

(
f~v · ~∇g + g~v · ~∇f

)
= 0.

Begründung: Partielle Integration im zweiten Term liefert∫
d3x g~v · ~∇f =

∫
d3x ~∇ · (g~vf)−

∫
d3x ~∇ · (g~v)f.

Hinweis: Mit Hilfe der Klammern wird festgelegt, wie weit der Nablaoperator
wirken soll. Ganz konkret gilt mit der Einstein’schen Summenkonvention

~∇ · (g~vf) =
∂

∂xi
(gvif)

=
∂g

∂xi
vif + g

∂vi
∂xi

f + gvi
∂f

∂xi

= ~∇g · ~vf + g~∇ · ~vf + g~v · ~∇f,
~∇ · (g~v)f =

∂

∂xi
(gvi)f

=
∂g

∂xi
vif + g

∂vi
∂xi

f

= ~∇g · ~vf + g~∇ · ~vf.
Da ~v lokalisiert angenommen wurde, gilt mit dem Satz von Gauß∫

d3x ~∇ · (g~vf) =

∫
F

da gf~v · n̂ = 0.

⇒ ∫
d3x (f~v · ~∇g + g~v · ~∇f)

=

∫
d3x (f~v · ~∇g − ~∇ · (g~v)f)

=

∫
d3x (f~v · ~∇g − ~∇g · ~vf︸ ︷︷ ︸

= 0

−g ~∇ · ~v︸︷︷︸
= 0

f)

= 0.

Anwendungen

1. f = 1, g = xi, ~v = ~J ⇒

0 =

∫
d3x ~J · ~∇︸ ︷︷ ︸

= Jj∇j

xi =

∫
d3x Jjδji =

∫
d3x Ji.



2. f = xi, g = xj, ~v = ~J ⇒

0 =

∫
d3x (xiJj + xjJi).

Folgerung

∫
d3x′ ~x · ~x ′Ji(~x

′)êi

= xj

∫
d3x′ x′j Ji(~x

′)êi

2.
=

1

2
xj

∫
d3x′

[
x′jJi(~x

′)− x′iJj(~x ′)
]
êi

= −1

2
xj

∫
d3x′ (δilδjm − δimδjl)x′lJm(~x ′)êi.

Verwende δilδjm − δimδjl = εijkεklm.

· · · = −1

2
êi εijkxj

∫
d3x′ εklmx

′
lJm(~x ′)

= −1

2
~x×

(∫
d3x′ ~x ′ × ~J(~x ′)

)
.


