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Kapitel 1

Newton’sche Mechanik

1.1 Mathematische Vorbemerkungen

e Ziel: Beschreibung der Bahnkurve eines oder mehrerer Mas-
senpunkte mit Hilfe von Naturgesetzen.

e 1. Bewegung eines Korpers ist als Bewegung relativ zu
etwas anderem zu verstehen.

2. Wahle geeignete ,,Gegenstande® als Bezugspunkte zur
Beschreibung der Bewegung = Bezugssystem (BS).
Versehe BS mit Uhr.

3. Versehe BS mit geeigneten Koordinaten = Koordina-
tensystem (KS).

e Beschreibung des Raums mit Hilfe des dreidimensionalen
euklidischen Vektorraums [E?:

1. Schritt: Menge R? (dreifaches kartesisches Produkt
von R mit sich selbst; Verallgemeinerung fiir belie-
biges n € N klar):

R? = {z = 1, L9, T cx; € RY. 1.1
{ (71, T2, T3) } (1.1)
geordnete Tripel

2. Schritt: Vektorraum! R? (umgangssprachlich: Vektor
= gerichtete Grofle mit Lange; wir andern Symbolik

IManchmal findet man auch die Schreibweise R(™ mit der Dimension n in runden
Klammern, um anzudeuten, dass man die Menge R™ mit Vektoraddition und Skalarmul-
tiplikation versehen hat.



von z nach Z, um Vektorcharakter zu unterstreichen).
Abgeschlossen bzgl.

Vektoraddition: £+ 4 = (z1, 22, 23) + (Y1, Y2, ¥3)

= (z1 +y1, 22+ y2, 23+ ¥3),
Skalarmultiplikation : k-Z = (kzq, kzo, kz3), k € R.

Verschiedene Schreibweisen

(a) Darstellungsfrei: Z
(b) Als Linearkombination:

wobei B = {v1, Vs, U3} eine Basis sei. Die k;¥; hei-
en Komponenten von & bzgl. B.

(c) Mit Einstein’scher Summenkonvention (iiber wie-
derholt auftretende Indizes wird summiert):

T = k;vj.

(d) Als Koordinatenvektor von & bzgl. B (Spaltenschreib-
weise; Vorsicht: Physiker unterscheiden haufig nicht
zwischen Vektor und Koordinatenvektor und ver-
wenden dieselbe Symbolik?):

X =Xp= ko € R3x1.

R,.xn ist die Menge der reellen Matrizen mit m
Zeilen und n Spalten.

(e) Kanonische Basis K:

él — (17070)7
é2 — (07170)7
é5 = (0,0,1).

2Man findet auch
rp = (kla k27 kS)

als Koordinatenvektor.



8,
I

3
E T;i€;
i1

= z;6; (Einstein’sche Summenkonvention)

= (x1,29,x3) (Zeilenschreibweise).

x;: Koordinate von & bzgl. der kanonischen Basis.
Das Besondere der kanonischen Basis von R3:

L1

r = (xl,ﬂfg,il?g) € ]R3 = X]C = T9
T3

Vorsicht: Auch wir werden im Allg. nicht zwischen
Z und X unterscheiden.

(f) Ganz allgemein: Vektorraumaxiome gelten unab-
hingig von der konkreten Wahl der Basis (und da-
mit Koordinaten).

Stichwort: Darstellungsunabhangigkeit.

3. Schritt: Skalarprodukt [Abbildung von (V, V') nach R]

3
T-y= Zﬂfzyz = TilYi- (1.2)
i=1

Ausgedriickt durch kanonische Koordinatenvektoren
(Index K weggelassen):
T - g: XTY, wobei XT = (xl D) $3) € Rixs.

Lange des Vektors # (kanonische Norm)

3
E=VE-F=,|> a?=4/22.  (13)
1=1

Mathematik:

1
n »
|$|p<2|$i|p> , 1<p<oc.
i=1

3



p = 2: Euklidische Norm.
Zwei von Null verschiedene Vektoren 7 und ¢ heiflen
orthogonal, wenn

Z-y=0.
Definition des Winkels a zwischen £ # 0 und 4 # 0:
Ty
cos(a) = ——=-.

i

y

a -
1§ cos(a)
T

Projektion von 3 auf die Richtung von & (Beachte Vor-
zeichenwechsel fiir o > 90°):

y-&=|y|cos(a), T =

Orthonormalbasis {é1, €, é3}:
éz' . éj = (Sij
mit dem Kronecker’schen Deltasymbol

5.1 fir i =j (= Basisvektoren sind normiert)
Y1 0firi#j (= Basisvektoren sind orthogonal)

. Schritt: Kanonische Abstandsdefinition oder auch eu-
klidische Metrik

d(@,9) =& =g = \| Y (@i — 9:)? = V(i — 9:)*

1=1



<

—

T

Fir beliebige 7, 4 und z gilt die Dreiecksungleichung
d(@,§) < d(@ 2) + d(Z,9).

5. Transformationen, die den Abstand zweier Vektoren
invariant lassen.

(a) Translationen T gekennzeichnet durch Verschie-
bungsvektor a:

Ty : R® = RPmit T4(%) = &+ a. (1.4)
d(Z,9) = |-y | = [T+d—y—a| = d(T5(Z), Ta(y))-

<y
Q)

T
Beachte: T} ist keine lineare Abbildung, weil
Ta(AZ) = AP 4+ d # M@+ @) = \Tz(D).

(b) Drehspiegelungen sind lineare Abbildungen, die
das Skalarprodukt invariant lassen. Spezifiziere lin.

5



Abb. D durch Angabe der Wirkung auf die Basis-

vektoren:
Dé; = Djé;. (1.5)
Dj; sind die Entwicklungskoeffizienten des Bildes

von é; unter D nach den é; (j = 1,2,3). Damit
gilt:

— !5,
= DZ¥

= DSEZ'GZ'

= xzDéZ

= :EZ-DjZ-ej

= (Djizi)éj,

d. h. fur die Koordinaten des Bildvektors

Bemerkung: Bei linearen Abbildungen wird das
Element, auf das die Abbildung wirkt, in der Regel
nicht in Klammern geschrieben.

Aus der Forderung nach der Invarianz des Skalar-
produkts folgt

iy, = Dijz;Digyk
= z; D} Dy yi
——
(D" D)
= z;0ikYk,
d. h.
DTD =1. (1.7)

D ist eine so genannte orthogonale Transfor-
mation. Wegen des Determinantenmultiplikations-

6



satzes det(AB) = det(A)det(B) gilt

det(1) = 1
= det(D" D)
= det(DT) det(D)
det(D)
= [det(D)]>. = det(D) = £1.

i. det(D)=1: Eigentliche Drehungen.

Satz aus der linearen Algebra: Jede eigentliche
Drehung lasst sich durch eine Drehachse n und
einen Drehwinkel 0 < ¢ < 27 beschreiben, wo-
bei

Dn=mn, Sp(D)=1+2cos(y).

Spur einer Matrix A: Summe der Diagonalma-
trixelemente, d. h.

ii. det(D) = —1. Wir fithren die Paritatstrans-
formation ein:

—1 0
P = 0 -1 0
0 0 -1

Jedes D' mit det(D’) = —1 lasst sich eindeu-
tig als Produkt D' = PD mit det(D) = +1
schreiben.
iii. Gruppenstruktur
A. Die orthogonalen Transformationen bilden die
Gruppe O(3).
B. Die eigentlichen Drehungen bilden die Unter-
gruppe SO(3) (S fiir speziell, d. h. Determi-
nate gleich 1).

7



C. Die Menge O(3)\SO(3) bildet keine Unter-
gruppe, da sie die Einheitsmatrix nicht enthalt.

(c) Wir kombinieren Translationen und Drehspiege-
lungen zur euklidischen Bewegungsgruppe in
drei Dimensionen (Verallgemeinerung fiir beliebi-
ges n € N klar):

E(B) == {A:R’ = R*|¢'= A(&) =D& +a
mit D € O(3) und @ € R*}.

(d) Spéter: Physikalische Konsequenzen, die sich aus
Symmetrieforderungen mittels der Gruppe FE(3)
ergeben.

e Bahnkurve, Geschwindigkeit und Beschleunigung:
Gegeben sei ein BS. Spezifiziere kartesisches Koordinaten-
system durch Festlegung eines Ursprungs O und dreier fe-
ster Punkte P;, P, und Pj, die zu einem rechtshandigen
Dreibein {é,, é,,é,} fithren.

B |, é.=O0F

A

—
P é, = OP,

Bahnkurve 7: I C R — R? mit
F(t) = z(t)é, + y(t)é, + 2(t)é..

Wir fordern, dass z, y und z mindestens zweifach stetig
differenzierbar sind.



Geschwindigkeit

. - dr ) F(to + At) — F(to)
v(to) = 7(to) = E(to) = lim A7 :

d. h.

U=7=2a6, +yé, + 2é,.

Geschwindigkeitsvektor ist Tangentialvektor an Bahnkur-
ve.

Beschleunigung

1.2 Newton’sche Axiome

Axiomatische Einfithrung der Bewegungsgesetze als Zusammen-
fassung der Erfahrung (Experimente).

Axiom 1.2.1 (Newton I, auch Galileis Tragheitsgesetz): Jeder
Korper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der gleichformi-
gen geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende
Krafte gezwungen wird, seinen Zustand zu andern.

Im Folgenden: Korper — punktformiger Korper, Massenpunkt,
Teilchen. Ausdehnung auf zu betrachtender Langenskala ver-
nachlassigbar.



Definition des mechanischen Impulses
7= mi = m7, (1.8)

Mathematische Formulierung von N1
p = konst. bei Abwesenheit von Kraften. (1.9)

Synonyme Bezeichnungen: 1. Newton’sches Bewegungsgesetz,
Tragheitsgesetz, Satz von der Impulserhaltung.

Axiom 1.2.2 (Newton II): Die Anderung der Bewegung ist der
Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und geschieht
nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene
Kraft wirkt.

p=F. (1.10)
(ﬁ fir lat. fors = Kraft). Aussage tiber Anderung des Impulses:
Impulssatz.
Annahme: m = konst. =

mv =mr = F. (1.11)
Newton’sches Beschleunigungsgesetz: Masse mal Beschleuni-

gung = Kraft.

Bemerkung: Gl. (1.11) stellt ein System von 3 gewdhnlichen
Differentialgleichungen (DGLen) zweiter Ordnung dar. Mathe-
matiker nennen es ein explizites System, weil es nach der hochsten
(hier zweiten) Ableitung aufgeldst vorliegt:

mr = F(t,7,7)
oder in Komponenten
mi = Fy(t,x,y,2,%,7,%2) usw.

Gesucht: Bahnkurve, die die Bewegungsgleichung (unter dem
Einfluss der Kraft) 16st. Eine eindeutige Losung erfordert die
Angabe von 2 - 3 = 6 Randbedingungen, etwa

(to) = 7o,  T(to) = T

10



oder

usw.
Besonders einfach: Kraftefreie Bewegung (bei konstanter Mas-
se)

mi=0, 7{t)=a-+bt=ry+v(t—1t), (1.12)
denn
7= b=,
7= 0.

Axiom 1.2.3 (Newton III: actio = reactio): Die Wirkung ist
stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen zweier Kor-

per aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter
Wirkung.

Krafte treten in der Natur immer paarweise auf. Wir sprechen
auch von Wechselwirkungen.

Definition: F}j sei die Kraft, die Teilchen j auf Teilchen ¢ ausiibe:
Fij = _Fji- (113)

Beachte: Die Krafte I?’Z-j und F’]Z wirken auf verschiedene Teil-

chen.

Ergianzung 1.2.4 Krifte addieren sich wie Vektoren (Unab-
hangigkeit der Kraftwirkungen voneinander, Superpositionsprin-
zip der Kraftwirkungen).

Resultierende Kraft

1

(1.14)

.

oy

1.3 Einheiten

SI-Einheitensystem



Lange: m

Zeit: S
Masse: kg
Kraft: 1N=1 kg m

SQ

Arbeit: 1J=1Nm
Leistung 1 W =1 J/s

Die Zeitmessung erfolgt iiber die Periodenzahl eines periodi-
schen, kontinuierlichen Vorganges (Atomfrequenz, Einfluss des
Gravitationsfeldes der Erde berticksichtigt).
Sekundendefinition von 1967:

Die Sekunde ist das 9 192 631 770fache der Perioden-
dauer der dem Ubergang zwischen den beiden Hy-
perfeinstrukturniveaus des Grundzustandes von Ato-
men des Nuklids 133Cs entsprechenden Strahlung.

Meterdefinition von 1983:

Das Meter ist die Lange der Strecke, die Licht im Va-
kuum wéahrend der Dauer von (1/299 792 458) Sekun-
den durchlauft. Die Meterdefinition weist der Licht-
geschwindigkeit c¢ einen festen Wert zu. Diese Fun-
damentalkonstante kann somit nicht mehr gemessen
werden, sie ist jetzt exakt vorgegeben. Hieraus folgt,
dass die Langeneinheit von der Zeiteinheit Sekunde
abhangt.

Kilogrammdefinition von 1888 /1889:

Das Kilogramm ist die Einheit der Masse; es ist gleich
der Masse des Internationalen Kilogrammprototyps.

In Arbeit: Neudefinition mittels Naturkonstanten.

1.4 Inertialsysteme und (Galilei-Transformation

1.4.1 Inertialsystem

In welchen BS gelten die Newton’schen Gesetze?

12



Newton ging von einem absoluten Raum und einer absoluten
Zeit aus:

Der absolute Raum bleibt vermoge seiner Natur und
ohne Beziehung auf einen aufleren Gegenstand stets
gleich und unbeweglich.

Die absolute, wahre und mathematische Zeit verflie3t
an sich und vermoge ihrer Natur gleichformig und oh-
ne Beziehung auf irgendeinen aufleren Gegenstand.

Was ist daran verwunderlich?
Im ersten Axiom werden ,,Zustand der Ruhe* und ,,der gleich-
formigen Bewegung® gleichgeordnet.

F: Wie kann man einen ,,unbeweglichen® absoluten Raum von

einem dagegen gleichformig bewegten Raum unterscheiden?
A: Gar nicht!

e N1 fithrt Intertialsysteme (IS) als bevorzugte BS ein.

— IS sind solche BS, die gegeniiber dem Fixsternhim-
mel ruhen, oder die sich relativ zu den Fixsternen mit
konstanter Geschwindigkeit bewegen.

— Mach-Prinzip: Die Massenverteilung im Universum be-
stimmt die Intertialsysteme.

e N2 ist ausdricklich auf IS beschrankt. In BS’, das selbst
beschleunigt ist, wird Grundgleichung komplizierter:

mi’ = resultierende Kraft + Scheinkrifte.

Scheinkrafte sind abhangig vom Beschleunigungszustand
des BS. Stichwort: Zentrifugal- und Corioliskrafte.
1.4.2 Galilei-Transformation

Die spezielle Galilei-Transformation vermittelt zwischen IS K
und K’, wobei K’ sich mit konstanter Geschwindigkeit V' relativ
zu K bewegt, und beide KS fiir £ = 0 iibereinstimmen:

13



K/

7
K < >
A
7
Vit
- 7 —/ _ —/ 3
r = Vt4+r =r 4Vt
anschaulich
t = t.

Galilei’sches Relativitatsprinzip: Die Bewegungsgleichungen der
Mechanik miissen bzgl. dieser Transformationen invariant sein.

Allgemeinste Transformation ¢, die von einem Intertialsy-
stem IS in ein weiteres IS’ abbildet (Vorzeichen sind Konventi-

14



onsfrage):

# 7 = D —Vt—ad,
t—t = M-, (1.15)

mit D € O(3), A = £1. Galilei-Gruppe.

1.5 Arbeit, Leistung, kinetische und poten-
zielle Energie

1.5.1 Vorbemerkung: Wegintegral
Es sei

(a) @ : [a,b] — R3 ein stetig differenzierbarer Weg (oder die
Summe von stiickweise stetig differenzierbaren Wegen),
d. h. oy, 2 = 1,2, 3, ist stetig differenzierbar und

(b) F : R® — R3 ein stetiges Vektorfeld.

Unter dem Wegintegral von F langs a verstehen wir

b &
/ F(7) - di _ / Faw) -2 dit)dt.
e a

In der Physik hiufig [, F - d&

Sehr einfaches zweidimensionales Beispiel:

F(z,y) = (z,y).

Gesucht: Wegintegral von (0,0) nach (1, 1) entlang Gerade.
Wihle I = [0, 1]:

&(t) = (t,1), a@(0)=(0,0), a(l)=(1,1),
a(t) = (1,1),

. 1 1 t2
/F-d§:/(t-1—|—t-1)dt:2/ tdt = 2 —
c 0 0 2

15
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Aber auch

t) = (t27t2)’ a(0) = (0,0), a(1)=(1,1),
0 = (21,20)

palt

Q-

1
=1,
0

1 1 4

= t
/F-d§ = /(t2-2t+t2-2t)dt:4/ t3dt =4 =
c 0 0 4

d. h. wir haben die Freiheit eine geschickte Parametrisierung
fiir den Weg zu wahlen.

1.5.2 Arbeit

Ein Teilchen bewege sich unter dem Einfluss einer aufleren
Kraft F von 7 nach 7+ dF.
Arbeit, die die Kraft am Teilchen leistet (Schlagwort: Arbeit =
Kraft mal Weg)

dW = F - dr. (1.16)

Betrachte einen endlichen Weg (Kurve) C, der die Punkte 7
und 7 verbindet:

7ty i) > R, 7)) =7, 7(ty) = 7.

Langs des Weges C' geleistete Arbeit (W fir work, A fir Ar-
beit)

b dr
Wi = [ dW = / F . —dt. (1.17)
c ‘ dt
1.5.3 Leistung
Leistung (P fiir power)
dw 4 -
P=—r=F-F (1.18)

1.5.4 Kinetische Energie

Kinetische Energie (mit Bewegung verbundene Energie)

T = (1.19)

16



Multipliziere N2 fiir konstantes m als Skalarprodukt mit Ge-
schwindigkeit:

. Lo d mr2
mr-r = F.r oder emr _
dt 2

Bilde Integral fttf dt---.

= Die geleistete Arbeit fithrt zu einer Anderung der kinetischen
Energie
T — 17 = ng.

1.5.5 Konservative Kraft 1

Teile Gesamtkraft in konservative und dissipative Krafte auf
(Motivation erfolgt gleich):

ﬁ — ﬁkons + ﬁdiss-

Beachte: Im Allg. F = F(t,7,7) (deshalb auch Begriff Kraftfeld).
Eine Kraft heifit konservativ, wenn fur sie gilt
av ()

Fkons"'?:_ 4t

1.5.6 Potenzielle Energie und Energieerhaltung

Sprechweise: Die konservative Kraft ﬁkons besitzt das Potenzial
oder die potenzielle Energie U.

Wegen
dt = mnr-r
= F.7
— (Fkons+Fdiss) T
dU = .
- Ty Fiss r
ar dsT
gilt



Fir konservative Krafte, d. h. ﬁdiss = 0, gilt der Energiesatz
T(7) + U(7) = E = konst. (1.20)

Bezeichnung konservativ im Sinne von Energie erhaltend.
Dissipative Krafte: Umwandlung von mechanischer Energie in
andere Energieformen:

e Wirme (Reibung),

e Zeitabhangige Krifte (Austausch von Energie mit Umge-
bung).

1.5.7 Konservative Kraft 11

Welche Form hat eine konservative Kraft?

Betrachte

3 d7
= VU@ -

dU (7
dt
Skalare Funktion U mit dem Gradienten

prad U/ — <8U oU 8U> <y

Fkons'r:_

ox’ Oy’ Oz
ausgedriickt durch den Nabla-Operator

V— <%,a—y,£>

Fyons = —VU(7) + 7 x B(t, 7),

da7-¥x B=0.

Beispiel fir zweiten Term: Kraft auf Teilchen mit Ladung ¢ im
Magnetfeld B(t,):

15 B,

C
c: Lichtgeschwindigkeit.

Wir beschranken uns nun (wie fast alle Biicher) auf

Fyons = —VU(7).
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Differentiationskriterium (Mathematik)

F(7) (auf offenem sternférmigen Gebiet) einmal stetig dif-
ferenzierbar:

Fions = —VU(P) & V x F=0 (F wirbelfrei). (1.21)

Begrindung ,,=“:

e 0L,
F)i = €jr=—
(v X ) ejk axj
U 0
\J,k-/ 8$38$k
ti . bzgl. 1 < k —
antisymm. bzgl. J < symm. bzgl. j <> k
Beispiel ¢ = 1:
0*U 02U n 0*U
€lik——— = € €
ljkaxjaxk 1238x28x3 152 0x30x9
0*U
— -
837285173

wegen Satz von Schwarz (Reihenfolge der partiellen Ablei-
tungen darf laut Vorraussetzung vertauscht werden).

Integrationskriterium (Mathematik)

F ist Gradientenfeld genau dann, wenn

wegunabhangig ist.
Fiir V x F =0 folgt mit dem Satz von Stokes

]{ﬁ-ds*:/ﬁxﬁ-dfzo,
c S

oder fiir jeden Weg zwischen 7; und 75 ist die geleistete
Arbeit dieselbe.
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Insbesondere

U(7) = U(7p) — / F(7') - A7, (1.22)

1.5.8 Motivation fur Satz von Stokes

Unterteile die von C' eingeschlossene Flache in unendlich viele
infinitesimal kleine Quadrate:

A
-

Al
Y

Die Beitrage der rot-griinen Paare heben sich gerade gegenseitig
weg.

Betrachte nun Elementarquadrat (setze z = 0 und unterdriicke
zugehoriges Argument in F)).

20



(0, Ay (Az, Ay)

>
>

(0,0) (Az,0) o

4
Z/ F-ds
i=1 /T
Az Ay
/ Fm(x,O)dx—F/ F,(Az,y)dy
0 0

0 0
—i—/ Fm(x,Ay)dx—F/ F,(0,y)dy
Az Ay

Az
Fx 70 o Fx ,A d
A [Fy(x,0) (e, Ay) Jda
Fy(z,0) + Ay?52 4+ O(Ay?)

Ay
+ [ Fy(8e.9) ~F,(0.9)ldy
0 —
F,(0,y) + Az2E9) | O(Az?)

ox

Az
—Ay/ 0F,(x,0) dz
0

dy
——

OF,(0,0
a(y )—i-(’)(af)

Ay
+A:17/ Mdy + (’)(A3)
0

Ox
_Aymw + Amyw + 0(A?)
oy Ox

AzAyé, -V x F(0,0) + O(A%)
/ﬁxﬁdf
S
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1.5.9 Konservative Kraft III: Beispiel
Gegeben sei das Kraftfeld

—Cx
F(7) = (—C’y), C > 0.

0

S
F' ist konservativ, denn

0

€ik—
K 8:):2

V x F(f) = Féy,

_ (dF. 0OF, 9F, OF. OF, OF,
- \dy 0z 0z Oz Ox Oy

R 0 0
_ exla—yo _ 5(-0@]4
¥

1o 0

+é, Ja(—C’x) _ gol
¥

1o 0

Te, [ 2oy a—(—cm]

= 0.
Bestimmung des Potenzials. Es gilt

() = —VU (7).

)

oU
—Cz=F,(r) = — &E’F) :>U(F):%x2—|—V(y,z),
o [C
oy =R = —5 |5+ V9.
¢, C
= U@ =St Sy wia),
- o fc, C,
0=£) = —5 [Sar+ S+ W)
= U(r) = %xQ—l— %y2+konst.
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Geben wir z. B. U(0,0,0) = 0 vor, dann gilt
C C

Bemerkung: Potenzial eines zweidimensionalen harmonischen
Oszillators.

Vollig aquivalent:

(z,y,2)

Y

N

N
7

U = U(0,0,0) / P - di”

— U(0,0,0)— / Fy(a,0,0)dz’
0
Y z
—/ Fy(x,y’,O)dy’—/ F.(z,y,2")d?
0 0
_ U(0,0,0)—/ (—Ca')da’
0

Y z
—/ (—C’y’)dy’—/ 0d2’
0 0

C C
= U(0,0,0) + 5:}52 + 53/2.

1.6 Das Zweikorperproblem

Betrachte zwei Teilchen 1 und 2, zwischen denen eine Kraft
wirkt.
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Annahmen:
e Keine aufleren Krafte.
o [9(r,7) = F(r; — 7y) (Translationsinvarianz).

Bewegungsgleichungen (N2)

m17'7.1 = ﬁlg, (123)
-, = N3 =
meorg — F21 = —F12. (124)

1.6.1 Schwerpunktkoordinaten und Gesamtimpulser-
haltung

Betrachte Summe ) .
m171 + mary = 0. (1'25)

Fiithre Schwerpunktkoordinaten ein:

= MaT1 + Mt

mit Gesamtmasse M = mi + mo.

M
(1.26)
Eq. (1.25) = )
MR =0,
d. h. der Gesamtimpuls ist erhalten:
]3 = ﬁl —|—ﬁ2 = m11.71 + m27.72 = konst. (1.27)

Schwerpunkt bleibt in Ruhe oder bewegt sich geradlinig gleich-
formig [siehe Gl. (1.12)].
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1.6.2 Relativkoordinaten

Relativkoordinaten
T o= T — T, 1.28)
7= ﬁ+%ﬁ (1.29)
7 = E—%F (1.30)

Betrachte [Gl. (1.23)/m; — GL (1.24)/ma]:

. . . 1 1\ -
rio— Py = = —_— —_— F
Pl — Ty =T < 1 + 2) (7)

NG 7

= I=<

mit der reduzierten Masse
mi1ma
H="u
= Bewegungsgleichung fiir Relativbewegung sieht aus wie N2
fur ein Teilchen mit der Masse u:

pr = F(7).

I"Jbung 3: Relativimpuls, kinetische Energie.

1.6.3 Spezialfalle und Anwendungen
Wichtige Spezialfalle

e Gleiche Massen m; = my = m:

M =2m, ,u:%.

e Extremer Massenunterschied m; < mo — 00:

M =ms, pu=m;.

Anwendungsmoglichkeiten
e Kepler-Problem
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e Wasserstoffatom
e Rutherford-Streuung (Streuung im Coulomb-Feld)
e Zweiatomiges Molekiil (Vibrationen, Rotationen)

e Quarkmodell fiir Mesonen (Quark-Antiquarkpaar)

1.7 Gravitationskraft zwischen zwei Himmels-
korpern (Kepler-Problem)

1.7.1 Bewegungsgleichungen

— —

7?: 1 — T9

Es sei 7¥=711 — 7 und r = |[7]:

mii, =~ IR (q3)
r r r? r
moty = GEL2L (1.32)
r? or
mit der Gravitationskonstante
G = (6,6742 +0,0010) x 10 "' m*kg ' s72. (1.33)
Bewegungsgleichungen fiir Schwerpunktkoordinaten:
MR = 0. (1.34)

Schwerpunkt bewegt sich kréftefrei [siehe Gl. (1.12)]:
R(t) = Ry + V(t — to),
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d. h. drei von 6 Bewegungsgleichungen sind gelost.
Bewegungsgleichungen fiir Relativkoordinaten:

mi1ms ’F

ur = —G (1.35)

Die Gravitationskraft ist eine so genannte Zentralkraft, d. h. ei-
ne Kraft, die auf den Ursprung zu oder von ihm weg gerichtet
ist.

1.7.2 Zentralpotenzial

Fiir Zentralkrifte lasst sich immer ein (Zentral-) Potenzial an-
gegeben:

U(r)=U(rg) — f(rhHdr', (1.36)
denn
- dU(r) =
VU(r) = I Vr
= —f()VVa?+y2 + 2
,F’
= —f(r);
mit
@ = 22 _Z etc
ax_Q\/x2+y2+22 ’I“’ .

1.7.3 Relativdrehimpuls und Flachensatz

Wir definieren den Relativdrehimpuls

[:=yf X7 =7FXp (1.37)
Behauptung: Fiir Zentralkrafte ist ['eine Erhaltungsgrofle, d. h. zeit-
lich konstant.

Begrindung:



Die Bewegung verlauft in einer Ebene senkrecht zu festem l da
sowohl 7 als auch 7 senkrecht zu [ stehen (Kreuzprodukt).
Wahle Koordinatensystem mit

(=16, =1é,
und beschreibe Bewegung in der Ebene durch Polarkoordinaten
r = peos(¢) = &= pcos(d) — phsin(e),
y = psin(¢) = §=psin(d)+ pécos(@)
z = z=0.

Beachte: Eine weitere Bewegungsgleichung ist gelost.

[“Jbung 2

= pp{cos(¢)[psin(¢) + po cos(¢)] —sin(¢)[p cos(¢) — pdsin(¢)]}

— ,upQQ%[COSQ(Qb) + sin’(¢)]
= pup'e
=: [ = konst.

Einfache geometrische Deutung

dr'= égpde + é,dp

|dp]

pd¢ és

d¢

3 Y

28
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Flache des Dreiecks: % Grundseite mal Hohe, d. h.

1
dF = 2P pde

ist die Flache, die der Fahrstrahl 7 im Intervall d¢ tiberstreicht:

dF [
— = — = konst.
dt  2u

Zweites Kepler'sches Gesetz (1609), Flachensatz:

Der Radiusvektor (Fahrstrahl) von der Sonne zum
Planeten tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

Bemerkung: Gilt fiir jede Zentralkraft, aber nur im Zweiteil-
chensystem.

1.7.4 Differentialgleichung mit getrennten Verander-
lichen

Satz (ohne Beweis): Seien f und g stetig und g(yo) # 0. Das
Anfangswertproblem

Y= @) o) = u

besitzt genau eine Losung, die sich durch Auflosen von
v do z
[ = [ s
w 9W) S,
nach y ergibt.

Spezialfall: f(xz) =1, d. h. ¥ = g(y), wird durch

Y dy
/ y, =z — x (1.39)
v 9()

gelost.
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1.7.5 Losungsstrategie

Berechne

,’72 — a-72_i_y-2

= [pcos(¢) — pésin(p)]* + [psin(¢) + pé cos()]”
= cos’() — 2pp cos() sin(¢) + p*¢” sin*(¢)

+07 sin®(¢) + 2ppg sin(¢) cos(¢) + p¢” cos* ()
= "+ (pg)’

und setze zusammen mit Gl. (1.38) in Energiesatz (Kraft kon-
servativ) ein:

1 iR z=0 1 . y
—pr? +U(r) = zp(p*+p°¢°) + Ulp)

2 2
= = U
SHP + g + (pz
Ueff(p)
= F = konst. (1.40)

Interpretation: Energiesatz fiir 1-dim. Bewegung im Kraftfeld
mit einem effektiven Potenzial

l2
2102
4
Zentrifugalpotenzial

Ue(p) = U(p) +

Auflésen von (1.40) nach p liefert DGL:

p= T =21~ Ul (1.41)

Positives (negatives) Vorzeichen fiir Bereiche, in denen Radial-
abstand zunimmt (abnimmt).

Wende nun DGL-Satz, Gl. (1.39), an:
dp
V/2IE = Vet (0)]
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Integration (im Allg. numerisch) liefert ¢(p):

t—to:l:/ , t():t(p()).
Po \/ E Ueff
Umkehrfunktion ergibt p(t).
Aus GL (1.38) folgt DGL
- [
¢ =—. 1.42
pp? (142
Vorgehensweise wie oben:
[
d¢ = —dt.
j1p?

Setze Losung fiir p(t) ein und integriere:

b
(1) =¢o+/ ——dt’.

1 P2 (t)
Alternativ
! l d
dg = —dt = +— P
Hp Hp2  [2[E — Uet(p)]

Wende nun wieder DGL-Satz an:

A dp’
é = o + — | 1.43
A - al]

Fazit fir Relativbewegung:

1. Urspriinglich 3 DGLen 2. Ordnung fir p, ¢ und z, d. h. 6
Integrationskonstanten.

2. z(t) = 0 mit zwei Integrationskonstanten festgelegt durch
Richtung [ || é,.

3. Zwei Integrationskonstanten festgelegt durch [ = konst.
und F = konst..

4. Zwei ,freie” Integrationskonstanten py und ¢y.
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1.7.6 Qualitative Diskussion

Energiesatz
L.
E= §P2 +Uett (p)
N~
wichtig: immer > 0
mit

l2

U&KP)ZZLMP)+'2Mpy

Uerf
1000

500

| 0.050.1 Q:EEfEZP

~500
~1000
~1500

15 0.2

Uet(p) = —— + =5

et () p P
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1. Minimum Ueg o des effektiven Potentials aus

2. ' < Ueg verboten.

3. F = Ueff’oi
Spezialfall Kreisbahn, finite oder gebundene Bewegung.

4. F > Ueff’()I
Bestimmung von Umkehrpunkten tiber

Ueff(pz') = L.

(a) Finite oder gebundene Bewegung: Z. B. zwischen p;
und py aus Figur.

(b) Infinite Bewegung oder Streuung: Teilchen n&hern sich
einander aus dem Unendlichen bis Umkehrpunkt ps
aus Figur.

5. F = _ﬁUeff(P) = —Uk(p)ép.

Zum Zentrum hin: attraktiv; vom Zentrum weg: repulsiv.

e Ulz(p) > 0: Attraktives Potenzial.
e Uls(p) < 0: Repulsives Potenzial.

1.7.7 Explizite Losung fiir das Kepler-Problem
a .
U(p)=—— mit o= Gmims.

A. Spezialfall Kreisbahn

Gesucht pg, das U.g minimiert:

dUe (p) L 0
dp ’

42U, !

&Uetlp) !
dp?
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Losung (Ubung 3):
l2 2

=— FEy=Usgo=U. = ——. 1.44
Po MOZ’ 0 ff,0 H(PO) 92 ( )

B. Allgemeiner Fall

Verwende Gl. (1.43) mit positivem Vorzeichen (p lauft von klei-
neren zu grofferen Werten):

[dp
— o + P . (1.45)
po p’Q\/Q,LLE + 2ua ;,2
1
1. Substitution
l
u = pk du' = ——dp/, =

/ \/2,uE—|— Zpan g2

2. Quadratische Erganzung

B\’ B?
A—|—Bu’—u’2:—<u’——> + A+ —

2 4
mit 2,ua
A=2uF und B = 7
3. Substitution
vVV=u—-—=, d=d, =
I= —/U: a;iU_IUIQ mit a2:A—|—BZ2

4. Bronstein 164.

/

] v

[ = — arcsin | —
a
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5. (Bronstein 2.5.2.1.7.)

arcsin(z) = g — arccos(z), =

(% Vo
[ = arccos | — ) — arccos | — ) .
a a

6. Ruckwarts einsetzen

v _ ! <1_ﬂ)_1<£_1)
o« Jupsgg\r L) els

7. Fir GL (1.45) erhalten wir
¢ = ¢y — arccos (E) + arccos (2)
a

a
Wahle Bezugsrichtung fiir Winkel ¢ so, dass

¢y — arccos (E) =0
a
und damit |
cos(¢) = L <£ — 1)
a e\p
oder
L e cos(¢). (1.46)
P
C. Diskussion
Beachte Gl. (1.44)
l2
Bahnparameter: p = — = py, (1.47)
Jte
o 2E1?
Exzentrizitat: e = 4/1+ 5
Jite}
E
= 11— —. 1.48
B (1.48)

Gl. (1.46) beschreibt Kegelschnitte:
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a) E > 0:e>1,d. h. Hyperbel

b) E =0:e=1,d. h. Parabel

(c) By < E<0:0<e<1,d. h. Ellipse
(d) E = Ey: e =0, d. h. Kreisbahn

(
(

1. Kepler’sches Gesetz: Der Planet beschreibt eine Ellipse,
in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

(Ausfiihrliche) Diskussion fir Fall (c):

_ p
plo) = 1+ ecos(¢)
e Beispiel p =1 und e = 0.1:
0
1.1}
1.05
1 2 3 4 5 g Pt
0.95}
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e Spezielle Werte

¢ ‘ 0 |2« |£
po) |t |p |15 | P
Kleinster Abstand (Perihel der Bahn):
Punin = —
min 1 _|_ e )
groBter Abstand (Aphel):
__Db
pmax 1 _ e'

e Lange der Halbachsen

Ubung;
_ 1/ p p
a__2(1+e+1—e>
P
1—e?
84 .
= —3p mit Fy < E <0,
d. h. Lange der groflen Halbachse hangt nur von E ab.
bQ
p = —
a
= b \/ap P /
= ap = e = ——— |
P=ice 20(—E)
e Spezialfall Kreisbahn
b o ! )
a = = =
2(=E)  \/2u(-E)
oder
a? 12

i(—ER ~ wm(-B) ©
pa? = 2(-E) &
2
J1%e’
_F = B
202

konsistent mit Gl. (1.44).
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e Berechnung der Periodendauer T

F [
Kepler II: d— = —,
dt 21
T
F
F = / iy
o dt
[
= —T
20

= mab (Flache einer Ellipse)

= m\/paz.

3. Kepler’sches Gesetz (1615): Die Quadrate der Um-
laufzeiten verhalten sich wie die Kuben der groflen
Halbachsen.

Explizit

Kurze Diskussion fiir (a)

e Hyperbel fir £ > 0 mit e > 1, wobei p > 0 fiur a > 0
(Gravitation).

Bestimmung der Richtung der Asymptoten:

p
- — -
1+ ecos(9) >
1+ ecos(¢p) — O,
1
cos(Po) = —— < 1.
e

Minimaler Abstand (wenn Nenner am Grofiten wird,
d. h. fiir ¢ = 0):

p
+e

Pmin = 1
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./‘S

/7

Hyperbel (attraktiv)

e Abstoende Kraft (z. B. Bahn eines Alphateilchens im
Coulombfeld eines Atomkerns). Hier gilt immer £ > 0
und e > 1 mit p < 0, da a < 0.

||
ecos(¢p) = —1— —,
(¢) ;
1
cos(¢p) = —(—1—M> <0,
e
E,L
<0
d. h.
s 3
2 0y

Asymptoten aus

1 1
cos(p19) = - mit —1< - < 0.

Minimaler Abstand fur ¢ = =

i = —l—eccos(m)=—=1+e>0, = pun = L :
Pmin e—1
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1.8 Systeme von endlich vielen Teilchen
Betrachte n Teilchen {my, -+, m,} mit

1. inneren Zweikorperkraften [siehe Gl. (1.13)]

— —

Fij:_Fjia (2,]:1, , N, WObGlZ#]),

plus zusatzliche Annahme: Zentralkrafte

— —
=T L
Fij(7i,75) = Fij(rij)——=,  rij = i — 7],
ij

2. auleren Kraften F’i, 1=1,---,n.

= 3n Newton’sche Bewegungsgleichungen

mit; = F,+ Y Fj, i=1-n. (1.49)
j=1
j#i

Im Prinzip: F. = F’Z(Fz,ﬁ,t)
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1.8.1 Schwerpunktsatz
Ortsvektor R des Schwerpunkts der Massenpunkte

- 1 — .
R = M;mm, (1.50)

M

Z m;, Gesamtmasse des Systems.  (1.51)
i=1
Bilde Summe der Gleichungen aus Gl. (1.49):

—

Zn:mf — MR
=1

= ﬁz +Zzﬁzj

3

i=1 i=1 =1
J#1
0, da Terme sich gegenseitig wegheben, z. B. Fio+ Fy = 0, etc.
= F.
Sauber:
n n n n
Z Z F; = Z F;; (Rearrangieren der Summe)
i=1j= j=li=1
X P17 ]
n n
= — Z i (actio = reactio)
j=li=1
17
n n
= — Z Fi;  (Umbenennen der Indizes)
1=1 j=1
J#

1. Schwerpunktsatz: Der Schwerpunkt eines Systems bewegt
sich so, als ob die Masse in ihm vereinigt ist und als ob die
Summe der aufleren Krafte auf ihn wirkt.
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2. Innere Krafte sind ohne Einfluss auf die Bewegung des
Schwerpunkts.

3. Rechtfertigung fiir Idealisierung tatsachlicher Korper als
Massenpunkte.

4. Fir ein abgeschlossenes System, d. h. F; = 0, gilt der
Impulssatz

P = Mﬁ = konst.

und der Schwerpunktsatz

1.8.2 Drehimpulssatz

Die zeitliche Anderung des gesamten Drehimpulses ist gleich
dem Drehmoment der aufleren Krafte.
Definition fiir gesamten Drehimpuls:

n n
L:=> m(fixr)=Y L (1.52)
i=1 i=1
Fir festes ¢ gilt
d - L5 o o
alz = m;r; Xr;,+m;r; Xr;
0
R 7 x (7= )
= 7°i><Fi‘|‘ZFij(rz'j) Z :
: Tij
i =1 . ~ v
J#i X7
T

Betrachte Summe iiber alle ¢: Beitrage von inneren Kraften
heben sich wegen der Antisymmetrie des Kreuzproduktes weg.
=

AL . = .
Ezg:vnz-xl«}: M . (1.53)
=1 Drehmoment
Fiir ein abgeschlossenes System gilt:
L = konst. (1.54)
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1.8.3 Energiesatz

Die zeitliche Anderung der gesamten inneren Energie ist gleich
der Leistung der aufleren Krafte:

d .
dt( + ) ;r

Jw:iﬂ:iwﬁ
1=1 1=1
U

— U(Fla e 7Fn)
=) D> Uylry),
i=1 j=i+1

mit dem-‘Potenzial Ui;j der Zentralkraft ﬁw
Beweis: Ubung

Fir ein abgeschlossenes System gilt:

E =T + U = konst. (1.55)
1.8.4 Erhaltungsgroflen fiir abgeschlossene n-Teilchen-
systeme

Fir ein abgeschlossenes n-Teilchensystem gibt es 10 Integrati-
onskonstanten oder Erhaltungsgrofien:

{R(0), P, L, E}.

Kein Zufall: Konsequenz des Noether-Theorems.

Zusammenhang: 10 Parameter der eigentlichen, orthochronen
Galilei-Gruppe <> 10 Erhaltungsgrofien.
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Kapitel 2

Prinzipien der kanonischen
Mechanik

e Ziel: Mathematische Beschreibung, die sich in der Physik
weit iber die Mechanik hinaus als tragfahig erweist.

2.1 Zwangsbedingungen und verallgemeiner-
te Koordinaten

Zwangsbedingungen (ZB): Teilchen eines mechanischen Systems
unterliegen gewissen Nebenbedingungen (geometrischer Art).

Betrachte n-Teilchensystem (n > 1).

1. Ohne ZB: 3n unabhangige Koordinaten, z. B. x1, 91, 21, - -,

Ty Yny Zn-
Sprechweise: Das System besitzt f = 3n Freiheitsgrade.

2. Unter holonomen (,,ganzgesetzlichen“) ZB versteht man
unabhangige Gleichungen der Form

M, i) =0, A=1,2--- r < 3n. (2.1)

Explizit zeitabhangig: rheonom;
nicht explizit zeitabhangig: skleronom.

3. Anzahl der Freiheitsgrade: f = 3n — r.
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4. Beispiel: Dreiteilchensystem mit starren Abstanden a;,

fi = |ra—r3] —a; =0,
fo = |35 =71 —as =0,
fs = |rf1i— 1 —a3=0.

f=9-3=6.
5. Nichtholonome ZB: Z. B. Ungleichungen wie 77 < R?
(Gasmolekiile in einer Glashohlkugel).
In dieser Vorlesung: Nur holonome ZB.

Zwangskrafte (ZK) sorgen fiir Einhaltung der Nebenbedingun-
gen.

Generalisierte oder verallgemeinerte Koordinaten sind (geschick-
te) Koordinaten, die die ZB bereits beriicksichtigen.
Gegeben: r holonome ZB, f = 3n — r:

{7?1,"‘,7?”} — {qla"'aq,f}a
1 = xl(qla"'aqfat)a

Zn = Zn(qu, - ,qy,t).
Hinweis: Wir erlauben eine explizite Zeitabhangigkeit, um be-
wegte Koordinatensysteme zuzulassen.
Beispiele
1. Teilchen auf einer Kugeloberflache mit festem Radius R >
0:
ZB: 2’4+ y*+ 22— R*=0.
Ubergang zu Kugelkoordinaten (an Geometrie des Pro-
blems angepasst):

{z,y,2} = {r,0, ¢},

Zwangsbedingung: r = R,

Generalisierte Koordinaten: {¢; = 0, ¢2 = ¢},
z = Rsin(f) cos(¢),

y = Rsin(0) sin(¢),

z = Rcos(0).
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2. Hantel mit fester Lange a > 0:
ZB: (z1—22)* 4+ (y1 —12)* + (21 — 22)® — a®> = 0.

5 Freiheitsgrade.

, Geschickte“ Wahl: Schwerpunkt R und 2 Winkel fiir Ori-
entierung der Achse (berticksichtigt Symmetrie bzgl. Dre-
hung um Hantelachse).

3. Starrer Korper mit mehr als 2 Massenpunkten (die nicht
auf einer Achse liegen):
6 generalisierte Koordinaten: Schwerpunkt R plus 3 Win-
kel, die Orientierung im Raum festlegen.

Konfigurationsraum (KR): {(q1, -, ¢s)}-

Dynamisches System: Kurve im KR.

Ein Punkt im KR beschreibt einen méglichen Zustand (Konfi-
guration) des Systems.

Der KR ist nicht notwendigerweise ein Vektorraum.

Strategie
1. Bestimmung der Anzahl f der Freiheitsgrade.

2. Geschickte Wahl der generalisierten Koordinaten (Geome-
trie, Symmetrie).

3. Methode zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen fiir
die generalisierten Koordinaten.

2.2 D’Alembert’sches Prinzip

Gegeben: n Teilchen mit Massen {m;} und Koordinaten {7;},
¢t =1,---,n, mit r holonomen ZB

f/\(Fla"' 7Fnat) :07 )‘: 17 y T

2.2.1 Virtuelle Verriickungen und Prinzip der virtu-
ellen Arbeit

Eine virtuelle Verriickung {47} des Systems = beliebige, infi-
nitesimale Anderung der Koordinaten bei fester Zeit, die mit
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den ZB vertraglich ist.
Anzahl der unabhangigen Verriickungen = f.

Unterscheidung:

e Virtuelle Verriickung {07;} ist ein gedankliches Konstrukt,
wird bei festgehaltenem ¢ durchgefiihrt.

e Reelle Verriickung {dr;} entsteht durch tatséchliche Be-
wegung im Zeitintervall dt.

Konzept von ZK: Simuliere Nebenbedingungen durch ZK Z,
auf Teilchen 7,2 =1,--- ,n.

(Plausibles, nicht aus N1 - N3 ableitbares) Postulat fiir ZK:

> Z o =0. (2.2)
=1

Prinzip der virtuellen Arbeit der Zwangskrafte, D’ Alembert’sches
Prinzip

Vorsicht: Da die n §7; nicht unabhangig sind, gilt i. Allg. nicht
Z; - 87 = 0.

2.2.2 Statischer Fall

Statischer Fall oder Gleichgewicht := Gesamtkraft auf jedes
einzelne Teilchen verschwindet:

Fo o= K,
-~ -
Gesamtkraft wirkliche, dynamische Kraft
+ Z; (2.3)
—~~
i. Allg. unbekannte ZK
=0, i=1,---,n. (2.4)
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U

n n

ZF;&FZ = Z(I?+ZZ)57:;

1=1 1=1

~

= K;- 6%+ Z; - o7
1 1=1

1=

0
= 0.
Prinzip der virtuellen Arbeit (PVA)
oW =>K;- 67 =0. (2.5)
i=1

Beachte: §7; mit ZB vertréglich, i. Allg. nicht unabhangig. Des-
halb: Summanden diirfen nicht einzeln Null gesetzt werden.

e Frage: Existiert eine Formulierung

f
SW =Y 6W; =0,
j=1
in der die einzelnen Summanden verschwinden?
Ubergang zu unabhangigen verallgemeinerten Koordinaten
m=ri(q, - ,q5t), i=1,---,n. (2.6)

Virtuelle Verriickungen

Beachte: Da t fest, keine dt-Terme.
Einsetzen in Gl (2.5) liefert

n f -

— 8TZ'
oW = E K; - 8q-5%
i=1 j=1 1

=1 \i=1 9g;
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Definition verallgemeinerte Krafte:

—~ = OF
=1

dq; in Gl. (2.7) unabhéingig =
@; = 0 im Gleichgewicht, j=1,---,f.

Spezialfall konservative Krafte:

mit
V(qh e 7qf) — U(ﬂfl(Ql, U aqf)a U ;Zn(qla e 7qf)) (211)

oder symbolisch V(q) = U(z(q)).

Gleichgewichtsbedingung fir konservative Krafte

Potenzial V(q1,--- ,qs) hat Extremum (Minimum fiir stabiles
Gleichgewicht)
oV
a. 0; J = 17 ) af)
8qj
f 2
0V
Z Xixe = 0V (xa,- -, xg)-
et 9q;0qy

(Verallgemeinerung des eindimensionalen Falls f'(z7) = 0 und
f”(af()) > 0)
2.2.3 Beispiel fur statischen Fall

Stab OB, der im Punkt O drehbar gelagert ist (Scharnier).
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K,
5¢ 4
O B x

K
a = OA,
b = OB,

K, = —Kié,

Ky, = Ky,

3 ZB:
x%+y%—a2 = 07

x%+y%_62 = 07
(g —21)° + (2 —v1)* — (b—a)* = 0.

Wie miissen K7 und K5 verkniipft sein, damit Stab sein Gleich-
gewicht in waagrechter Lage hat?

Wende PVA [GL (2.5)] an:

K- 07 + Ky - 67, = —Kié, - 07 + Kyé, - 67
= —Ki0y1(A) + Kady2(B)
= 0.
” bur (4)
Y1 a
Ky = Ky =-K
2 5y2(B) 1 1



Mit Hilfe der verallgemeinerten Koordinate ¢ = ¢:

r1 = acos(d),
y1 = asin(¢),
o = bcos(d),
yo = bsin(¢).

PVA (fiir beliebiges ¢):

SW = Ki- 67+ Ky - 07
—Kiacos(¢)dp + Kabcos(¢p)dep
= [—Kiacos(¢) + Kobcos(¢)]d¢

Verallg.vKraft Q

=

a
K2 — ZKl

uiberall, aufler ¢ = 90° und ¢ = 270°.

2.2.4 Dynamischer Fall

F—p =0 =
(Fi—pi) 67 = 0 =
Y (Fi—p)-om = 0

Postulat fiir ZK [siehe Gl. (2.2)]:

izﬂ- .67 = 0.
1=1

= d’Alembert’sche Gleichungen

> (K —pj) - 67 = 0. (2.12)

1=1

Wie oben: Nur die Summe verschwindet, nicht notwendiger-
weise die einzelnen Summanden, da die n §7; nicht unabhéngig
sind.
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2.2.5 Die Lagrange-Gleichungen 2. Art
Gegeben: r holonome ZB, f = 3n—r generalisierte Koordinaten
ﬁ:ﬁ(QIaaqﬁt)a Z:1,,n (213)

e Gesucht: Bewegungsgleichungen fiir verallgemeinerte Ko-
ordinaten.

Einfaches zweidimensionales Beispiel fir 7= (z,y) mit

z = pcos(e),
y = psin(e).

1 zeitabhangige holonome ZB:
2? +y? = R*(t) mit R(t) = Ry + Rot, Ry >0, Ry fest.
= f =2 — 1 =1 generalisierte Koordinate ¢ = ¢:

v = z(p,1)
y = y(o,t)

R(t) cos(¢) = (Ro + Rot) cos(¢),
R(t)sin(¢).

Virtuelle Verriickungen (bei festem ¢)

(97“Z ,
or; = Zaq] , =1,---,n.

Sr = —R(t)sin($)5
dy = R(t)cos(¢)dg.

1. Summe in Gl. (2.12) wie oben:

n S
Y Ko7 = Qjiq;
i=1 =1
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mit den verallgemeinerten Kraften aus Gl. (2.8) (hier aber nicht
im Gleichgewicht)

n . 87:; ‘
i=1

Neu ist die 2. Summe:

n
> 50T = Y myr; - 07
i=1 j

i=1 =1 0,
f n -
. OF,
- Z (Z m;T; 87’ ) 0g;
j=1 \i=1

Wir wollen eine Zeitableitung von 7, entfernen.
Verwende dazu fg = d(fg)/dt — fg:

. OF d(; 8&) ;  dor
i O

”'aqj:E dq; _”Ea_qj‘

(2.14)

Berechne

— f — —

o dr; or; or;
Gi=7i=——=> 74+ 2.15
YT T AT g AT (2.15)

. [0z 8:): 83/

— (—R(t) sin(¢)d + Ry cos(¢), R(t) cos(¢)d + Ry Sin(¢)) :

Beachte: £ und y hangen von ¢, ¢ und ¢ ab.

Wegen Gl. (2.15) gilt 1. Hilfsformel:

or,  OF;
(9qu 8qj'

(2.16)
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or : o
55 (—R(t) sin(¢), R(t) cos(¢)) = ¢

2. Hilfsformel:

(2.17)

Denn

d or; ii@' 007

dtdq; — £ 9q.0q;" " 9t dg,
s T ok oo
“— \0q; Oqi ! 9t 9q;
Beachte: idk: .
dg;
i 9 (aﬁ-q> 0 or;
= a k ot
k=1 dg; \ Ogp, 9t 04;
22 9; \ g ™) " 9g; ot
f N —
0 (97“2' . (97“2
~ Og; (; an% 8t>
_ 94,
- Ogjdt’
_ 95
an' '
J .
= —7T;
dg;



d [0x Oy
i (5 5%)

= S (- R()sin(6), (1) cos(s))

= (~Rosin(¢) — R(t) cos(é)d, Bocos(9) — R(t)sin(6)9)
g ,. .
%($7y)

— (—R(t) cos(¢)¢ — Rosin(¢), —R(t) sin(¢)¢ + Ro cos(qﬁ)) '

Verwende Gl. (2.16) im ersten Summanden von Gl. (2.14) und
Gl (2.17) im zweiten:

d (. or\ - or
“ e = — /ri._- _/ri.__
dt an' an'

Damit erhalten wir fiir die Summe

n

S iy 02 i[mi (g. 3“72')_m.g. @]
- il aqj Q¢ 1 aqj 1Uq aqj .

1=1

Der Ausdruck hat die Struktur

mit x gleich ¢ oder q.

Endresultat fiir 2. Summe:

En:ﬁz..(sﬁ.:

1=1
f d 0 - m; 0 - m; _,
il (53] (55 o

Kombiniere nun beide Summen. Beachte, dass die f dg; nun
unabhangig sind, d. h. jeder einzelne Summand verschwindet.
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Definiere

=1 2
=
d (0T oT
— (=) - == —0. i =1.---_f. 2.19

Beachte: T' muss auf Variablen ¢; und ¢; umgerechnet werden.
Auch Gl (2.19) werden als d’Alembert’sche Gleichungen be-
zeichnet.

e [: Enthalt Gl. (2.19) als Spezialfall N27
e A: Ja, denn:
Schalte ZB ab:
q; — Ti,
Qj — K;.
Kinetische Energie aus Gl. (2.18):
oT

or;
d oT
dt or;
oT
or,

=

—

mit; = K;, i=1---,n. #
Annahme: K’Z sind Potenzialkrafte
K; = -V,U.

Dann sind die verallgemeinerten Krafte ); ableitbar aus einem
Potenzial V (q) [siehe Gl. (2.11)].

Definition: Lagrange-Funktion
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q und ¢ stehen kollektiv fiir (gi,---,qs) und (¢1,- - ,qys). Ver-
wende nun

daL d o

2%, = =7
dt 3(1]' dt8q'j ’
_8_L B oT 4 oV
dq;  dq;  Oq;
qj a; q;

_Qj

Addiere beide Gleichungen und verwende Gl. (2.19) =
Lagrange’sche Gleichungen (der 2. Art):

———— —— =0, j=1,---,f. (2.21)

Bemerkung: Die d’Alembert’schen Gleichungen (2.19) sind et-
was allgemeiner, da sie nicht von Potenzialkraften ausgehen.

2.2.6 Beispiele: Lagrange-Funktion und -Gleichungen

Allgemeine Strategie

1.

Analysiere Geometrie des Problems und identifiziere Zwangs-
bedingungen (Skizze).

Fiihre f geeignete generalisierte Koordinaten ¢ = (q1,- - - , q)
ein.

Formuliere Lagrange-Funktion

Bestimme Bewegungsgleichungen

Lose Bewegungsgleichungen (unter Umstdnden numerisch).
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Atwood’sche Maschine

o M2

A infinitesimal kleine Rolle

Lange des Fadens: [

Dynamische Krafte
K; = migé,, i=1,2.
Potenzial
U(z1,x2) = —migry — magry (+konst.).

ZB
I + T9 = l.

Generalisierte Koordinate

r = 2T.
Damit gilt

T1 =2 = —x9.
Aufstellen der Lagrange-Funktion
1

T = §(m1 + mg)ab2,
V = —migr —mag(l — ),
L =T-V
— %(ml + mg)jcQ + migx + mag(l — z).
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Zwischenrechnung

oL (M1 + m)i
— = (mi+mo)z
94 1 2)4,
doL (my + my)i
dtor e
oL
— = myg — mag.
Oz 19 29
= Bewegungsgleichung
.My —my
r=—g.
mi + Mgy

Insbesondere ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung:
mp = meo.
Teilchen der Masse m auf einer Kugelschale im Schwerefeld
Dynamische Kraft
K= (0,0, —mg).

7B
|7 = R.

Generalisierte Koordinaten

q1:97
@ = ¢

r = Rsin(6)cos(¢),
y = Rsin(f)sin(¢),
z = Rcos(6).

Wie lauten die verallgemeinerten Krafte?

or or
3—;1 - 8_2 = (Rcos(8) cos(¢), R cos(8) sin(¢), —Rsin(8)),
(g—; — g—; = (—Rsin(0) sin(¢), Rsin(f) cos(¢), 0).
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. Or
— K- 2 — mgRsin(8
Q1 o mgR sin(6),
L Or
- .2y
Q2 90

Aufstellen der Lagrange-Funktion
U(z,y,2) = mgz +mgR.

Willkiirliche Konstante ist so gewahlt, dass Potenzial am Boden
der Kugelschale verschwindet.

V(6,¢) = mgR (cos(f) + 1) .

Kinetische Energie (verwende Ubung 2, Aufgabe 2. (a) mit r =
R und 7 = 0)

T = %RQ <92 + sin2(0)q'b2> .
Lagrange-Funktion

L=T-V= %RQ (é2 + sin2(9)¢;2) — mgR(cos(d) + 1).

Zwischenrechnungen

8—[./ — mR?,
06

i@_L = mRQé,

dt 96
8—[./ = mR?sin’(6)4,
0¢
8[/ 2 . 92 .
20 = mR* sin(6) cos(0)¢p” + mgR sin(6),
oL
e}
0¢

Bewegungsgleichungen
mR* — mR?sin() cos()¢* — mgRsin(6) = 0
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oder ) '
6 — (cos(9)¢2 + %) sin(f) = 0.
AuBerdem 1
da 2 - 200\ 3
” (mR sin (H)qb) 0,
d. h. ‘
mR?sin?(6)¢ = konst.

Hierbei handelt es sich aber gerade um die z-Komponente des
Drehimpulses (Nachrechnen!).

I, = (xp),
= m(zy — y7)
- m (R sin(6) cos(¢) R[cos(#)8 sin(¢) + sin() cos(¢) )
— Rsin(8) sin(¢) R[cos(6)8 cos(¢) — sin(6) sin(é)é])
= mR*[sin*(f )cos (¢) + sin?(8) sin2(¢)]$
= mR*sin®(0)¢.

Diese ist also eine Erhaltungsgrofie.

2.3 Funktionale, Variationsrechnung und Ha-
milton’sches Prinzip

Betrachte Gl. (2.5) (PVA) und Gl. (2.12) (d’Alembert’sche GL.):

Stabilitat gegen kleine Verriickungen der Positionen (im stati-
schen Fall) bzw. der Bahnen (im dynamischen Fall) zeichnet
den physikalisch realisierten Zustand aus.

Frage: Existiert ein Zusammenhang zwischen Stabilitat und ei-
nem Extremalprinzip? Genauer: Lasst sich einem mechanischen
System ein Funktional zuordnen dergestalt, dass die angenom-
mene Bahn sich dadurch auszeichnet, dass sie das Funktional
zum Extremum macht?

Antwort: Jal Wirkung S = [ Ldt.
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Sensationell erfolgreiches Konzept mit weiteren Anwendungen
in Feldtheorien, quantisierten und relativistischen Theorien.

e Motto: Keine Angst vor Funktionalen und Variationsrech-
nung!
2.3.1 Funktional

Es sei F ein Funktionenraum, z. B. die Menge aller unendlich

oft differenzierbaren Funktionen von R"™ nach R. Ein Funktio-
nal F' ist eine Abbildung von F nach R oder C, d. h.

(komplette) Funktion f + reelle oder komplexe Zahl F[f].

Typisches Beispiel: Integral der Form

FIf] = / d"z g(f (z))

mit ¢ integrierbarer C*°(R, R)-Funktion.

1. Haufig werden die Argumente von Funktionalen in eckige
Klammern geschrieben, um sie von normalen Funktionen
zu unterscheiden.

2. Funktionale konnen auch von mehreren Funktionen ab-

hangen: F[f1,--- , fi]-

2.3.2 Variationsrechnung

Beispiel: Benzinverbrauch fir eine Route von A nach B als
Funktion der gewahlten Strecke, der Geschwindigkeit und der
(Tages-) Zeit. Aufgabe: Minimieren Sie den Benzinverbrauch
mit der Randbedingung, dass Sie zur Zeit #; in A starten und
zur Zeit t5 in B ankommen wollen.

Typische Aufgabe der Variationsrechnung: Bestimmung von
Extrema von Funktionalen.
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Suggestives Beispiel (Aufgabe von Lagrange).
Gegeben sei

d
/ fly y2)dr mit ¢ = dzx/' (2.22)

Gesucht: Funktion y mit vorgegebenen y(z1) = y; und y(z2) =
Yo, fur die I ein Extremum annimmt.

Frage: Angenommen eine solche Funktion existiert, welche Be-
dingung muss sie erfillen?
Definiere Vergleichskurven

ye(x) :=y(z) + eh(z) (2.23)
mit h(z1) = h(zs) = 0. Es gilt

Iy] = J(e) = / f(y +eh,y' +eh', x)dx.
y ist Losung, wenn die so genannte Variation verschwindet:
61 := J'(0) = 0. (2.24)

Betrachte Taylor-Reihe in €

160 = [ st + (Gheh+ ghett) + 0] o

Gl (2.24) =

_ 3f 3f
0 = /a:1 <8y + 83/’ )dx

~——
af 2 00f d Jf
= — — —— | hd
8y " +/x1 (83/ dx@y’)
————

0, da h(z1) = h(z9) =0

fur beliebiges h, das obige Randbedingungen erfillt.
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Fundamentallemma der Variationsrechnung (Mathematik):

Wenn das Integral f;f h(z)g(z)dz gleich null ist fiir beliebige
stetige Funktionen h(z) mit stetiger Ableitung und h(zy) =
h(z9) = 0, dann gilt g(z) = 0 in [z1, 23]

Anwendung auf Gl. (2.25) =

- __— ) . (2.26)

Gl. (2.26) ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass eine Funk-
tion y die Extremalaufgabe l0st.

Grundsatzlich: Existenz der Losung einer gegebenen Aufgabe
in der Variationsrechnung bedarf noch eines besonderen Bewei-
ses.

2.3.3 Hamilton’sches Prinzip der minimalen Wirkung

Postulat: Gegeben sei ein mechanisches System mit f Freiheits-
graden ¢ = (q1, - - - , ¢s) und Lagrange-Funktion L(g, ¢, t). Es sei
o(t) = (p1(t), -+ ,ps(t)), t1 <t < ty, eine physikalische Bahn-
kurve mit p(t1) = ¢1 und @(t2) = ps.

Die Bahnkurve macht das Wirkungsfunktional

Sl = [ Llato),i(0,1)a (2.27)

t1

extremal.

2.4 Lagrange-Funktion und Euler-Lagrange-
Gleichungen

Notwendige Vorraussetzung fiir Extremalitdat von S[q] sind die
Euler-Lagrange-Gleichungen:

AOL 0L g =11 (2.28)




Beweis wie in Abschnitt 2.3.2 mit den Ersetzungen:

I — S,
y = q=(q, - ,4q),
Yy = 4= (q41, -, 4qr),
r — t,
f = L
Yye=y+eh — qi+e€hj, j=1,---f,
J(e) — J(er, -+ ,€5),
J'(0)=0 — aJ(O""’O):(), j=1,-,f.

an

= f Euler-Lagrange-Gleichungen aus Gl. (2.28).

f DGLen 2. Ordnung fir die Koordinaten gq.

Loésung wird durch 2 f Anfangsbedingungen, z. B. ¢(0) und ¢(0)
festgelegt.

2.4.1 Beispiel Lorentz-Kraft

Auf ein Teilchen mit Masse m und Ladung ¢ in einem elektri-
schen und magnetischen Feld wirke die Lorentz-Kraft:

mr = qE(F,t) + = 7 x B(F,1). (2.29)

eNls

Vorgriff: E und B lassen sich mit Hilfe eines skalaren Potenzials
® und eines Vektorpotenzials A ausdriicken,

7 1) = —VO(Ft) — ——A(7 ¢

(70) =~V - -2 A1),

(r,t) = V xA(rt).

tor

Postulat: Die zu Gl. (2.29) gehorige Lagrange-Funktion lautet

m -

L(7,7,t) = 7?2 — q®(7,t) + ~7- A(F t). (2.30)

NS

Begrindung:
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Schreibe 7 = (z1, z9, x3). Zwischenrechnungen:

8‘L = mii+ LA,
0x; C
doL . q0A;, qO0A;
dtoz e, T da
oL 0 q. 0A;
8:):2- N _qa_xi + Exj 8:1:2 ‘

= Bewegungsgleichung
_quz’_ 8(13 q ( 8AJ 8142)

M= N E 8t q8$L+E i 8$Z a al’jx]
gL (#x B); ?
B = VxA,
FxB = Fx(VxA),
(?X E)Z = eijkdvak
0

— 1) m ' _Am
€ijk €kl iy 8$l

0it0jm — Oim0ji

. 0A; . 04

TjiQ— — T .
]8$Z' Jaxj

#

Nebenrechnung zum Epsilontensor:
€ijk €klm = €kij €kim
= ékéz Xéjék-élXém.
Beachte nun

J-b:albl+agbg+a363:ék-&'gk-b.

= éz X éj . él X ém
Lagrange’sche Identitat

~ ~ ~

ei-eléj-ém—éi-éméj-el

= 5i15jm - 5im5jl-
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Beispiel konstantes elektrisches Feld E = FEyé,.
Anfangsbedingungen 7(0) = 0, 7(0) = 0.

7= LEe =
m

i = 0,

y = 0,

s = 1p,
m

Allgemeine Losung
z(t) = mo+ Tot,
y(t) = yo+ ot
At) = 2+ st + %%EotQ.

Anfangsbedingungen =

2.4.2 Nicht-Eindeutigkeit der Lagrange-Funktion

1. Multiplikation der Lagrange-Funktion mit einer beliebigen
reellen Zahl ungleich null fithrt zu denselben Bewegungs-
gleichungen.

2. Die Lagrange-Funktion ist nur bis auf eine totale zeitliche
Ableitung einer Funktion der verallgemeinerten Koordina-
ten und der Zeit festgelegt, d. h.

: , d
L'(4:4,1) = L(4:4,1) + (9, 1) (2.31)
liefert dieselben Euler-Lagrange-Gleichungen.
Begrindung:

Betrachte Beitrag von df(q,t)/dt zur Variation der Wirkung
(zur Vereinfachung betrachten wir nur eine generalisierte Ko-
ordinate, Verallgemeinerung wie in Abschnitt 2.4):

to
/ dti f(q+eh,t)
t dt S———
fg,t) + ehgl(q,t) + O()
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d g of
el = L (5e0)
of, .|"
= h—(q,t
aq(q )tl
= 0, da h(tl) = h(tg) = 0.
Bemerkung;:

Der Ubergang von L nach L' in G1. (2.31) heisst auch Eichtrans-
formation an der Lagrange-Funktion.

2.4.3 Beispiel

Eine so genannte Eichtransformation der elektromagnetischen
Potenziale
10x(Z,t)
Q(Z,t) — P'(Z,t) =9(Z,t) — ——
@1) = (@0 = 8@ - -
A(Z,t) — A% t) = A(Z,t) + Vx(Z,1)

mittels einer stetig differenzierbaren reellwertigen Funktion yx
lasst elektrisches und magnetisches Feld unverandert:

B = VxA,
B = VxA
= VxA+V xVy
N———
0
— B,
E = —ﬁ@—lg,
c Ot
a - 19A
El/ — l__
c Ot
— — 18X 18—»
= F-V|[—F ) ——-—
<08t> cot ' X
0
— E.
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Damit gilt fiir die Lagrange-Funktion aus Gl. (2.30)

L'(7F7t) = —F? - q®' (7,

2.4.4 Lagrange-Gleichungen mit Nebenbedingungen in
Gleichungsform

Methode zur Beriicksichtigung von Zwangsbedingungen, wenn
diese so kompliziert sind, dass sich die uberfliisssigen Freiheits-
grade nicht explizit eliminieren lassen.

(Sehr) Einfaches Beispiel

Y

Gesamtkraft = Dynamische Kraft 4+ Zwangskraft
= K+ 2,

= mgé,, U = —mgz.

NS

Gesucht: Losung der Bewegungsgleichungen fiir Anfangswerte

z(0) = y(0) =0,
#(0) = ¢(0) = 0.
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Direkte Elimination

y = cot(a)z,
y = cot(a).

Lagrange-Funktion fiir generalisierte Koordinate x
1 1
L(z,%) = §m[:if2—i—cot2(a)gb2]—|—mgx = §m[1—i—cot2(a)]jf2—|—mga:.

Euler-Lagrange-Gleichung

g

—_— = 1 2 .
1 + cot?(a) sin*(a)g

m[l 4+ cot?(a)]i—mg =0 oder #=
Allgemeine Losung;:
1
z(t) = 3 sin?(a)gt* + ot + xo.

Losung fur obige Anfangswerte

1
z(t) = 3 sin®(a) gt?.
1 . 9
y(t) = cot(a)z(t) = ism(a) cos(a)gt”.
Bestimmung der Zwangskrafte
mi = msin®(a)g = m[l — cos*(a)lg = K, + Z,,
= Z, = — cos*(a)myg,

my = msin(a)cos(a)g = Z,.

Losung mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators

Fiihre neue Lagrange-Funktion ein

~ .. m.. m.
L(xa Y, T, y) = ExQ + 53/2 + mgx + )‘(t)[y o COt(a)x]'

A(t): (zundchst unbekannter) Lagrange-Multiplikator.
Aufgabe: Bestimme z, y und A so, dass Nebenbedingung und
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Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt werden.
Beachte: Unabhangige Variation in x und y.

Euler-Lagrange-Gleichungen
mi —mg + Acot(a) = O,
my—A = 0
Integration (y(0) = 0 = y(0)) liefert

my(t) = / dt' A (),

0

my(t) = /0 dt’ /0 dt"\(t")

1
mz(t) = ~mgt? — cot(a dt' dt”)\ t").
2 0

0

Analog

Neben- oder Zwangsbedingung;:
mly — cot(a)z] = 0.

Einsetzen

tl
1—i—cot2 /dt/ dt"A(t") cot( ymgt* =0
sin~

oder . y ,

/0 dt'/0 dt"\(t") = §sin(a) cos(a)mgt?.
Zweimal bzgl. t differenzieren =

A(t) = sin(«) cos(a)myg.

Der Rest wie oben.
Verallgemeinerung
Betrachte » Nebenbedingungen

fe(f, o mt) =0 (k=1,---,r < 3n).
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Arbeite mit der Lagrange-Funktion

r

f/ — L(Fh e 7/’?1177.?17 e 7/’.?71715) + Z)\k(t)fk(Fh T 7Fn’t)'
k=1

(2.32)

Dann weiter wie oben.

Auch andere Nebenbedingungen behandelbar:

1.
to . .
fk("?la"' 77?1177?17"' 7Fn7t)dt:0 (kzl’ ,’I”<3’I’L>,
4
1 - ,rl - -
LZL_FZ)‘/ka(Fla 7771177?17"' 7Fn7t>'
k=1
2.

fk(/’?la"'aFn;,'%)la"'ali%’ﬂat):O (k:l’---,’l“<3n),

z = L+ Z)\k(t)fk(,'?l) U aFna/’%’h Tt a,'.?nat)'
k=1

3. ,,Gemischte“ Falle.

Physikalische Interpretation der Lagrange-Multiplikatoren

Gegeben: n-Teilchensystem mit Nebenbedingung
f(r, -+, t) = 0.
Betrachte zunachst nur den statischen Fall:
L=-V, L=-V4\f
Variation (unter dem Integral) fithrt auf
—0V+Xf=0
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oder

5(=V 4+ Af) = 0.

Interpretiere —\f als potenzielle Energie der Zwangskrafte:

Vy = =)\f,
Zz _62'VZ

0
= AV.f.

Gilt nicht nur im Gleichgewicht sondern auch im dynamischen
Fall.
Fir obiges Beispiel:

A = sin(«) cos(a)myg,
f - [ o COt(a)x]a
Z, = sin(a)cos(a)mg[— cot(a)] = — cos®(a)my,

(@)
Z, = sin(a) cos(a)myg.

Lasst sich auch auf mehrere Nebenbedingungen verallgemei-
nern.

2.5 Symmetrien und Erhaltungssatze

Zitat aus dem Antrag fur ein Graduiertenkolleg Symmetrie-
brechung in fundamentalen Wechseluirkugen

Das Wirken von Symmetrien in den Naturgesetzen ist
eine der Schliisselideen der modernen Physik und be-
sitzt eine herausragende Bedeutung fiir das Verstand-
nis der Struktur der Materie. Das Studium fundamen-
taler Symmetrien und ihrer Brechung bildet daher das
Leitthema des beantragten Graduiertenkollegs.
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2.5.1 Verallgemeinerter Impuls
Gegeben sei eine Lagrange-Funktion
L( qi,- -, 4qf ) q17"',Qf 7t)
S———r S———r
verallg. Koord. verallg. Geschwindigk.

Definition des verallgemeinerten Impulses (zu ¢; kanonisch kon-
jugierten Impulses, oder einfach kanonischen Impulses):

oL
C= —— =1, ) 2.33
Beispiele:
1. Freies Teilchen
1 - oL )
L:§mr2, pj:a_q'nj:mrj’

d. h. fiir ein freies Teilchen: Kanonischer Impuls = gewohn-
licher (oder kinematischer) Impuls.

2. Ebenes Pendel aus Ubung 5, Aufgabe 2

. : 0L :
L($:9) = Z06 + mglleos() = 1), py = 57 = mi’%.

Zu ¢ kanonisch konjugierter Impuls = Drehimpuls.

3. Geladenes Teilchen in elektromagnetischem Potenzial

L7 71) = %?Q—qcp(m) + 97 A7),
C
oL q
i L L A(R ..
D; o7 mr]—l—c i(7t) # mrj,

d. h. kanonischer Impuls # kinematischer Impuls.

2.5.2 Zyklische Koordinate

Falls eine verallgemeinerte Koordinate g; nicht explizit in der
Lagrange-Funktion vorkommt (wohl aber die verallgemeinerte
Geschwindigkeit ¢;),
oL
—— =0,
8qj
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nennt man diese Koordinate zyklisch. Der dazu konjugierte Im-
puls p; ist fur Losungen der Bewegungsgleichung eine Erhal-
tungsgrofe:

d oL _ oL 0 = konst
dtpj dt (‘)qj an' Pi
Beispiele

1. Freies Teilchen

oL
8_1"j =0 = p;=konst.

Impulserhaltung

2. Zweikorpersystem mit Zentralkraft

Lagrange-Funktion fiir Relativbewegung
L= —v(m).
2
Kugelkoordinaten
L= g <'2 + 1262 4 12 sin2(9)$2> —V(r).
= ¢ ist zyklische Koordinate,
P = pr’ sin?()¢ ist Erhaltungsgrose.

Py = L, ist z-Komponente des Relativdrehimpulses.

Beachte: Wegen der spharischen Symmetrie des Problems
ist jede Komponente des Relativdrehimpulses eine Erhal-
tungsgrofe (siehe Abschnitt 1.7.3).

2.5.3 Noether-Theorem

Zusammenhang zwischen der Existenz von Erhaltungsgrofien
und Symmetrien.

Symmetrien: Transformationen der dynamischen Variablen, die
die Lagrange-Funktion invariant lassen.
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Gegeben sei L(q, g,t). Betrachte (kontinuierliche) infinitesimale
Transformationen

g — q; = ®i(q,4,t,€) = q; + €¥;(q,4,t) + O, j=1,---, f.

(2.34)
Endliche Transformationen lassen sich in Analogie zu

exp(z) = lim (1 + %)n

n—oo

aufbauen. Insbesondere:

Beispiel: Gegeben sei ein Teilchen mit kartesischen Koordinaten
(z1, 2, z3). Betrachte Drehung mit Drehwinkel € um z-Achse:

T T cos(e) —sin(e) 0 )
To — | 24 | = | sin(e) cos(e) O To
x3 T4 0 0 1 T3

Verwende cos(€) = 1 + O(e?) und sin(e) = e + O(e3). =

\Ill(/’?a,':;t) = —T9,
Uy(F, 7)) = a1,
W47, 7t) = 0.

Voraussetzung: L ist invariant unter den Transformationen aus

Gl. (2.34):

L(q,q,t) = L(g, 4, 1). (2.35)

Rechte Seite von Gl. (2.35) unabhéngig von € = linke Seite von
GL. (2.35) unabhéngig von € (Rechentechniken wie in Abschnitt
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2.2.5 und 2.3.2):

d
0 = —L(d.d.t
P (d,q,1)

f

oL d oL\ dg,
vy (E-ao)
o o1 A an dt an' ’ dE
= 0 fir Losungen der Bewegungsgl.

e=0

= Noether-Theorem: Fir Losungen ¢ der Bewegungsglei-
chungen ist

]~

o = 3 (L)

8q'j de

1 o =1

<.
I

(2.36)
eine Konstante der Bewegung (auch Erhaltungsgroe oder In-
tegral der Bewegung genannt).

Bemerkungen

1. Bleibt die Lagrange-Funktion invariant unter einer Gruppe
von Transformationen, die von ng unabhangigen Parame-
tern «; abhangt, so gibt es ng Erhaltungsgrofien.

2. Andert sich die Lagrange-Funktion um
dQ(q,1)

€

SO 1st

eine Erhaltungsgrofle.
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2.5.4 Beispiele

Es sei

G
L:§;mﬁ§—U(f1,--- ).

Translationsinvarianz und Impulserhaltung

L sei invariant bzgl. Translation (aller Teilchen) entlang der
x-Achse:

= T:=Ti+eéy, 1=1,-+- n.
Berechne
drl
_— 6112
de
und damit
n n
oL o
I = — &y = Zmiri ce, = P, (2.37)
i1 Or i=1

Translationsinvarianz in z-Richtung impliziert Erhaltung der

z-Komponente des Gesamtimpulses.

y- und z-Richtung analog.

Drehinvarianz und Drehimpulserhaltung

L sei invariant bzgl. Drehung (aller Teilchen) um die z-Achse:
r; .23; =T; — €y;,

/
Yi Y, =Y+ exg,
Zi 2=z

oder zusammengefasst

— —/ — ~ — .
T, —T;=T;+€e,Xr;, 1=1--- n.
Berechne
g
e 7
- %z 1
de



und damit

oL

= oF

€, Tj X rl
= L,. (2.38)

Drehinvarianz um z-Achse impliziert Erhaltung der z-Komponente
des Gesamtdrehimpulses.
z- und y-Richtung analog.

2.5.5 Hamilton-Funktion

Definition:

f
LIXEDS oL i~ L(g.dv1). (2.39)

Das Symbol ~ signalisiert, dass wir im Augenblick die Hamilton-
Funktion (der Lagrange’schen Mechanik) als Funktion der ver-
allgemeinerten Koordinaten, Geschwindigkeiten und der Zeit
betrachten.

Fir Losungen der Bewegungsgleichungen gilt

dH Xf: dor. oL, dL(q,4,1)
dt 9g; " 8qu dt

0L
ot

Hangt L nicht explizit von der Zeit ab, dann ist H eine Kon-
stante der Bewegung.

79



Beispiel

L(7,7) = %?Q—U(F),
oL L
— = mr =7p,
or .
HF &) = (mi)-F—(T-U)=T+TU.
(7 7) = (m) - 7—(T-U)=T+
2T
. P’ ,

Verallgemeinerung: Es sei

]_ n N — —
= §Zmir?—U(r1,--- )
i=1

mit r zeitunabhangigen, holonomen Zwangsbedingungen, d. h.

FZ:FZ(QIaaq,f)a f:3n—r

Dann gilt
H(q,q) = T(q,9) +V(a),

wobei

Begriindung: Wegen

”—Zaq]

gilt nach Umordnen der Summe

und damit fiir die Lagrange-Funktion

L(q,q) = T(q,4) — V(q).
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j=1 k=1
1 1
= §ZAlqu+§Z Aji g
lj

f
= ) Audr,
k=1

x: Umbenennung j — k in der zweiten Summe. Multipliziere
mit ¢; und summiere uiber [:
f

ql— Z Z Ak, ugr, = 2T.

=1 =1 k=1

Damit folgt die Behauptung.

2.6 Hamilton-Formalismus

Bisher: Newton’sche und Lagrange’sche Formulierungen der Grund-
gesetze der Mechanik.

Alternative Formulierungen

1. Kanonische Gleichungen (Ubergang zur quantisierten Theo-
rie)

2. Hamilton-Jacobi-Gleichung

2.6.1 Hamilton-Funktion

Lagrange-Formalismus



Ziel: Eliminiere verallgemeinerte Geschwindigkeiten ¢; zugun-
sten der p;:

Auflosen .
%

pj(qaq.7 t) q; = Qj(%p, t)

Bemerkung: Das Auflosen kann ein Problem sein — Hamil-
ton’sche Formulierung mit Zwangsbedingung (Dirac).

Definition der Hamilton-Funktion

f
H(q,p,t) = ijdj(q,p, t)— L(g.d(q,p,1),1).|  (2.41)

Beispiel: Ebene Bewegung eines freien Teilchens in Polarkoor-
dinaten

L(p7 P, ¢) = 5(p2 + p2¢2)7
oL . P
Pp—a—p—mp = P—m,
oL 2 ; Po
= —— =m = = —F,
Po 99 p P ¢ mp?

= H(p,pp,0s) = Dpp+ psd— 5([)2 + p*¢?)

2 2
By b mmyt m (b
m  mp? 2 \m 2 mp?

Py, P
2m  2mp?’
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2.6.2 Kanonische Gleichungen

Beachte: ¢; = ¢;(q,p, ), etwa ¢ = n]% aus obigem Beispiel.
OH _ §~, 00 DL g~ OL i
dq; 2 9g;  Bg; & Ddr B

Pk
)
0q;
EL d oL
N dt 0g;
Dj
= _pja
f . ! .
oOH . I dL Ogy
o, T, 2 0
j k=1 b k=1 J
Pk
= ;.

Hamilton’sche Gleichungen = Bewegungsgleichungen in den
Verédnderlichen ¢ und p (wegen ihrer formalen Einfachheit und
Symmetrie auch kanonische Gleichungen genannt):

. OH q,p,t . oH qapat .
g = A2t o oMl oy
8pj an'
(2.42)
Alternative Formulierungen
Lagrange Hamilton

f DGLen 2. Ordnung 2 f DGLen 1. Ordnung

Euler-Lagrange-Gleichungen | kanonische Gleichungen
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Auflerdem
f

OH zf: 34, Za_Laqj oL oL

£ o ot 9t~ ot

j=1 I=l o~
pj
dH zf:aH_ faH_+8H
alr o ) 2+ L
dt iz (9qj J — (9pj I ot
f f
N .. OH O0H
= ;(—pj)qj + ;quj T T o

Héngt die Hamilton-Funktion (Lagrange-Funktion) nicht expli-
zit von der Zeit ab, gilt der Energieerhaltungssatz
dH
— = 0.
dt

Hilfsmittel aus der Mathematik gewohnlicher DGLen

Betrachte DGL zweiter Ordnung in expliziter Gestalt
y' = flz,y,9). (2.43)

Die Funktion y(x) ist eine Losung in einem Intervall I, wenn
sie

1. in I zweimal differenzierbar ist und

2. Gl. (2.43) in z € [ erfiillt.
Behauptung: Gl. (2.43) lasst sich auf ein System von 2 DGLen
1. Ordnung fiir 2 Funktionen y;(x) und ys(z) transformieren:
Y1 = Y2
ys = f(z,y1,12). (2.44)
,=" y Losung von Gl. (2.43) = ¥ = (y1,42) := (y,vy’) 10st
GL (2.44).
»<=": i sei differenzierbare Losung von Gl. (2.44). Setze y(z) :=
y1(z) = y(x) 2-mal differenzierbar. yo(z) = 3/(z) und GI. (2.43)
besteht.

Verallgemeinerung auf DGL n-ter Ordnung fithrt auf System
von n DGLen 1. Ordnung.
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Beispiel:

Eindimensionaler, harmonischer Oszillator

) m . C
L(g,q) = 5q2—5q2,
oL : .p
p = —X—=mq = qQ=—,
8q m
. . p m p 2 C p2 C
H(q,p) = pq—L(q,Q)=pE—5<E> +§q2:%—|—§q2.

L und H hangen nicht explizit von der Zeit ab = E = konst.

Lagrange

Hamilton

Euler-Lagrange-Gleichungen

dto¢ 0q
mij+Cqg = 0 <
J+wlq = Omitw? = —

m

Q1

a2

kanonische Gleichungen

. oOH P

¢ = op m’
OH

) = — = -C

p aq q7

System zweier DGLen 1. Ordnung

a1 q2,

2
—Wwq
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2.6.3 Poisson-Klammer und Bewegungsintegrale

Es sei f(q,p,t) eine stetig differenzierbare Funktion der verall-
gemeinerten Koordinaten, kanonisch konjugierten Impulse und
der Zeit. Die totale zeitliche Ableitung lautet

Z(% P; >+3—{

Fiir Losungen der kanonischen Gleichungen

gilt:

df _ zf:(afaﬂ_afaﬂ>+a_f

dt an' 8pj 8pj an' ot
0
= {H,f} + o f (2.45)
mit der so genannten Poisson-Klammer:
f
af og  Of 39)
g} = — : 2.46
ha)i=3 (P pem (2.46)
Gl. (2.45):
: . of
f ist Erhaltungsgrofle < 5 T {H,f} =0. (2.47)

Spezialfall: f hangt nicht explizit von der Zeit ab

f (g, p) ist Erhaltungsgrofie & {H, f} = 0.
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Eigenschaften der Poisson-Klammer:

¢ = konst. : {f,c} =0, (2.49)
{arfi + aafe, g} = caa{ f1, 9} + ca{ f2, 9},
{f, Brg1 + Baga} = Bi{f, o} + BoA f, 92} (2.50)

{flf?ag}: {f17g}f2+fl{f27g}7 (25]‘)
0 0 0
{gi,q;} =0,
{pi.pj} =0,
{pi, g} = 6ij, (2.53)
_9f
o

Jacobi-Identitat

{f{g. h}} +{g.{h, f}} +{h.{f,9}} =0, (2.56)
f und g Erhaltungsgréfien = { f, g} = konst.

d. h. {f, g} Erhaltungsgrofle. (2.57)
Beweis durch Nachrechnen.
Beispiel:
of dq; Of dq;  Of
y qi — - — )
sai) dp; Oq; Oq; Op;  Op;
—— -
(Sz'j 0
(f.pi) of Op; Of Op; of
y Pi - - - - .
Opj 0q;  Oq; Op; ol
—~ —~~
0 (Sz'j
Bemerkungen:

1. Gl (2.53): Fundamentale Poisson’sche Klammerbeziehun-
gen.

2. Gl. (2.57): Poisson’sches Theorem.
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3. Gl. (2.48), (2.50) und (2.56) relevant im Zusammenhang
mit Lie-Algebren.

4. Spater: Ubergang zur QM mit {-,-} — e,

5. Das Vorzeichen der Poisson-Klammer ist Konventionsfra-
ge. Wir folgen Landau & Lifschitz und Scheck; Goldstein,
FlieBbach und Kuypers verwenden die entgegengesetzte

Konvention.
Beispiel:
ﬁQ

Drehimpuls [; = €12 px

di;
i HL
dt Uy
1 S
= a0 oo} + e V(r) 2pi)

Berechne

eiin{d”, o} = eijn(z; {07 i} + {07 =} i)
0 2p;
= 0 wegen e-Symbol,
€iiklV (r), zjpr} = eijr(a; {V (), pe} +{V(r), z;} pr)
VinE 0
= 0 wegen e-Symbol.

Damit gilt
dli;
i
d. h. fir ein rotationssymmetrisches Potenzial ist der Drehim-
puls eine Erhaltungsgrofe.

Ubung 8:

0,

{li,1;} = —€ijily. (2.58)
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2.6.4 Kanonische Transformationen

Motivation

Die Wahl von verallgemeinerten Koordinaten und somit auch
von kanonisch konjugierten Impulsen ist nicht eindeutig.

Ziel: Versuche moglichst viele zyklische Variablen zu finden,
i. Allg. durch Transformation

{q,p} — {Q, P}, (impliziert (L, H) — (L, K))

so dass
. : oL EL d 0L
L zykl. dh. —— =0 ——— =0= P. = o, = konst.
zykl. in Q, 90, = it 90, = P, =y ons
Dann gilt
f
H:ij(jj—[/
j=1
f . . — .
— K= Y PQj+PQr—L( Qu-1,Qre1, -, Qo)

j=Li#k
Kanonische Gleichung in k-ter Variable

oK .
——=—-—FP.=0.
8Qx '

Da P, konstant ist, konnen wir eine Hamilton-Funktion auf-
stellen, die nur von 2(f — 1) Variablen abhangt.
Anforderungen an kanonische Transformation

1. Umkehrbare Transformation

{g,p} < {Q, P}, (2.59)

die in beiden Richtungen n-mal stetig differenzierbar ist
(C"-Diffeomorphismus).
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2. Struktur der kanonischen Gleichungen bleibt unverandert

{qap} < {Q,P},
H(q,p,t) < K(Q,P1),
Oy 0K

0H : 0K
s U pP=_""

3. Kriterium: Minimale Wirkung (ausgedriickt durch Hamilton-
Funktion)

t i
tq

|

Sichergestellt, wenn die Integranden sich um nicht mehr als
ein totales Zeitdifferential unterscheiden (siehe Abschnitt
2.4.2):

; ;
Z K(Q,Pt)|dt = 0.

/
dF
[ijq'j (¢, p,t ZPQ3+K(Q Pt)| =4
=1 1
: " (2.60)

mit der erzeugenden Funktion F(q, @, p, P, t). Da die Trans-
formation umkehrbar ist, kann nur die Halfte der 4f Va-
riablen unabhangig sein.

4. Vier Moglichkeiten fiir erzeugende Funktionen:

F = Fi(q,Q,1),
(g, P t),
F3(Q, pa t),
= Fu(p, P,1).

ESRE B>
I

(2.61)

5. Ohne Beweis: Notwendiges und hinreichendes Kriterium
dafiir, dass Transformation aus Gl. (2.59) kanonische Trans-
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formation ist:

. _J0Q;0Q,  0Q;0Qk | _

1@ Qi = {3191 dq  dq Op } =0,
{Pj’Pk}pq = 0,

{Pj, QrYps = Oj- (2.62)

Entscheide, ob Transformation kanonisch ist, ohne Kennt-
nis der erzeugenden Funktion.

Illustration fiir 1. Moglichkeit

F — Fl(qa Qat)
Gl. (2.60) =
! fo d
Y pigi—H-> PQi+K EFl(q,Q t)
j=1 J=1

8F1 8F1 8F1
+Z] 1 dg; ‘JJ"‘Z] 19Q;

f f
_ R OF _@
- Z(pf aqj)qf Z<P aQ)Q’ BT

[lustration fir f(z,y,t):

df _ 9f,  of,  OF
AT S W Y

= 0 fiir beliebige, unabhéngige Funktionen z(¢) und y(¢).

(a) Wihle z und y beliebig, aber zeitlich konstant (# = y = 0):
of
= — =0.
ot

(b) Verwende (a), wéhle x beliebig, aber zeitlich konstant
(# = 0). y(t) beliebig = y(t) beliebig:



(c) usw.

Koordinaten ¢ und ¢) werden als unabhangig betrachtet =

o _ 9h
0F,
P = ——
J an
OF
K—H = 8—t1'
1. Beispiel:
Fi(g,Q,1) = Z%Qk- (2.63)
=
0F,
pj - a—qj Q]7
0F}
P = —— =_q.,
J 8@3 J
d. h.

@p) 3 (Q@=pP=—0q)
Koordinaten und Impulse werden modulo Vorzeichen vertauscht;
sie verlieren ihre urspriingliche Bedeutung.
[lustration fur ,,Gleichberechtigung® von Koordinaten und Im-
pulsen im Hamilton-Formalismus.

2. Beispiel: Harmonischer Oszillator

2 2
D mw
H £ o
(¢:p) = 5~ + 4"
Es sei e
Fi(q,Q) = 7q2 cot(Q). (2.64)
OF
p = a—ql:qucot(Q),
oFy mwq?

- 0Q 25in?(Q)’
K(P,Q) = H(p,q),
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d. h.

J
q = \/% n(Q

sin(Q),
p = V2mwP cos(Q). (2.65)

=
2mwP cos?(Q)  mw? 2P .,
K(Q,P) = Sy + 5 sin (Q) =wP. (2.66)

In diesen Variablen ist @) zyklische Koordinate! Damit gilt

: 0K E

P:—%:O = P:;:konst.
Aus 9K

C=gp =Y
folgt
Q(t) = wit + 0.

Fazit: In diesen Variablen ist der harmonische Oszillator beson-
ders einfach.

Umgeschrieben auf ¢ und p:

2F .
q(t) = 4/ — sin(wt + ),

p(t) = V2mE cos(wt + ). (2.67)

Beachte: 2 Integrationskonstanten £ und (.

Konsistent mit kanonischen Gleichungen fiir ¢ und p:

2F
i =\ costet + o) = L,
m m
p = —V2mw?Esin(wt + ¢g) = —mw?q.

2.6.5 Phasenraum

Betrachte die Euler-Lagrange-Gleichung bzw. die kanonischen
Gleichungen fiir einen Freiheitsgrad. Interpretiere Losungen
(q(t),4(t)) bzw. (q(t), p(t)) als Parameterdarstellung einer Bahn-
kurve im R2.
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Bezeichnungen
1. R?: Phasenraum (oder Zustandsraum)
2. Bahnkurve: Phasenbahn

3. Gesamtheit aller Phasenbahnen: Phasenbild oder Phasen-
portrait

4. Losungen gewohnlicher DGLen sind eindeutig. Phasen-
bahnen schneiden sich nicht.

Verallgemeinerung: f Freiheitsgrade = Phasenraum ist 2f-
dimensional. (Fir DGL n-ter Ordnung (n > 2) liefert Uber-
gang zu n DGLen 1. Ordnung n-dim. Phasenraum.)

Phasenraumvolumen als kanonische Invariante

Betrachte Integral iiber Gebiet €2 des Phasenraums:

/../dql..dqfdpl.dpf: V
Q

Behauptung: Unter kanonischen Transformationen andert sich
das Volumen im Phasenraum nicht (i. Allg. wohl aber die Form):

{g,p} < {Q, P}
mit
/.../dql...dqfdpl...dpfzv
——
0
— /"'/DdQl"'dedpl"'dpf,
QI

wobei fiir die Funktionaldeterminante (siche Prasenziibung) gilt

D= a(qla apf) —1
(Q1, -+, P)
Beweis: Siehe Landau-Lifschitz, §46.
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Beispiel harmonischer Oszillator

¢ = V mw n(Q).

p = V2mwP cos(Q),
Na.p) o s 05 ( mop Sin(Q)
0(Q, P) msm( Q) 55 cos(Q)

= cos*(Q) +sin*(Q) = 1.

Betrachte (g, p)-Phasenraum. Verwende Gl. (2.67) mit ¢g = 7

(¢(0) maximal):

cos(wt), = —V2mE sin(wt).

mcu2

Phasenbahn (q(t), p(t)) beschreibt Ellipse

2

N mw” o .
2E Pt =
mit Halbachsen
2F
a = —2, b = 2Em
mw




Phasenraum wird mit wachsendem FE vollstandig ausgefiillt.
Bahnen schneiden sich nicht.

Volumen des Phasenraums fiir Phasenbahnen, deren Energie
kleiner oder gleich F ist:

)
/dq/dp:ﬂab:27r—.
w

—_—
H<E
Variablen ) und P:
Q) = wt+g,
E
P(t) = —
0 = -,
B T
w E 2 E
/ dP/ wdt = —w T :7T—.
0 0 w w
P“
E
s 5 >
5 5 @
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Kapitel 3

Drehungen, Tensoren und
Tensorfelder

e Fragestellung: Wie verhalten sich Observablen bzgl. Dre-
hung des Koordinatensystems?

3.1 Orthogonale Transformationen

Betrachte zwei kartesische Koordinatensysteme KS und KS’
mit gemeinsamem Ursprung, die relativ zueinander gedreht
sind.

KS habe positiv orientierte ONB B = {é1, é9, é3}.
(Rechte-Hand-Regel: Daumen <« é1, Zeigefinger <> é5, Mittel-
finger < é3.)

KS’ habe ONB B’ = {é], é,, é5} (Orientierung noch nicht spe-
zifiziert).

Z. B.: KS’ relativ zu KS um gemeinsame 3-Achse gedreht:
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Y

L2

1. Beschreibung ein und desselben Vektors bzgl. der beiden
Basen:

! Al

7= z;6; = z;6; (Einstein’sche Summenkonvention).
(3.1)
2. Zusammenhang zwischen Koordinaten z; und z}:
x; = A; . 7?: é; : éjxj =: Dijxj. (32)
é; - é;: Richtungskosinus
3. Eigenschaften der (3,3)-Matrix D:
FQ = X;T; = 13;33; = DZJDkasz’k
=
D;;Dij, = 0. (3.3)
Interpretiere die 3 Spalten
Dy (1=1,2,3)
ng

als Koordinatenvektoren D;. Gl. (3.3): Spalten sind ortho-
normiert.

Wegen D;; = Dj; folgt aus GL (3.3)

D'D =1 und insbesondere D' = D' (3.4)
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Determinantenmultiplikationssatz
det(D” D) = det(D")det(D) = [det(D)]* = det(1) = 1.

=

det(D) = +1. (3.5)

4. Menge aller Transformationen aus Gl. (3.2) mit der Eigen-
schaft Gl. (3.4) = Gruppe O(3) der orthogonalen Trans-

formationen.

(a) det(D) = 1: Untergruppe SO(3) (S fiir speziell, d. h. Be-
dingung an Determinante). Basis B’ hat dieselbe Ori-
entierung wie B.

(b) det(D) = —1: Keine Untergruppe. Basis B’ hat zu B
entgegengesetzte (linkshindige) Orientierung.

5. Betrachte SO(3). KS’ sei um ¢ bzgl. der (gemeinsamen)
Achse é; = €] gedreht:

cos(p) sin(p) O
D3(p) = | —sin(p) cos(p) 0
0 0 1

Beispiel: Drehung um 3-Achse
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= T161 + T269 + T3€3

=y

21[cos()é], — sin(g)és] + pafcos()eh + sin(e)él] + s}
[cos(¢p)m1 + sin(p)xa]é] + [— sin(p)z1 + cos(p)za]é) + T35

!~/ !~/ ! A~/
= 1'161 + 1'262 + 3}363,

T cos(p) sin(e) O )
zyh | = | —sin(y) cos(p) O To
T4 0 0 1 T3
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6. Entwickle fiir (infinitesimal) kleine ¢ (Linearisierung):

cos(p) = 1+0(¢?),
sin(p) = @+ O0(¢%)

-

Di(p) =t 1— T+ O0(¢?),
00 0

T = 00-4),
01 0
00 1

T = ()00),
100
0 -1 0
o= |1 00
0 00

Die 7; heilen auch infinitesimale Generatoren der Drehun-
gen.

Vorzeichenkonvention ist an ,,passive Drehungen®, d. h. Dre-
hungen des Koordinatensystems angepasst.

Sie bilden eine Basis der reellen Lie-Algebra so(3) der Lie-
Gruppe SO(3):

3

so(3) := {Z oiTi|ei € ]R}
i=1

= Menge aller reellen, schiefsymmetrischen

(3,3)-Matrizen B mit BT = —B.

7. Vertauschungsrelationen:
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Betrachte
Ds(p2) D1(p1) — D1(p1) Da(¢p2)
= (=@t )= @i+ )
—(1—eTi+ )1 —Ta+---)
= —pap1 [T, o] +---
—
TiTa =TT

Kommutator [77, 73] ist ein Mafl der Nichtvertauschbar-
keit.

d. h.
(71, To] = Ts.

(a) Allgemein (Ubung 9):

(b) €jk: Strukturkonstanten der Drehgruppe.
Strukturkonstanten sind Kennzeichen der zugrunde-
liegenden Transformationsgruppe, hier der orthogona-
len Gruppe.

(c) Drehungen um verschiedene Achsen vertauschen nicht
miteinander (nichtabelsche Gruppe).

: Ubergang von infinitesimalen Drehungen zu endlichen Dre-
hungen mit Hilfe der Exponentialfunktion:

exp(—z) = lim (1 — E)n

n—00 n

Alle Drehungen D € SO(3) erhélt man durch
3
D =exp(—B) mit B= Zg@ﬂz
i=1
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Diese Abbildung ist surjektiv, z. B. ¢1 = o = 0, 27-
periodisch in (3.

9. Alternativer Standpunkt: Aktive Drehung des Vektors 7 —
7/ um Drehachse é; mit Drehwinkel ¢. Die Koordinaten
z, des transformierten Vektors lauten

;= Diij(—@)z; = Dy ().

3.2 Tensoren

3.2.1 Definition

Eine mathematische oder physikalische Groflie T' lasse sich in
einem kartesischen Koordinatensystem KS durch 3" Elemen-
te t;;..r beschreiben. Die n Indizes sind geordnet, jeder Index
nimmt die Werte 1, 2 und 3 an.

Betrachte zundchst nur D € SO(3), d. h. det(D)=1.

T heifit Tensor n-ter Stufe, wenn fiir die Komponenten ¢;;..;
bei einer Transformation von KS nach KS’ gilt

mit der speziellen, orthogonalen Transformation D.

3.2.2 Tensor nullter Stufe

besteht aus einer Komponente, hat in allen KS denselben Wert
und heifit auch (invarianter) Skalar.

Beispiele:
e Skalarprodukt a - b aus zwei Vektoren.
e Masse m eines Teilchens.
e Ladung eines Elektrons.
e Zeitkoordinate t.
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3.2.3 Tensor 1. Stufe

besteht aus 3 Komponenten t1, t5 und #3:
t; = Dijt,;

entspricht Transformationsgesetz fur Vektoren, d. h. Tensor
1. Stufe lasst sich als Vektor darstellen.

3.2.4 Tensor 2. Stufe

besitzt 9 Komponenten ¢;; mit

oder in Matrizenform
T' = DTDT.

Tensor 2. Stufe lasst sich als Matrix darstellen.

3.2.5 Rechenregeln zur Konstruktion weiterer Tenso-
ren

1. Elementare algebraische Operationen:

S und T Tensoren n-ter Stufe und o, 8 € R =
aS + BT
ist Tensor n-ter Stufe (Definition komponentenweise).

2. Tensorprodukt:

S und T Tensoren m-ter und n-ter Stufe =
U:=ST mit Ujj.--kl-- = Sij---tkl---
ist Tensor (m + n)-ter Stufe.

104



3. Verjingung oder Kontraktion von Tensorindizes:

T Tensor n-ter Stufe = ¢;...jj...., liefert Tensor (n — 2)-ter
Stufe.
Begrindung:

/
tz”---j’k’---m’ — pi/i ct D]’]Dk"k ct Dm’ﬂ’ztljkma

n Faktoren
Singe| -+ -
= tir.jijr = Dii=+ SjpDjiDpor. -+ Dyptic.jeoms
DjjDjiy, = 0;
= Dii- Dy tivjjom:
(n—2) Faktoren

Beispiel: ,,Skalarprodukt® zweier Tensoren 1. Stufe.

3.2.6 Fundamentaltensor 2. Stufe

Betrachte Tensor 2. Stufe, dessen Komponenten relativ zu KS
durch Kronecker-Symbol

5”:{ 1fire=y
" 0 fiir ¢ # j
gegeben seien. =
0;; = DixDjidn
= DipDj
= Dz'kD%jj
= 0jj.
Fundamental- oder Einheitstensor hat in allen Koordinatensy-

stemen dieselben Komponenten. Er ist ein so genannter invari-
anter Tensor.

3.2.7 Symmetrieeigenschaften

Illustration: Es sei T" Tensor 3. Stufe mit
o tjir d. h. symmetrisch
ik = —t;ir d. h. schief- oder antisymmetrisch
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bzgl. des ersten Indexpaares. =

tiie = DiuDjmDintimn
= £DyDjmDintmin
= D DiDiptiin
=+t

d. h. Symmetrieeigenschaften bleiben unter Transformationen
erhalten.

Verallgemeinerung auf andere Indexpaare und Tensoren
hoherer Stufe klar.

Beispiel: T" beliebiger Tensor 2. Stufe. Zerlegung in symmetri-
schen Tensor S und antisymmetrischen Tensor A:
1 1
tij = 5 (tij + ti) + 5 (8 — i) -

A - g A - g

-~

Sij aij
3.2.8 Epsilontensor
Betrachte einen Tensor 3. Stufe, dessen Komponenten relativ

zu KS durch das Levi-Civita-Symbol

1 fur (4,7, k) gerade Permutation von (1,2, 3)
€ijk =  —1 fiir (¢, 5, k) ungerade Permutation von (1,2, 3)
0 sonst
gegeben seien.
Behauptung;:
Eg'jk = Dz'lekanelmn = Eijk- (37)
Beachte: det(D)=+1.

1. (Mindestens) zwei freie Indizes sind gleich, z. B. i = j;
Vorsicht, jetzt nicht iiber ¢ summieren:

€. = 0, da
Dy Diy Dineimn = DimDigDipé€imn
= —DiDyDypémn
= —DyD;y Dip€imn
= 0.



2. (i, 4, k) ist gerade Permutation von (1,2, 3), z. B.

6,123 — DllDQmDZ%nelmn
D11 Dig Dag
= det | Do Dy Dog
D31 D3y Dsg
= det(D)'lzelgg.
—_——

+1

3. (1,4, k) ist ungerade Permutation von (1,2, 3), z. B.

6’213 - D2lD1mD3n€lmn
_D11D2mD3n€lmn
= det(D) . (—1) = €213-

4. Bemerkung: Epsilontensor ist nur bzgl. der eigentlichen
Drehungen ein invarianter Tensor.

3.2.9 Pseudotensoren

Bisher: Eigentliche Drehungen.

Jetzt: Frage nach dem Spiegelungsverhalten von Tensoren.
Motivation: Polare gegen axiale Vektoren, z. B. ¥ +» [ =7 x p.
Axiale Vektoren besitzen einen Drehsinn, werden auch als Pseu-
dovektoren bezeichnet.

Betrachte Koordinaten- oder Rauminversion

(361, 2, 303) = (—301, —T2, —5173)-

Rechtshandiges Koordinatensystem wird in linkshandiges iiber-
gefiihrt.
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L3

L1

/
L1

Zugehorige Matrix (P fir Paritat)

P=-1.

Fiir die Komponenten eines Tensors n-ter Stufe gilt

tijek = (=) tije; (3.8)

d. h. Tensoren gerader Stufe bleiben ungeandert und Tensoren
ungerader Stufe andern Vorzeichen.

Ein Pseudotensor n-ter Stufe verhalt sich unter eigentlichen
Drehungen wie ein Tensor n-ter Stufe. Sein Spiegelungsverhal-
ten unterscheidet sich allerdings um einen Faktor (—1).

Beispiel: Drehimpuls [ =% p ist Pseudovektor,

x;
diL’Z'

=m
dt

[1 = zap3 — T3p2

Di

Iv I~

1w

/
T, = — T,

1
pl- —m —diL’Z'
! dt

Iy = (—22)(—ps) — (—z3)(—p2)
[y und zyklisch.

= —Pi
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Was bedeutet dies fiir den Epsilontensor?

P !

li = eijpzipr = L= €250y = €(—2;) (—pr) = €j32508 = 1
= eéjk = €jjk,

d. h. der Epsilontensor ist ein Pseudotensor: 1 = (—1)(—1)3.

Zusammengefasst: Sei D € O(3). Die Komponenten eines Ten-
sors T'/Pseudotensors P n-ter Stufe transformieren wie

und

p;,j,._.k, = det(D)Di/iDj/j st Dk’kpij---k- (310)

3.3 Tensorfelder

3.3.1 Definition

Bei einem Tensorfeld T n-ter Stufe sind die 3" Komponenten
Funktionen der Koordinaten z1, z9 und x3 (abgekiirzt zu z)
mit Transformationsverhalten

tiirp(2") = DiiDjij - - - Dyoptijoi(z), (3.11)
wobei
x; = Djjz;.
Pseudotensor analog zu Gl. (3.10).
Beispiele:
1. Skalares (elektrisches) Potenzial ® aus Gl. (2.30).
2. Elektrisches Feld E.

3. Ubung 10.

3.3.2 Ableitungen von Tensorfeldern

Es sei T'(z) Tensorfeld n-ter Stufe mit Komponenten ¢;;..;(z).
Behauptung: Die partiellen Ableitungen

0
%tjk...l(x) = u”kl(a:) (312)
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definieren ein Tensorfeld U(x) (n + 1)-ter Stufe.
Begrindung;:

= Dijz;
= Dimxi = DimDij Tj= T
—_——

Omj
FR)
or, Ozl Oz,

0
= Dimm—-.
ox,,

= (Umbenennung ¢ — i und m — 1)

0
ufi’j’k"---l’ (ﬂfl) = 87#]'/]6/‘“1/ (xl)
il

0
= DZ'ZD]']Dk’k < Dl'l axltkl(x)

= Di'iDj’jDk’k ce Dl:luijk...l(x).

Beispiele:

1. & skalares Feld = % Komponenten eines Vektorfeldes

bzw. Tensorfeldes 1. Stufe.

2. V; Komponenten eines Vektorfeldes = gg’: Komponenten
J
eines Tensorfeldes 2. Stufe.

3. Verjingung: V; Komponenten eines Vektorfeldes = %

Komponenten eines skalaren Feldes.
3.4 Tensorgleichungen und Kovarianz

Ausgangspunkt: In einem System KS seien alle Komponenten
tij...r, eines Tensors T' gleich Null. = Komponenten sind in allen
Systemen KS’ gleich Null:

/
tz'ljl...k/ = DiliDjlj s Dk’k tij---k = 0.
—
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Folgerung: t;j.., = sjj..; in einem KS = t;j,_,k = s;j___k in allen
KS’, denn T + (—S) = 0.

Eine Tensorgleichung

S = T,
tijoks (3.13)

Sijk

gilt fiir jede Wahl von Achsen.

Bedeutung fiir physikalische Gesetze: Driickt man ein physika-
lisches Gesetz als Tensorgleichung aus, so garantiert man seine
Kovarianz bzgl. eines Wechsels des KS. Mit Kovarianz meint
man, dass die Gleichungen ihre Form bei einer Transformation
von einem KS zu einem anderen beibehalten.

Relevant wegen folgender Prinzipien:

1. Isotropie des Raumes: Alle Richtungen im Raum sind bzgl.

der

Formulierung fundamentaler physikalischer Gesetze

aquivalent.

(a)
(b)
()

In der klassischen Mechanik ist die Tragheit eines Kor-
pers unabhangig von der Richtung seiner Bewegung.

Anziehung/Abstoung durch eine elektrische Punkt-
ladung ist in alle Richtungen gleich.

Erkenntnis der Isotropie insofern ,erstaunlich“, weil
an jedem Punkt der Erdoberflache sich die vertika-
le Richtung deutlich von jeder horizontalen Richtung
unterscheidet (aufgrund der Gravitation).

Aber: Rein lokales Phanomen.

Auf einer groBleren Langenskala ist die Isotropie (und
die Homogenitit) des Raumes (héchswahrscheinlich)
eine Konsequenz der Gleichférmigkeit, mit der Mate-
rie und Strahlung tiiber das Universum verteilt sind.

Mathematische Konsequenz der Isotropie: Gleichun-
gen, die ein fundamentales physikalisches Gesetz aus-
driicken, diirfen ihre Form nicht andern, wenn das Be-
zugssystem gedreht wird.
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Beispiel: Die Newton’sche Bewegungsgleichung

—

mr'=F
ist eine Tensorgleichung erster Stufe.

2. Homogenitat des Raumes: Alle Gebiete des Raumes sind
aquivalent, d. h. die physikalischen Gesetze sind in allen
Teilen des Kosmos aquivalent.

Mathematische Konsequenz: Kovarianz unter Translation
der Achsen.

3. Kovarianz bzgl. Paritat ist keine Eigenschaft der schwa-
chen Wechselwirkung (Neutron-Betazerfall n — pe~7,).

112



Kapitel 4

Spezielle Relativitatstheorie

4.1 Motivation

Inertialsystem IS = System, das sich relativ zum Fixsternhim-
mel mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.

4.1.1 Galilei’sches Relativitatsprinzip

1. (Spezielles) Prinzip der Relativitat: Alle Intertialsysteme
sind gleichwertig.

, Gleichwertig® = Forminvarianz der grundlegenden physi-
kalischen Gesetze.

2. Nichtrelativistische Mechanik: Newton’sche Axiome gelten
in allen IS.

Frage: Welche Transformationen ermoglichen Forminvarianz der
Newton’schen Axiome?
Antwort: Galilei-Transformation zwischen KS und KS’

!
r, = Dijxj — V;t — ay,

2

' = M—0b.

Betrachte

—_

mr = F.
1. Invariant unter O(3), da Tensorgleichung.
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2. Invariant unter Translationen, da 7 und F Vektoren des
affinen Raums [E3:

KS

P P’

Betrachte zwei Punkte P = (x1, 29, z3) und Q = (y1, y2, ¥3)
des Anschauungsraums R? mit Koordinaten z; und y;. Die
Abbildung

GB(P,Q) :1?@: (3/1—5131,?/2—5132,?/3—303)

ordnet den beiden Punkten einen Vektor des affinen Raums
E3 zu.

Wirkung einer Translation T4 des R?® mit T4(P) = P’ =
P+ A auf E?:

P(Ta(P), Ta(Q)) = #(P+ A,Q+ A) = 3(P,Q).

3. Spezielle GT
7=r-Vt, t =t
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KS

KS’

=y

Y

S O
A .
S
deg2 de?’
=~ F = F,



Beachte:
1
dgm  Anden’

' =X—0b, dtf =\t
d. h. fir n = 2 identisch (ohne geschwindigkeitsabhingige
(Reibungs-) Krifte).

Zeit ist ,absolut®“ in dem Sinne, dass eine Relativbewegung
zweier IS in die Transformation der Zeit nicht eingeht.

Mechanik des taglichen Lebens und Himmelsmechanik werden
mit sehr grofler Genauigkeit durch Galilei-invariante Theorie
(der Gravitation) beschrieben.

Vergleich von Groflenordnungen:

1.

2.

3.

(Schneller) Mensch: 10 m/s
Flugzeug: 0,3 km/s

Erde (auf Umlaufbahn um Sonne): 30 km/s

4. Lichtgeschwindigkeit: ¢ ~ 300000 km/s

4.1.2 Grenzen der Giltigkeit

1.

Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in allen IS im Wider-
spruch zu
=0V

der Galilei-Transformation.

. Teilchen ohne Masse (z. B. Lichtquanten) tragen Energie

und Impuls (,neue Kinematik®):

>2

E = g—m — E = /(mc?)2 + p2c2.

Lebensdauer (Zerfall) bewegter Teilchen

T =71(v).



4.2 Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Neues Postulat (fithrt zu einer Ablésung des obigen 2. Postu-

lats): 1

Das Licht breitet sich im Vakuum beztiglich jedes In-
ertialsystems in allen Richtungen mit der universellen
Geschwindigkeit ¢ aus. Diese Geschwindigkeit ist eine
Naturkonstante.

Gesucht:

Neue Transformationen zwischen ISen, die mit Kon-

stanz der Lichtgeschwindigkeit vertraglich sind.

Betrachte zwei Intertialsysteme KS und KS’ mit Uhren.

o KS:
1.

o KS’
1.

s
Zur Zeit t; werde am Punkt P, (77 = OP,

blitz erzeugt.

) ein Licht-

. Ausbreitung im Vakuum als Kugelwelle um P; mit

konstanter Lichtgeschwindigkeit c.
Messung des Signals fiir t5 > t; an Ps:

‘fg — fl‘ = C(tg — tl)

oder
C2(t2 - t1)2 — (fg — 51)2 =0. (41)

Angabe von 3 raumlichen Koordinaten + Zeit, zu der
an diesem Punkt etwas passiert (z. B. Emission oder
Nachweis eines Signals): Ereignis oder Weltpunkt.
Zeitliche Abfolge von Ereignissen in der Form (¢, Z(t)):
Weltlinie.

Koordinaten ¢} und .

'Wir wollen - - - die - -- Voraussetzung einfiihren, dass sich das Licht im leeren Raume
stets mit einer bestimmten, vom Bewegungszustande des emittierenden Koérpers un-
abhingigen Geschwindigkeit V fortpflanze.
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2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit:

CQ(tIQ - t/1)2 — (fg’ — fl /)2 =0.

e Mathematische Forderung an Transformation
Definiere 7 := & — &1 und 2° := c(ty — #1).
Gesucht: Transformationen, die

(29)2 — 72

invariant lassen.

(4.2)

e Orthogonale Transformationen der raumlichen Koordina-

ten, Verschiebungen der raumlichen Koordinaten und der
Zeitkoordinaten sowie Zeitspiegelungen erfiillen Gl. (4.2).

4.3 Spezielle Lorentz-Transformationen

Frage: Welche Transformationen ersetzen die speziellen Galilei-

Transformationen?

Betrachte zwei ISe KS und KS’ mit

1. Urspriinge stimmen fiir ¢ = ¢’ = 0 tiberein,

2. KS’ bewegt sich mit Geschwindigkeit V' relativ zu KS in

x-Richtung,

3. beide Systeme haben dieselbe Orientierung.

/ / /
Y,z,t y,z,t
A A

Vit

A
Y
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Zur Zeit t = 0 strahle im Ursprung von KS eine Lichtquelle
einen Lichtblitz aus.

Postulat: Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in beiden Syste-
men =

P gy 2= P — g R 2 (4.3)

Ansatz fur Transformation

Ct, ailr a2 00 ct
117/ as1 a9 00 T

= 4.4
y 0O 0 10 y (44)
2 0O 0 01 z

Motivation fir Struktur

1. Die raumlichen Richtungen senkrecht zur Bewegung neh-
men an Bewegung nicht teil =
y =y = 3. Zeile z3 =(0,0,1,0),
7=z = 4. Zeile 24 = (0,0,0,1).

2. ct’ und z’ hangen nicht von y und z ab, da wegen der
Homogenitit des Raums kein Punkt in der (y, z)-Ebene
als Koordinatenursprung bevorzugt werden kann =-

( 8 8 > in der rechten oberen Ecke.

=
CQt/2 . $/2 — C2t2 . 332‘

Losung fiir Matrix (Ubung 10):

()= (2 ) (2) e

Zusammenhang zwischen A und V:

Betrachte Ursprung von KS’

Koordinaten in KS: 2’ =¢ =2/
T

Koordinaten in KS: =Vt y=

n
| £
—
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Einsetzen in Gl. (4.5) liefert

z' = 0 = —sinh()\)ct + cosh(A\)Vt = tanh()\) = v =: .
c

1. B ist Geschwindigkeit von KS’ relativ zu KS in Einheiten
der Lichtgeschwindigkeit c.

2. A: Rapiditat.

Verwende Beziehungen zwischen hyperbolischen Funktionen:

1 1
cosh(\) = = =: 7,
V1 tan?(y) VI8
tanh(A\
sinh(\) = anh(}) = By.
/1 - tanh®(3)
Zusammenfassung

ct’ = cosh(\)ct — sinh(\)z = y(ct — Bz),

' = —sinh(\)ct + cosh(\)z = y(z — Bet),
vy =y,
7 = z,
v
tanh(\) = — =7,
¢
1
cosh(\) = — =1,
1 ¥
C2
sinh(\) = pr.
Zugehorige Matrix fir spezielle Lorentz-Transformation
v =By 00
v | =By v 00
0 0 01

KS’ bewegt sich relativ zu KS mit V' in z-Richtung.
—1 < 8 < 1 ist Geschwindigkeit in Einheiten von c.
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4.4 Diskussion

4.4.1 Nichtrelativistischer Grenzfall

¢ — oo impliziert = V/c — 0:

t — BZ
t = i—m,
V1= B3
-Vt
r = xi%x—‘/t,
1- 3

d. h. spezielle Galilei-Transformation als Grenzfall.

4.4.2 Addition von Geschwindigkeiten (parallele Rich-
tungen)

Betrachte zwei spezielle Lorentz-Transformationen entlang der
x-Achse: KS” bewege sich mit s relativ zu KS’, KS” mit 3,
relativ zu KS.

Gesucht: Transformation von KS nach KS”. Matrizen sind vom

Typ
L O
O 1 )

Fir Multiplikation gentigt es den linken oberen Block zu be-
trachten:

B Yo =By M =Bim
L(B2)L(B1) = (_5272 Y >(—ﬂ171 il )

_ ( Yoy1 + BeBivey —vev1(Br + P2) )
—vam1(Ba + B1) o1 (1+ Baf1)

3 —B313 ) _
(—5373 V3 >_]L(53)'

Betrachte Diagonalelemente:

73 = Y271(1 + B251).

Setze in Nichtdiagonalelemente ein:

—B3vs = —vay1(B1 + B2) = =1 (1 + 5251)%.
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= Geschwindigkeitsadditionsgesetz fiir parallele Richtungen

B+

Pa = 1+ Baffr

Spezial- und Grenzfille
L [81],]82] < 1 = B3~ f1 + Ba.
2181 =1, 2 <1 = B3 =(1+B2)/(1+ B2) = 1.
3. /=1 0=1=p=(1+1)/(1+1) =1

4. Fazit: Die Lichtgeschwindigkeit wird nie uiberschritten.

4.4.3 Homogene Lorentz-Gruppe L oder O(1,3)
Sei V = R*. Wir definieren die Minkowski-Metrik

3
M(z,z) = zoxo — E zx; = 2 Gr
i=1
mit

0
8 . 4,7=0,1,2,3.
—1

Nummerierung von 0 bis 3 ist an die Physik angepasst.
Betrachte lineare Abbildung
x; = Aijxj.

Interpretation: Allgemeiner Ubergang von Inertialsystem KS
nach KS’ mit Forderung (siehe Gl. (4.3)):

!

t"ATGAz = M (2, 2") = M(z,z) = 2" G,
d. h.

ATGA =G. (4.7)
Die Matrizen A bilden die homogene Lorentz-Gruppe
O(1,3) = L = {A|A reelle, invertierbare (4, 4)-Matrix mit ATGA = G7}.
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Eigenschaften der (4,4)-Matrizen A

1. det(A) = £1. Denn:

det(G) = —1 = det(ATGA) = det(A") det(G)det(A) = —(det(A))%
det(A)

det(A) = 41: Eigentliche Lorentz-Transformation.

2. Agg > 1 oder Agg < —1. Denn:

Betrachte die Matrix-Gl. (4.7) fir i = j = 0:

3
1= A}, Guli = A, — Z Ai,. = Behauptung.
Ago =
<0

Agyp > 1: orthochrone Transformation; Zeitrichtung bleibt
erhalten.

1 1 Ta\L .
3. Vier so genannte Zweige L} :

4. Untergruppe der eigentlichen orthochronen Lorentz-Transfor-

mationen:

L1 = {A]Areelle, invertierbare (4,4)-Matrix,
ATGA = G, det(A) = +1, Agy > 1}.
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5. Besondere Transformationen:

( 1000
- 0100
Identitat: FE = 0010 € Ll
\ 0001
( 10 0 O
: _ 10 -1 0 0 4
Spiegelung der Raumachsen: P = 0 0 -1 0 e L.
\ 0O 0 0 -1
-1 000
Umkehrung der Zeitrichtung: T = 0100 eLt
0010
0001
-1 0 0 O
_ B 0 -1 0 O 1
Produkt PT: PT = 0 0 -1 0 € Li
0o 0 0 -1

{E, P,T, PT}: Klein’sche Gruppe (Felix Klein, 1849 - 1925),
abelsch (Diagonalmatrizen kommutieren miteinander).

6. Li, LT_, LY keine Untergruppen von L, da sie Identitat
nicht enthalten.

7.L=Ll upPLl uTL! W PTL!.
8. Jedes A € L1 lasst sich als Produkt
A=LR
parametrisieren mit
(a) eigentlicher Drehung (3 Parameter)
1000
o mit D € SO(3)
0
und
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(b) spezieller Lorentz-Transformationen L (3 Parameter).

9. Insgesamt 6 unabhangige Parameter.

4.4.4 Langenkontraktion und Zeitdilatation

Definition von rdumlichen und zeitlichen Abstdnden (Lange
und Zeit) erfordert eine Messvorschrift.

Messung von Abstand und Zeit
Gegeben sei ein IS:

1. Langenmessung mittels in IS ruhenden (Standard-) Ma$-
stabs.

2. Versehe IS mit gleichartigen, ruhenden, synchronisierten
Uhren.

O 0

O At=02r P

t t+ At

Etwa: Standarduhr im raumlichen Ursprung O. Sende Licht-
signal von O nach P und mittels Spiegel wieder nach O
zuriick.

(a) Messe 2At¢ mit Hilfe der Uhr in O.

(b) Da c konstant, auch automatisch Abstandsmessung in
IS: OP = cAt.

(c) Synchronisation von Uhr in P mit Uhr in O durch
Emission eines Signals zur Zeit ¢t mit Information: Stel-
le Uhr bei Ankunft des Signals auf ¢ + At.

125



Langenkontraktion

IS’

IS

Vit

Y

Y

1. IS’ bewegt sich relativ zu IS mit V¢ in (gemeinsamer) -
Richtung.

2. Fin Stab ruht in IS’:

e Stabanfang bei 27,

e Stabende bei z}, < x,

e Ruhe- oder Eigenlange: [y = =} — 7).
3. Bestimmung der Lange in IS:

2 Beobachter markieren zur gleichen IS-Zeit (Teil der Mess-
vorschrift), o. B. d. A. ¢t = 0, die Position von Stabanfang
und -ende auf z-Achse.

4. Verkniipfung der Messungen

IS IS’

Ereignis 1 | z1,t1 =0 ) =y, t)

Ereignis 2 | 29 =0,t, =0 |25 =0,t, =0
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Zusammenhang zwischen Koordinaten (siehe Gl. (4.6))
lo = 2y = —yBcty + vy = Y1,

Lange des Stabes fiir Beobachter in IS:

. Langenkontraktion (Stab parallel zu Geschwindigkeit der
Relativbewegung der Systeme):

Relativistischer Effekt.

. Allgemein: Senkrechte Richtungen nehmen an spezieller
Lorentz-Transformation nicht teil:

72
I :l0||\/1—§, I, =1y,.

. Beachte: Die Messung eines in IS ruhenden Stabes der

Lange [y ergibt in IS’ mit der analogen Messvorschrift
(Gleichzeitigkeit in IS’) ebenfalls [ = [y/7.

. Beachte: Gleichzeitigkeit des Messvorgangs in IS bedeutet
i. Allg. nicht Gleichzeitigkeit in IS’.

127



4.4.5 Zeitdilatation

IS’

IS

Vit

Y
Y

L1 L2

O O

Y

1. IS’ bewegt sich relativ zu IS mit V¢ in (gemeinsamer) -
Richtung.

2. System IS mit synchronisierten Uhren.

3. 2 Beobachter in IS notieren Zeitpunkt, wann IS’-Uhr (im

Urspung von IS’) bei ihnen vorbeikommt und lesen IS’-Zeit
ab.

4. Verkniipfung der Messungen

IS IS’

Ereignis 1 |21 =0,t1 =02, =0,t, =0

Ereignis 2 | xzo = Vito, to zh =10, t,

Zusammenhang zwischen Koordinaten (siehe Gl. (4.6))
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Bewegte Uhr des IS’ geht gegeniiber IS-Uhren nach:

t th — ]
t2—t1::t:"}/t0: 0 = 2 1_
V2 V2

- o

5. Zeitdilatation oder relativistische Zeitdehnung.

4.4.6 Maximale Geschwindigkeit

Die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c ist die grofite Uber-
tragungsgeschwindigkeit fiir Signale und Informatio-
nen.

Voraussetzung: Kausalitat und Lorentz-Transformationen.

Forderung: Orthochrone Lorentz-Transformationen andern zeit-
liche Abfolge von Ursache und Wirkung nicht.

Begrindung in 141 Dimensionen:

1. Ereignis 1 (P): Am Ort x; wird zur Zeit t; ein Signal
abgestrahlt (IS-Koordinaten).

2. Ereignis 2 (@Q): Das Signal wird an einem anderen Ort x9
zur spateren Zeit to empfangen. Damit ist eine Konven-
tion fiir die Zeitrichtung in IS festgelegt.

3. Kausalitatsprinzip: Die Zeit von P muss in allen ISen,
die durch eine orthochrone Lorentz-Transformation aus IS
hervorgehen, kleiner sein als die Zeit von (), andernfalls
wiirde die Wirkung vor der Ursache eintreten.

4. Betrachte IS’

th—t] = to — 11) —
2 — U g (t2 —t1) — By c
> 1, orthochron

L2 — I

Iro9 — I
= Y(ta—t [1—57] .
Defininiere
To —x11
vV i= —.
tg — tl C
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v: Signalgeschwindigkeit in IS in Einheiten von c.
Kausalitat =

bh—t1 >0 Ath—t)>0 = 1-Bvr>0V —1<B<1.

D. h.
1> .

(a) =>1=1>v.
b)f—-—-1=1>—v=-1<v.

(¢) Zusammengefasst zu —1 < v < 1.

4.4.7 Abstandsbegriff und Minkowski-Diagramm

Betrachte Ereignisse P und () mit Koordinaten

(t1, 71,29, 73) und  (f2,91,92,¥3)
bzgl. KS. Der (verallgemeinerte) Abstand

si2 = s(P,Q)

= VA(ta—t)? = (y1 — 21)2 — (42 — 22)2 — (y3 — 73)?

- S(Qv P)

= 891 (48)
ist invariant bzgl. der Poincaré- oder inhomogenen Lorentz-
Transformationen

13; = Aijil,’j — ay, (49)

wobei

Ael, a€eR (i=0,1,2,3).
Bemerkung: Gl. (4.9) ersetzt die Galilei-Transformationen.

Definition: Der Abstand zweier Ereignisse heif3t

. . 2
zeitartig, 819 > 0,
lichtartig, » wenn{ s%, =0,
raumartig, s1y < 0.

Definiere
t12 = tg — tl und l%2 = (g— 3—7))2,
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Poincaré-Invarianz:
2 242 2 242 g2
S1g = Cl1g — lig = ¢™tyy” — lyy

1. Zeitartiger Abstand < Existiert KS’ mit I}, = 0, d. h. Er-
eignisse finden in KS’ an ein und demselben Raumpunkt
zu verschiedenen Zeiten statt:

;7 2
8%2 = C2t12 > 0

In KS’ vergeht Zeit

th, = —=
12 c

zwischen den beiden Ereignissen (so genannte Eigenzeit).

Bemerkung: Ereignisse an ein und demselben Korper be-
sitzen immer zeitartige Abstande.
Fir zeitartige Abstiande ist ein kausaler Zusammenhang
moglich. Da

If 2

kann — muss aber nicht — das frithere Ereignis das spatere
Ereignis auslosen.

2. Lichtartiger Abstand: s19 = 0. Nur ein sich mit der Licht-
geschwindigkeit c ausbreitendes Signal kann einen kausa-
len Zusammenhang herstellen.

3. Raumartiger Abstand < Existiert KS’ mit tj, = 0, d. h. Er-
eignisse finden in KS’ an verschiedenen Raumpunkten zum
gleichen Zeitpunkt statt:

2
8%2 = _ll12 < 0.

s19 ist imaginar. Raumliche Entfernung in KS’

1o ] 2
12 = 1\/ —S12-

l2
12 > C2
12 ’

12

ist ein kausaler Zusammenhang nicht moglich.
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4. Unterteilung der Abstande in zeitartige, raumartige und
lichtartige ist absolut, da Eigenschaft nicht vom IS abhangt.

Darstellung in einem Minkowski-Diagramm

Vergangen

1. Ereignis P im Ursprung (0, 0).

2. Diagonalen beschreiben Ausbreitung von Licht. Im (143)-
dimensionalen Fall: Lichtkegel.

3. Weltpunkte @ im Zukunftskegel (absolute Zukunft) konnen
von P kausal beeinflusst werden: |z/(ct)| < 1.
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4. Weltpunkte @) im Vergangenheitskegel (absolute Vergan-
genheit) konnen P kausal beeinflusst haben: |z/(ct)| < 1.

5. Weltpunkte der beiden anderen Bereiche (absolut entfernt,
manchmal auch Gegenwart genannt, da raumartig) sind
ohne kausale Verbindung zu P: |z/(ct)| > 1.

4.4.8 Eigenzeit

Beobachte von irgendeinem IS KS aus eine Uhr, die sich mit
Geschwindigkeit ¢/(t) bewegt. Betrachte infinitesimales Zeitin-
tervall [to, to + dt] in KS. 9(t() ist momentane Geschwindigkeit
(konstant). In KS zuriickgelegte Strecke

\/dx% + dzd + d=3.
F: Welches Zeitintervall zeigt bewegte Uhr an?

KS’ sei mit Uhr verbundenes Koordinatensystem (i. Allg. kein
IS). In KS’ gilt
dz}] = dz}, = dz§ = 0.

Invarianz des (verallgemeinerten) Abstands

ds* = c2dt? — dz? — da3 — dzi = c2dt”.

=
dz? + dz2 + da?
dt’ = dt\/l - 2 3
c2de?
Wegen
7P =02 4 vs 4 v = dry 2—|—
1 2 3 dt
gilt
d v2(t
ar—dt =98 Zap 1= 0 (4.10)

c c?
to =9 t to
7'2—7'1:/ dt\/l—vcg)S/ dt =ty — t3. (4.11)
tl t1

1. Definition: Eigenzeit = Zeit, die von einer Uhr, die sich
mit dem Korper mitbewegt, gemessen wird.
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2. Invariant unter Poincaré-Transformationen.

3. Figenzeit eines sich bewegenden Gegenstandes ist immer
kleiner als entsprechendes Zeitintervall im unbewegten Sy-
stem.

4. Physikalische Konsequenz: In der Atmosphare produzierte
instabile Teilchen kommen an der Erdoberflache an.

4.5 Vierervektoren und Tensoren

4.5.1 Vierervektoren

Notation:
) = ct,
' = z (bisher z;),
2> = y (bisher zy),
z® = 2z (bisher x3).

Fasse Koordinaten eines Weltpunktes bzgl. IS als Komponenten
eines vierdimensionalen Vektors auf.

Schreibe Minkowski-Metrik in der Form

2 2 2 2
M(z,z) = 29 —2'" — 2% — 2
= :170:1:0 + :171:1:1 + x2x2 + x3$3

_ u
= T,
mit
1 3

1. zg =2°, 21 = —2!, 29 = —2 und 23 = —2;

2. z* heiflen die kontravarianten Komponenten,
z, kovariante;
Schreibe z oder (z#) fiir Vierervektor.

3. ab jetzt: Griechische Buchstaben fiir Indizes, die Werte
0,1,2,3 annehmen;
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4. Einstein’sche Summenkonvention:

Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert: In jedem

Paar gleicher Indizes muss einer oben und einer unten ste-

hen.
5. Indizes lassen sich mittels

14
:L'/J‘ — g:u xV’

v
v

Ly

heben oder senken. Der metrische Tensor (siehe folgenden

Abschnitt) G besitzt folgende Eigenschaften:

9uv = YGup,
9oo
g = 0 fir p# v.

1 =—g11 = —g22 = —¢33,

(4.12)

Die Werte fir g"” stimmen mit denen fiir g,, iiberein.

6. Wichtig: Konsistentes Indexbild, d. h. auf beiden Seiten
eines Gleichheitszeichens miissen dieselben freien Indizes

auftauchen und dieselbe Lage haben.

4.5.2 Lorentz-Tensoren

Transformationsverhalten fiir kontravariante und kovariante Kom-

ponenten

Betrachte zwei ISe KS und KS’. Die Transformation werde

durch

't = A,z

(4.13)

fiir kontravariante Komponenten spezifiziert, mit der Definition

0 L «
ANy = ,altes” Ag,
0. ._ «
A 1 = ,,altes A01,
usw
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Beispiel:

A = L(pPe,)
v=:A% —By=:A% 0 0
_ —By Y 00
= 0 0 10 usw.
0 0 01
Vereinbarung fiir Symbolik:
Ay =AY (4.14)

AT = L(—Be,)

y=A"0= A" By=A"1) = A
By
0
0

USW.

SO = O O
_ o O O

8
0
0

Beachte: Reihenfolge und Stellung der Indizes entscheidend.

Fir die kovarianten Komponenten gilt

z, =z, A", =N, (4.15)
Begriindung;:
Lk _
x;L = gupa:'p = gup\' o2’ = g, yN' 597" x, =z, A lyu.
A 14
1

x: A™1 = GATG (Ubung 11). Verwende alte Schreibweise mit
v=1und u=j:

A_IVM = A_lz'j = (GATG)U = GikAglGlj
GirMinGly = G AiGri = gupN69°" =1 A",

Fazit: Vereinfachung der Schreibweise.

136



Definition Lorentz-Tensor

Ein Lorentz-Tensor T n-ter Stufe besitzt 4" Elemente:

kontravariante Komp. : ¥,
kovariante Komp. :  tx.....0,
gemischte Komp. : ¢V, 7.

Transformationsverhalten unter KS — KS’ (z'* = A*,z") fiir
n = 2:

£ = AN

e = ANt (=twA™ A7),
e = NN, (4.16)

Verallgemeinerung auf n Komponenten klar.

Heben und Senken von Indizes durch metrischen Tensor:

1. Betrachte Spezialfall eines symmetrischen Tensors 2. Stu-
fe:

st =g" 7. B. zta”.
Dann gilt
v __ pv __ vp __ VUV
S = GupS™ = GupS = =S p-

Deshalb existiert fiir diesen Spezialfall die Schreibweise

2. Regeln zur Erzeugung weiterer Tensoren analog zu Ab-
schnitt 3.2.5.

Bsp.: Jede Verjlingung erniedrigt Stufe des Tensors um 2:
thvP9 . n freie Indizes,

gupt" P 0 n — 2 freie Indizes.

3. A*, und A,” sind keine gemischten Komponenten eines
Tensors. Schreibweise vielmehr an konsistentes Indexbild
angepasst.
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Invariante Tensoren

Der metrische Tensor (oder Minkowski-Tensor)

9" = g7,
Guv = YGou,
mit der Darstellung in Matrixform
1 0 0 O
0 -1 0 0
A =
0O 0 0 -1

ist ein invarianter Tensor:
g/,uy — A,upAl/nga
_10
— AVUAupgpa — g,uTAl/UATJ — g/n' AVUA i
o

= gl“/_

Hierbei haben wir vom Kronecker-Symbol (Delta-Tensor) Ge-
brauch gemacht:

5 = 1 f?.l‘ =,
0 fir p # v.
Beachte:
g =97 = d=9""=g,
g’, = gﬂﬂgpy = of.
Der vollstandig antisymmetrische Levi-Civita-Tensor mit den
kovarianten Komponenten

1 fir (u, v p,0) gerade Permutation von (0, 1,2, 3)
€uwpe = § —1 fir (p, v, p, o) ungerade Permutation von (0, 1, 2, 3)
0 sonst

ist ein (Pseudo-) Tensor 4. Stufe. Begriindung analog zu Ab-
schnitt 3.2.8, jetzt nur fir (4, 4)-Matrizen.

Bemerkung: Wie bei O(3) unterscheiden sich Pseudotensoren
um einen zusatzlichen Faktor det(A) beim Transformationsver-
halten.
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4.5.3 Lorentz-Tensorfelder

Tensorfelder: Komponenten sind Funktionen von z.

Betrachte Funktionen S(z), V#(z) und T"(z). Es handelt sich
dabei um ein skalares Feld, (Vierer-) Vektorfeld (genauer: kon-
travariante Komponenten eines Lorentz-Tensorfeldes 1. Stufe),
Tensorfeld (2. Stufe), falls

S'(') = S(x),
V(2" A"V (2),
T () = AN T ()

mit
= A* Y.
Definition fiir Tensorfelder hoherer Stufe analog.

Anwendung einer partiellen Ableitung auf Tensorfeld n-ter Stu-
fe = Tensorfeld (n + 1)-ter Stufe.

Behauptung: % transformiert wie kovariante Komponente ei-
nes Vektors.
Begrindung:

2’ = ANy =2" = A_lypa:'p = A, 2"
[= AN, 2% = 2”).
——
Og
0 oz’ 0

oz'H ox'r OxV

9, ., 0

dzn " " gy
yep O
- Ao
0 0
= A/ :
" Oxv a 8x”]
Analog fur %. Zusammengefasst zu

0 0
= A VY
o't o oxv’
0 0
_ AK
oz’ A Yox,’

1

= A
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Niitzliche Schreibweise:

0 9,
8’u = @, o = a—xu (417)

Unterstreicht kovarianten /kontravarianten Charakter.

Anwendung: Elektromagnetisches Viererpotenzial

—_

(A (2)) = (B(2), Az))- (4.18)

Elektromagnetischer Feldstarketensor mit kontravarianten Kom-
ponenten:

FH(z) .= 0" A" (z) — 0" A (x). (4.19)
1. Antisymmetrischer Tensor 2. Stufe;

2. 6 unabhangige Komponenten: elektrisches und magneti-
sches Feld.

3. Beachte Faktoren von c.
Ilustration: Al(z) = A.(Z,1t), z. B.

1,0
A(Z 1) = avt= """ = Al(z),
c
10A,(7,1)  az
c Ot o
OAl(z) 0 az'
— aOAl — — 00 o
(z) 0xg 8x0£1/x0 C
_
¢

4.5.4 Postulat der speziellen Relativitat

Die Naturgesetze sind unter der Poincaré-Gruppe in-
variant.

Forminvarianz (d. h. Kovarianz) wird durch die Formulierung

als Lorentz-Tensorgleichungen gewihrleistet (Begriindung ana-
log zu Abschnitt 3.4).
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4.6 Relativistische Dynamik

F: Wie sehen relativistische Verallgemeinerungen von Kraft,
Energie und Impuls aus?

4.6.1 Relativistisches Kraftgesetz

Gegeben: Bewegtes Teilchen, das sich mit (momentaner) Ge-
schwindigkeit v relativ zu IS KS bewegt.

KSpk sei momentanes Ruhesystem. Wahle Achsen von KSp ||
zu Achsen von KS = spezielle Lorentz-Transformation

KS Ll(—é) KSgr

mit

v =By —By —B3v

> — By
LB =
(8) —Bay (Lgr) ’
— B3y
2
Lkl — 5kl + 1 T fyﬁkﬁl (kal — 17 27 3)7

B = Bi+p+ B <1,
1

Momentan bedeutet, dass die Parameter von ¢ (oder 7) abhéngig
sind.

Gesucht: Relativistische Verallgemeinerung von Newton II:

—

mr'=F.
Zwei wesentliche Bedingungen

1. Forminvarianz der Bewegungsgleichung bzgl. aller eigentli-
chen, orthochronen Lorentz-Transformationen (Bewegungs-
gl. kovariant, Tensorgl.).

2. Im Ruhesystem des Teilchens, ebenso wie im Falle sehr
kleiner Geschwindigkeiten || < ¢ muss die Bewegungsgl.
in N II ubergehen.
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Beschreibe Bahnkurve eines Massenpunktes in KS durch
' =2'(t) oder 2z'(r).

Information ist aquivalent, denn:

T Eigenzeit,
v2(t dt
dr = diyf1- 0 4
c y
; ; da’
z'(t) = o'(t) = i =t =t(1),

= z'=ct(r), «' = ' (7).

Vierergeschwindigkeit (Verallgemeinerung von v")

dz#
= — 4.20
B dr ( )
Beachte
(dz") . Vierervektor,
dr: Lorentz-Skalar,
dzi\ . <.
= —— | ist Vierervektor.
dr
Mit
d d
dr ~ 'at
gilt
dz? dz! dz? da? c, v, v? 3 .
(“M):7< dt’dt’dt’dt):( aa):'y(c’”)'
~~ — v
C c?
(4.21)
Ansatz fur relativistisches Kraftgesetz:
d2
mﬁx“(ﬂ = fH. (4.22)

m: Masse im Ruhesystem, Ruhemasse (innere Eigenschaft des
Teilchens, Lorentz-Skalar).
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Linke Seite: Komponente eines Vierervektors = (f*) Vierer-
vektor (Kovarianz).

Betrachte Kraft in KSp (Index R fiir Ruhesystem):

fr =0,

—

fr = F.
Kraft in KS (Riicktransformation)

—

=14 (=b)fr

Minkowski-Kraft (f*): Aus dem Ruhesystem ,angeschobene
Newton’sche Kraft (0, F).

4.6.2 Energie und Impuls

Ansatz fiir relativistisches Analogon zum Impuls p:

dz(7)
F=m . 4.23
p ] ( )

Ruhesystem KSg:

m Ruhemasse.

(P) = (mc,0),

Komponenten in KS:

—

p' = L', (=PB)pk
(p") = (yme,ym7).
Konsistent mit m - Gl. (4.21).

,Bewegte“ Masse:

m

—)2’
U
Vi-¢

m(v) = my=

m(@) — oo fiir |U] — c,
m fiir |v] — 0.
Setze
E — . 2 — —
(') =|—,p| mit E=ymc”, p=ymu. (4.24)
c
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Es gilt die Massenschalenbeziehung

B )
p=pip =g = (yme)’ = (ymd)” = yPm S (1-%) = m*c”.

Relativistische Beziehung zwischen Energie und Impuls

E = /(mc?)? + p2c2. (4.25)
1. p=0: E = mc?; Ruheenergie eines freien Teilchens.
2. |pc| > mc?: E — |p]c.
3. Masseloses Teilchen: E = |p|c.
4. Energie-Impulsspektrum

e Einheiten: 1 eV (= 1,602 - 107 J) entspricht Ener-
giezunahme eines Elektrons beim Durchlaufen einer
Potenzialdifferenz von 1 V. 1 GeV = 107 eV.

e Ruhemasse des Protons: M, = 0.938 GeV/c* = 1,67 -
10727 kg.

e Ruhemasse des geladenen Pions: M+ = 0.140 GeV//c?.

E [GeV]
1.4
1.2/
1
0.8
0.6
0.4
2
1 0.5 0.5 ;P [Gev/e]
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p [GeV/c]

5. Kinetische Energie T := F — mc?.
Ubung 12: Fiir |7|c < mc? gilt

=2 =2
p 1 p

T=L (1_= )
2m( imie >

4.6.3 Konsequenzen aus Energie- und Impulserhal-
tung

Spezielle Relativitatstheorie + Feldtheorie + Quantenmecha-
nik = Quantenfeldtheorie: Beschreibung fiir Erzeugung und
Vernichtung/Zerfall von Teilchen.

Hier: Keine Dynamik (explizite Angabe von Wechselwirkung),
nur Konsequenzen aus Energie- und Impulserhaltung.

1. Zerfall eines Teilchens in n Teilchen

(a) Zweikorperzerfall

o 77 — ptv,: Zerfall eines positiv geladenen Pions
in ein (Anti-) Myon und ein Myonneutrino (schwa-

che Wechselwirkung).

o 10 — ~v: Zerfall eines neutralen Pions in zwei

Photonen (elektromagnetische Wechselwirkung).

e ATt — p 4 7T Zerfall der zweifach geladenen
Deltaresonanz in ein Proton und ein Pion (star—
ke Wechselwirkung).
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Viererimpulserhaltung:

P' = pi + p5.

Ruhesystem des zerfallenden Teilchens = Schwerpunkt-
system (engl.: cm fiir center of mass) der beiden Zer-

fallsprodukte:
Mc® = E,+ Es,
0 = p1+p

=

|p1| = |pal-

Wahle so genannte natiirliche Einheiten c=1:

M = FEi+FE =
El = (M-E)? =
mi+p3 = M?—-2ME, + E; =
~—
ms + P3 = m3 + P
2ME, = M*4+m;—m; =
M?+m3 —m?
Ey = =
? 2M
M? +m2 —m?\’
2 | =2 2 1
= =
my + Py ( oM )
g2 = MU 2M(m) —mi) + (m) —mi)® — AM*m3
2 4M?2
_ M* — 2M?(m? + m3) + (m3 + m3)? — 4m2m3
4M?
_ (M —mi —mj)® — dmim3
B 4M? ‘
i. Fazit: Im Zweikorperzerfall ist die Kinematik vollstandig

durch die Massen der beteiligten Teilchen bestimmt.

Fiige ¢ wieder ein:

(M? = mi —mj

)2 — 4m%m% 2

52 52
b1 =Ps—=

40>

ii.
iii. Spezialfalle:
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(b) Beriihmtes Beispiel fiir Dreikorperzerfall:
n—p+e —+ V.
1930: Pauli postuliert weiteres Teilchen, um den , Ener-

giesatz zu retten“, da kontinuierliches S-Spektrum im
Gegensatz zu scharfem Impuls beobachtet wird.

2. Produktion eines schweren Teilchens
p+py = P
(a) Teilchenstrahl trifft auf festes Target:
M?c* = P* = pi+2p1-p2+pj

= mic? 4+ 2m By + mic®

M2 . m2 . m2
= EQ = 1 2(Z2N]W2.
2m1

(b) Kollision zweier Strahlen:
By + By = Mc?.

3. Elastische Streuung und Produktion von Teilchen (siehe
Ubung 12).

Pionphotoproduktion: v(k) + p(p;) — 7°(q) + p(py)-
(a) Viererimpulserhaltung
k' +pi =" + Pl (4.26)
Tensorgleichung: Gilt in allen ISen.
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1. c=1;
ii. M = M, = 938 MeV;
i, m = M.o = 135 MeV.
(b) Definition
i. Laborsystem (LS): Target in Ruhe, d. h.
pi = 0. (4.27)
ii. Schwerpunktsystem (SPS):
4 =0+ 0 =0. (4.28)

Konvention: Indiziere Komponenten von Vierer-
vektoren im SPS mit x.

(c) Definition
s=(pi+k) = (ps+a)"
Auswerten im SPS:
s = (B + E})* = (B} + E;)*.
Interpretation: /s ist Gesamtenergie im SPS.
i. Zusammenhang zwischen s und LS-Photonenergie:
s = (pi+k)?>=(M+E)~ kX =M +2ME,

E2
gl

s — M?

= E, = Wi

ii. Zusammenhang zwischen s und SPS-Photonenergie:
Vs = Ef + £ =
Ef = Vs—E =
EP = M*+E® =s-2/sE + E

s — M?
B = .
~ 7 24/s
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iii. Schwellenproduktion (engl. threshold production):
Im SPS steht genau so viel Energie zur Verfiigung,
um das Pion in Ruhe zu erzeugen,

S| = (M 4+ m)>.

A. LS
Z (M +m)*—M* 2Mm+m’
Ythr IM T IM
= (1—|—£)m>m
2M '

Ein Teil der Photonenergie geht in den Riick-
sto} des Proton-Pion-Systems.
Beachte: Im LS gilt

—

k= q+ py,

d. h. Proton und Pion bewegen sich.

B. SPS
7 (M +m)*—M* _ 2Mm+m?
Yehe T (M 4m)  2M +2m
14 2
= 2 < m.
1+ 2

Wegen der kinetischen Energie des Protons im
Anfangszustand ist die benotigte Photonener-
gie im SPS kleiner als m.

(d) Lorentz-Transformation vom LS zum SPS:
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SPS bewegt sich mit gé, relativ zu LS:

Laborsystem

Bestimmung von £:

By =

(M,0,0,0) L(géZ)

oo R, O
o= o o
=2 O Oy
ococ o

By _ptl_ B

_s—M2 1

Schwerpunktsystem

(E;,0,0, _|ﬁi*|)

M Li
0 ! 0
0 - 0
—ByM — | *|
25
s+M?2
s — M?

v B Vs Ej

M?+2ME, — M?
M?+2ME, + M?

M+ E,
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Zusammengefasst:

s—M2_ E,

b= P~ M+ By

(e) Im Detektor werden die Zerfallsphotonen des 7

gewiesen.

nach-

Hier nur Spezialfall der Schwellenproduktion: Verein-

fachung, da Pion-Ruhesystem und SPS iibereinstim-

men.

70(q) — v(k1)y(ko) ist Zweikorperzerfall. Betrachtet
man (unendlich) viele Zerfille, so ist die Winkelver-

teilung im Ruhesystem isotrop (keine Richtung bevor-

zugt).
Parametrisiere
( 1
: pEy sin(0*) cos(¢*)
Photon 1+ (k") = & sin(6*) sin(¢*)
\ cos(6*)
( 1
ey m | —sin(6*) cos(¢*)
Photon 2:  (k}") = 92| = sin(0*) sin(¢*)
\ — cos(6*)
Transformation in LS mit L( 5éz)
v 0 0 By
0 10 0 sin( 9* ) cos(
0 01 0 sin(0*) sin(¢
By 00 ~ cos(6*)
v[1 + B cos(6*)]

_m sm(@*)cos(qb*)
2 | sin(6*)sin(¢*)
V1B + cos(67)]

Fazit: Kugelform aus SPS ist in LS deformiert.
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4.6.4 Lorentz-Kraft

Gesucht: Relativistische Schreibweise fiir Lorentz-Kraft in ei-
nem IS KS.

Starte mit Gl. (4.22):

d2
mg:ﬁ“(T) = f*.

Betrachte Teilchen mit Ladung ¢ in einem elektromagn. Feld.
Im momentanen Ruhesystem KSp wirke Kraft

—

F = qER

mit elektrischer Feldstiirke E r im Ruhesystem.

Driicke E durch E und B aus KS aus (Ubung 12, Aufgabe 3):
ER: EH +7(EJ_+BX g)

| und L beziehen sich auf §.

—

Minkowski-Kraft f# = L*,(—8)f} in KS aus

#0 gl Pry By Py

fl _ By 1+ 1+75151 1+75152 11—7&53

f z Bay 1+75251 1+ 1+75252 1+75253

/ By BB TBsfr 1+ B

B2E)
Verwende nun
2 2
2 2 B 1+p8°—1 2
v e g
2 2
T 2 v =1
1+ = 1+ —1+y—1=
1+75 v+ 1 7 7



_ G-E
(f“)7q<ﬁ+gxg>. (4.29)

Aber: Schreibweise nicht manifest kovariant, d. h. Tensorcha-
rakter nicht direkt ersichtlich.
Deshalb

d q
ot (1) = LRy, 4
mo—u (1) M (4.30)

mit

(u") = (ye,70)
Gl. (4.29) und (4.30) sind dquivalent, denn:

0 —-E, —E, —E,
E, 0 -B., B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0

(Fm) =

Damit gilt
F%u,=~%-E

und

FYu, = E,yc + B.yv, — Byyv,,
F?u, = E,y¢ — B,yv, + Byyv,, ve(E + B x B).
F3u, = E,vc + Byyv, — Byyvy,
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Kapitel 5

Maxwell-Gleichungen

5.1 Kovariante Form

Gegeben sei eine Ladungsdichte p(Z,t) und eine Stromdichte
J (7, t), zusammengefasst zum Vierervektor

(J(x)) = (cp(@, ), J(,1)) (5.1)

mit
JH(x')y = A, T (), aF = AF,a". (5.2)
Gegeben sei aulerdem ein elektromagnetisches Viererpotenzial
(A%(z)) := (2(Z,1), A(Z, 1)) (5.3)

mit Feldstarketensor

(F"(z)) = (9"A"(z) — 0"A¥(z))

0  —E(&t) —E,(z,t) —E.(Z¢)
| E@t 0 —B.(&t) B,(&1)

E,(&1) B.&t) 0 —B(&1)

E(%t) ~B,& 1) B.(&t) 0

Inhomogene, mikroskopische (d. h. mit Quellen im Vakuum)
Maxwell-Gleichungen:

4
g, =2 . (5.4)
C

Entspricht (Teil 2, Ubung 1, Aufgabe 3)
V-E = 4Ap,

. . 10E A -
Y A
c Ot C
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Definiere dualen Feldstarketensor

1

F”V = —§6MVpUFpU, €0123 — 1. (55)
Exemplarisch
~ 1
01 _  _* 0lpo _ L[ 0123 0132 _
P = 2, 2<e Fs +¢ 1§2)__ B,
-1 -B, 1 B,
Fl? — —61230 F30 —E,.
+1 _p,
Matrixschreibweise
0 -B, -B, —B,
~ B 0 E, —-FE
py — x z y
(F) B, —E. 0 B, (5.6)
B, E, —E, O
Beachte o
Homogene, mikroskopische Maxwell-Gleichungen:
0, F" = 0. (5.7)

Entspricht (Teil 2, Ubung 1, Aufgabe 5)

— —

V-B = 0,
. - 10B
E+-2 — o
VX B c Ot
Gl (5.7) ist automatisch erfiillt, denn

~ 1
8MFIUV _ _56;;1//)08“((%140 . aUAp) — _EuupaauapAa = 0,

da €P? antisymmetrisch unter y <+ p und 9,0,A, symmetrisch
unter p <> p.

Auflerdem impliziert Gl. (5.4) die elektromagnetische Vierer-
stromerhaltung

8,J" =0, (5.8)
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denn

C 14
0" = —0,0,F"" =0,

da 0,0, symmetrisch unter p <+ v und F*” antisymmetrisch
unter p <> v.

Bemerkungen

1. Maxwell-Gleichungen: Grundgleichungen aller klassischen,
elektromagnetischen Phinomene (Elektrodynamik).

2. Nicht beweisbar; Postulat, aufgrund von Schliisselexperi-
menten plausibel.

3. Partielle DGLen fiir die Felder E und B.

4. Definition der elektromagnetischen Felder erfolgt iiber die
(Lorentz-) Kraft F' auf eine Punktladung g¢:

—

F=qE(Ft) + g x B(7,1).
C

5. Die Maxwell-Gleichungen (5.4) und (5.7) sind Tensorglei-
chungen. Sie gelten in allen ISen, die durch Lorentz-Trans-
formationen miteinander verkniipft sind.

5.2 Zusammenstellung Elektro- und Magneto-
statik

Statische Phanomene, d. h. keine Zeitabhangigkeit =

Elektrostatik Magnetostatik
ﬁ-ﬁz47rp, ﬁ-é—O,

— — — — 4 —

VxE =0, VxB = 2J
C
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E = E(Z), usw.

Trennung in elektrische und magnetische Phanomene.
Aber: Vom Beobachter abhangig, siehe Gl. (5.2) und Teil 1,
Ubung 12, Aufgabe 3 und 4.

5.2.1 Coulomb-Gesetz und elektrische Feldstarke

Motivation: Coulomb-Kraft zwischen positiv geladenen Atom-
kernen und negativ geladenen Elektronen dominiert Erschei-
nungsform der gewohnlichen Materie.

Gegeben: Punktladungen/Punktteilchen mit Ladung/Masse
¢i;/m; an den Positionen 7; (i = 1,2).

ﬁlg ist Kraft, die 2 auf 1 ausiibt.

Coulomb-Kraft Gravitation
= Ti — T = 1 — 1)
Iy = q@z—>73 Fig = =Gmima=——=73
T — T2 |71 — 7%
Bemerkungen

1. N III: ﬁu = —ﬁgl.
2. Coulomb-Kraft ~ 1/r2.
3. Zentralkraft:

(a) Abstoend, wenn ¢; und g dasselbe Vorzeichen besit-
zen.
(b) Anziehend fiir entgegengesetztes Vorzeichen.
4. Ladung ist quantisiert, Bausteine der gewohnlichen Mate-

rie besitzen Ladung +e (Proton) und —e (Elektron) (sowie
0 fiir Neutron).

Quantisierung auf der Ebene des Standardmodells unver-
standen.
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Ladung ist additiv: Gesamtladung = Summe der einzelnen
Ladungen.

Auf einer makroskopischen Skala ist Ladung praktisch kon-

tinuierlich.

5. Groflenordnung: Betrachte Elektron und Proton
e 39
— ~ 210",
Fg

Definition des elektrischen Feldes uber Kraft, die auf Testla-
dung ¢ an Position ¥ wirkt:

F(Z) = qE(&). (5.9)

Es gilt das Superpositionsprinzip: n Ladungen an den Positio-
nen Z; erzeugen das elektrische Feld

—

=Y E(#@) = Zqzé ;Z‘?). (5.10)
1=1

1

Annahme: Sehr viele (idealisierte) Punktladungen = Beschrei-
bung mittels Ladungsdichte.

Az

=21

Agq sei Ladung in kleinem Volumen AzAyAz am Punkt £
Aq = p(Z")AzAyAz.
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n
= Verallgemeinerung Z g — / dgfL’/P(f SREE

1=1

- NE YL
B = / A () (5.11)

5.2.2 Dirac’sche Deltafunktion

Gesucht: (Verallgemeinerte) Funktion, die so scharf um einen

Punkt x( lokalisiert ist, dass
/diL’ f(z)d(z — zo) = f(x0).
Rigoros: Theorie der verallgemeinerten Funktionen oder Distri-

butionen.
Intuitiv: Betrachte Funktionenschar (e > 0)

Y

o=
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Berechne Faltungsintegral

[ L[

1:1—1}6 _Oodxde(x—xo)f(x) = 11_1}(}? s dz f(z)
s o f@)
R el

x: Mittelwertsatz der Integralrechnung, T € [—¢/2,¢/2].
Vorsicht: Grenzwert auflerhalb des Integrals.

Fihre neue Schreibweise ein:

lim N dz d.(z — z) f(z) = /_oo dz §(z — =o) f(z) = f(z0).

e—0 PN 00
Dirac’sche Deltafunktion

Eigenschaften
1. 6(x — z9) = 0 fur = # =xo.
2.

b 1 fiir zg €la, b,
/ dz §(z—xz¢) = { nicht definiert fiir 2o = a oder z¢ = b,
a 0 sonst.

3. Fiur stetiges f: R — C gilt

/_Oo dz é(x — zg) f(x) = f(xo).

o0

4. Fir stetig differenzierbares f : R — C gilt

/_oo dz &' (2 — 30)f(2) = — f' (o).

o0

5.
1
6(f(z)) = Z WCS(ZL“ — ),
i @(«”3@‘)
unter der Annahme, dass f nur die einfachen Nullstellen
x; besitzt.
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10.

11.

12.

13.

14.

6(7 — 4) = d(z1 — y1)0(w2 — y2)0 (73 — y3).

Koordinaten’g}ansformation (

517 527 53)7
dil?]dxgdilig
dé1déedés

6(& —&1)0(& — &)d(& — &).

(xla T2, 373)
Jacobi-Matrix J,(§) :=

) = 1
 |det(7:(6))]
Kugelkoordinaten:
1
T2 sin(6)

5(z — 3’

(% — 3’

(r —)3(0 — 0)3(6 — o).
Zylinderkoordinaten:

3 =) = 2 8(p = )3z = )0(6— ).
Darstellung:

d(z—y) = % /_: dk exp(ik(z — y)).

Darstellung (¢, ¢’ € [0, 27]):

lim [ dzé,(z — =) f(z) = f(z0).

n—oo
(e = [,

nsin(nz)

Etwa:

s nx
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15. Heaviside-Sprungfunktion:

1 fur =z > 0,
o) = {0 fiir z < 0.
dO(z)
= J(x).
W ()
16. Beispiel: n Punktladungen ¢; an den Positionen ;.

Ladungsdichte
p() =) ab(ZF - 7).
i=1

5.2.3 Gaufl’sches Gesetz

Betrachte Punktladung ¢ und geschlossene Oberflache S. Ku-

gel (Kreis) nur zwecks Veranschaulichung. Argument gilt fiir
beliebige Oberflache.

n: Normaleneinheitsvektor senktrecht zur Tangentialebene,
da: Flachenelement.

Betrachte Produkt aus Normalkomponente von E und Flichen-
element:

E-fda= % cos(f)da .
T2 e’
r2dQ
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dQ2: Raumwinkelelement zu da an der Position der Ladung
= E-fda=qdQ.

Integriere Normalkomponente von E iiber die gesamte Ober-
flache. =

e Gaufi’sches Gesetz fiir eine einzelne Punktladung:

= . . | 4mq firginnerhalb S,
]iE ida= { 0 firqauflerhalb S.

e Mehrere Punktladungen:
%E-ﬁda =47 g
S i

Summe lauft nur iiber Ladungen innerhalb der Oberflache.

e Kontinuierliche Ladungsverteilung p(Z):

%E-fzdazélw/ pdPz = 47Qy . (5.12)
S v

V': Von S eingeschlossenes Volumen;
Qv: Ladung in V.

e Voraussetzungen:

1. Coulomb-Kraft ~ 1/r,
2. Zentralkraft,

3. Superpositionsprinzip.

e Einfache Anwendung;:

Fiir eine Punktladung im Koordinatenursprung oder eine
kugelsymmetrische Ladungsverteilung gilt




da man das KS beliebig drehen kann.
Sei S Kugeloberfliche mit Radius 7, 7 = é,, da = r2dS).

%E-ﬁda = /E(r) &, - &, 72dQ = 4nr?E(r)
S \,—/

1
= A4r 3z = 47Q(r
[ » Q).
Q(r
= E(r)= :2),

wobei Q(r) die in der Kugel mit Radius r enthaltene Ge-
samtladung ist.

5.2.4 Differenzielle Form

GauB’scher Satz (Divergenztheorem)

A stetig differenzierbar, S = 0V geschlossene Fliche, n nach
auflen gerichteter Flachennormaleneinheitsvektor (kurz duflere
Normale von S):

fﬁ-ﬁdazfﬁ-ffd%. (5.13)
S |4

Sei V' beliebiges Volumen.

— —

V- E = 4np. (5.14)
Differenzielle Form des Gaufl’schen Gesetzes der Elektrostatik.

¢

5.2.5 Stetigkeit an Grenzflachen

Aufgabe: Bestimmung des elektrischen Feldes verursacht durch
eine vorgegebene Oberflachenladungsverteilung o.
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v
7/
: s
N
i AW

Sute

n: Normalenvektor von Seite 1 nach Seite 2.

/6Ed3x
.

= %E-ﬁda
S

7

= (—El + EQ) : ’fLAiEAy

= 47T/pd3a:
1%

= 4np AhAzAy.

«: Decke und Boden. Seitenflachen vernachlassigt. El und Eg:
Mittelwerte auf Decke und Boden.

Definiere Oberflachenladungsdichte

=

lim pAh = 0.
Ah—0

(EQ — El) -n = 4rno.

(5.15)

Die Normalkomponente von E ist unstetig und macht einen

Sprung um 47o.

Satz von Stokes



Verwende V x E = 0.

Sevte
«— Do —

e ———
Sute

0= % E—)dgz AlEQt—F(—Al)Elt - Al(EQt—Elt) = Elt = Egt.
C

Die Tangentialkomponente von E ist stetig.

5.2.6 Skalares Potenzial
Gleichung (5.14) legt E noch nicht fest.

Satz: Gegeben seien V-Aund V x A. Dann ist A bis auf VA

mit V2A = 0 festgelegt.

Elektrostatik
VXE=0
Begrindung;:
(= 3.1 (=) T — f,
I
H’T/
Ubung: —V|f_lf,|
- 1
— 3 -
— —V/d ' p(Z") 7

(5.16)

Definition des skalaren, elektrostatischen Potenzials ® (eindeu-

tig bis auf Konstante):

=/
cp(:f):/d%' M) B e
T

(5.17)



Beachte: Integration iiber den gesamten Raum (Jackson: ,In-
tegration iiber alle Ladungen im Universum*).

= VxE=-VxV®d=0.

Physikalische Interpretation:

Betrachte die Arbeit, die verrichtet wird, wenn eine Probela-
dung ¢ im Feld E von 77 nach 75 auf einem Weg @ bewegt wird.
Kraft, die auf q wirkt:

Wiy = —/Cﬁ ds?:q/cﬁcb dgzq/ Vo (a(t)) diit)dt
bdo(a
= o [ = () - o)

«: Negatives Vorzeichen, da Arbeit an der Ladung gegen die
Wirkung des Feldes verrichtet wird.

Interpretation: ¢® ist potenzielle Energie der Probeladung im
elektrostatischen Feld.

Da E ein Gradientenfeld ist, ist das Integral wegunabhangig

und somit
j[ E-d5=0.
C

Unter einer Aquipotenzialﬂéche versteht man die Menge aller
Punkte & mit ®(#') = konst. Wegen £ = —V® ist E || Flachen-

normale.

Visualisierung

1. Pfeile: Zeichne an ausgewahlten Punkten Pfeile in Rich-
tung des elektrischen Feldes an diesem Punkt, Pfeillange
~ |E].

2. Zeichne Schar von Linien. Das Feld ist tangential zu Lini-
en, Betrag wird durch Liniendichte wiedergegeben.
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3. Elektrische Feldlinien beginnen in positiven Ladungen (oder
im Unendlichen) und enden in negativen Ladungen (oder
im Unendlichen).

4. Beispiel

5.2.7 Poisson- und Laplace-Gleichung

Grundgleichungen der Elektrostatik
GauB’sches Gesetz V- E = Amp

und
VxE=0 = FLIF=-Vo.

Einsetzen in Gaufy’sches Gesetz = Poisson-Gleichung

V20 = AD = —4rp (5.18)

mit dem Laplace-Operator

0> 0> 0?

ox3 * ox3 T oz’

In Raumgebieten ohne Ladungsdichte gilt die Laplace-Gleichung
(5.19)

Losung fir Poisson-Gl. aus Gl. (5.17) lautet

B(F) = /d3x’ H(f'ﬁ)q.

Z— &

A =

Als Vorbereitung benétigen wir
1
A= = —47i (7). (5.20)
r
Begriindung;:
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o r=20:

Betrachte Volumenintegral iiber Kugel V',

1 -
/d3:z:A— /d%v ( 3>
v r v T

Wende Gaufy’schen Satz an

-

—

r . - . .
3 nda = —4m (unabhangig vom Kugelradius).

&, r2dQ

Betrachte Grenzwert V — 0 =

r r3
Verallgemeinert
1 - S
A|f_ 7 = —47d(% — '), (5.21)
=
1
AD(F) = A/d3 P& /d%’p(f;')A _
17— 7| |7 — 7|

_ / B/ (& )[—m(f— )] = —4mp(7).

5.2.8 Green’sche Satze

Bisher: Potenzial fir Ladungsverteilung in einem unendlichen

Volumen.

Gesucht: Beschreibung fiir endliches Volumen mit oder ohne
Ladungen, wobei Randbedingungen fiir die begrenzenden Ober-
flachen vorgegeben seien.
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Ausgangspunkt: Gaufy’scher Satz fiir stetig differenzierbares Vek-
torfeld A,

/ifﬁﬁx:fliﬁm. (5.22)
Vv S

Sei A = qbﬁiﬁ mit stetig diffenzierbaren skalaren Feldern ¢ und
Y. Es gilt

V- (V) = V- Vi + ¢V, (5.23)
PV - h = ¢gz. (5.24)

Richtungsableitung von ¢ im Punkt # in Richtung n:
0 r+4tn) — (T
O 0 UE 1) = U(@)
on t—0 t

Setze Gl. (5.23) in linke Seite von Gl. (5.22) und GI. (5.24) in
rechte Seite von Gl. (5.22) ein.
= Erster Green’scher Satz

Y
O

da. (5.25)

[ (90Tt o)t~ § o

Vertausche ¢ und ¢ und subtrahiere das Resultat.
= Zweiter Green’scher Satz oder Green’sches Theorem

=9 =9 N 13 g 99
/V(qbv v — Vi) d’r = ji <¢8ﬁ ¢8ﬁ> da. (5.26)

Umwandlung der Poisson-Gleichung fiir ® in eine Integralglei-
chung mit Hilfe des Green’schen Theorems:

e 7 ist Beobachtungspunkt, i ist Integrationsvariable.

o Setze
1 1
R |7—-y|
o = .
e Verwende
V20 = —4np



und (Teil 2, Ubung 3, Aufgabe 1)

= Fur # in V gilt

O (F)[—4md(@ - 7)] - 1[ trp(7)] | dPy
A )

) 4 o1 10d
— _And(F da.
" v R }[( onR  Ron )"

=

) o(7) 5 1 100 _ 01 .
o7 = | Y - 32 .
(2) /V Rdy—l— <R8n Y da, eV
(5.27)

Vergleich mit Gl. (5.17) fiir den gesamten Raum:

D(7) = /d3 , p(Z )/|

|z —Z

Betrachte S — oo in Gl. (5.27) unter der Annahme, dass E auf
S starker als 1/R abféllt. = Gl. (5.27) — Gl (5.17).
5.2.9 Randwertprobleme und Eindeutigkeit

1. Dirichlet-Randbedingung (D): Angabe des Potenzials auf
geschlossenem S (z. B. Leiteroberflichen, die auf gegebe-
nem Potenzial gehalten werden; Leiter: Ladungstrager frei
beweglich).

2. Neumann-Randbedingung (N): Angabe der Normalenab-
leitung auf S.

Gesucht: Losung der Poisson-Gleichung
AP = —4rmp

innerhalb einer Oberfliche S mit (D) oder (N).
Behauptung:
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e (D) hat eindeutige Losung,.
e (N) hat bis auf irrelevante Konstante eindeutige Losung.

Annahme: ®; und &, Losungen, die dieselben Randbedingun-
gen erfullen.
U:= CI)Q — (131

mit
1. AU=0inV
2. U=0auf S (D) oder 9U/0n = 0 auf S (N).

Wende 1. Green’schen Satz mit ¢ = ¢ = U an:

= = 3
/V(VU-VU+UAU)dx

0
-~ /WUFd%
——
>0
oU
_ d
ﬁorU by 2L '
i (D) )

= 0.
= VU =0inV = U ist konstant.

1. (D): U =0 auf S. Stetigkeit von &; = &; = &9 = eindeu-
tig.

2. (N) (132 = (I)1+ konst.

3. Eindeutigkeit auch fir gemischte Randbedingungen, d. h.

(D) auf einem Teil von S und (N) auf dem restlichen Teil
von S.

4. Beides gleichzeitig, d. h. ® und 9®/0n lassen sich nicht
beliebig vorgeben, da jedes Problem einzeln schon eine ein-
deutige Losung besitzt. = Vorsicht mit Gl. (5.27).
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5.2.10 Beispiele

Leiter: In einem Leiter (Metall) konnen sich die Ladungstrager
naherungsweise frei bewegen. = Im statischen Gleichgewicht
gilt in einem Leiter

E(Z)=0 = &) = konst.

Grenzflache Leiter-Vakuum

Gebiet 1: Metall, E;=0.
Gebiet 2: Vakuum.
Stetigkeitsbedingungen =

By =Ey = Ey(Z)|s=0,
(By— E)) = 4no = Ey(Z)|s = 4no(&).

Faraday’scher Kafig

= beliebig geformte, geschlossene Metallflache.
In V keine Ladungen:

AP = 0inV,
d|ls = Py = konst.

(D): & = ®y ist eindeutige Lésung = E = 0 im Faraday’schen
Kafig.
5.2.11 Formale Losung mit Green’scher Funktion

Ziel: Losung der Poisson- oder Laplace-Gleichung in einem end-
lichen Volumen mit (D) oder (N) auf S.

Hilfsmittel: Green’sche Funktion G(Z,y) mit

AG(Z,y) = —4né(Z — 7). (5.28)

Es gilt
G(Z.7) = I:Ei 1+ F(E.4). (5.29)

wobei
AF(Z,y)=0firye V. (5.30)
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Strategie: Verwende Green’sches Theorem, Gl. (5.26), mit ¢ =
® und ¢y = G und wahle F' so, dass das Resultat fiir eine
gegebene Teilfliche nur noch entweder (D) oder (N) enthalt.

Rechenschritte wie in Abschnitt 5.2.8 mit 1/R — G: =

1. (D): 0®/0n soll nicht auftreten. =

Gp(Z,7) =0 fiir 7 € S,

P(7) = / o(§)G (. 7)d%

1 0G (7, 7)

D(f) =55 da, Fe V.(5.32)

_Es

2. (N): Vorsicht!
Der naive Ansatz
OGN (Z,Y)
on
steht im Widerspruch zu Gl. (5.28), denn

%Mda _ j[ﬁyGN(f,y") A da
S on S
-

- / 57 — )%y
14

= —A4r.

=0firye S

Einfachste zulassige Randbedingung fir Gy:

8GN(£’,37) 41 5
2N I) T g
5 5 ur y € S,
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wobei S der Flacheninhalt der Oberflache ist. Mit
OGN(Z,y
(D)g = S]{Qda———% (¥) ny)da

gilt
1 00 (y)
O(7) = ( 7Gx (F, 7)) dPy+— 2§
@) = @)s+ [ pGNE DT+ § Cn(ad) T
(5.33)
fir 7 e V.

3. Bemerkungen

(a) Die Green’sche Funktion ist unabhéngig von den ex-
pliziten Dirichlet- bzw. Neumann-Randwerten.

(b) Die Bestimmung ist haufig sehr kompliziert, da abhéngig

von der Oberflachenform.

(c) Interpretation von F(Z,y): Losung der Laplace-Glei-
chung in V. Stellt das Potenzial eines Systems von
Ladungen auflerhalb V' dar.

5.2.12 Elektrostatische, potenzielle Energie und Ener-
giedichte

Betrachte skalares Potenzial ® mit ®(Z') — 0 fiir r = |7 — oc:
Wi = ¢;2(Z;)

= potenzielle Energie einer Punktladung ¢; in Z;
= verrichtete Arbeit, um ¢; aus oo nach #; zu bringen.

(') werde durch n — 1 Ladungen ¢; in &; erzeugt:

—_

R e ?
o(7) = J_,|.

“ |7 —

J

Potenzielle Energie der Ladung ¢; in Z;:
n—1 a:
J
=4 = =
Z ; % — ]
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Gesamte potenzielle Energie aller Ladungen aufgrund der elek-
trostatischen Krafte:

n  i—1

=3 ﬁ (5.34)

i=1 j=1

Anschaulich: Bringe eine Ladung nach der anderen aus dem
Unendlichen in ihre Position, dabei wirke jeweils das Potenzial
derjenigen Ladungen, die schon bewegt wurden.

n=2:

W(Zy,%2) = _’q2—q1_)
|y — T
n—1—n:
W(iL’], . ,fn_l,fn)
n—1 q
j=1 n - x.]‘
n—1 i—1 q n—1 q
i=1 j:1| i = 7| j:1| n = 7l
n i—1 a0
= qi |_,_ _’7 _,.|
im1 =1 P
Symmetrische Form:
1 qiq;
W == = 5.35
2 Z |Z; — T (5.35)
1,0 =1
i F ]

Kontinuierliche Ladungsverteilung;:

W = %/d%/di"y M. (5.36)

7 — 7|

Verwende

B (i) = / aty L)

1z — |
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— Aquivalenter Ausdruck:

W = 1/d“”gc p(2)®(Z). (5.37)

2

Gesucht: Ausdruck mittels elektrischen Feldes. Interpretation:
Die Energie ist im elektrischen Feld gespeichert, das die Ladun-
gen umgibt.

Verwende Poisson-Gleichung V2P = —4p:

SIS R AT S
W = SW/deCID(x)CD(a:).

Standardargument: , Partielle Integration liefert ...«.
Damit ist Folgendes gemeint:

VP =V-(VPP)— V- V.

Verwende fiir das erste Integral den Gaufi’schen Satz mit Ku-
gel, deren Radius gegen oo geht. Fiir eine raumlich begrenzte
Ladungsverteilung geht ® mindestens wie 1/r gegen null, Vo
mindestens wie 1/r%. =

3, O . (O o S5 o 2
/de-(VCDCI)) = lim o VO -6,r°dQ

r—o0 S l l
1
~ lim — =0.
r—oo T
=
1 = o 1 B
W:—/d3xV<I>-V<I>:—/d3xE2. (5.38)
8w 8w

Man spricht auch von der Feldenergie, da Bezug zu Ladungen
verschwunden ist.
Energiedichte:

w(Z) = —E*Z). (5.39)

e Potenzielle Energie zweier entgegengesetzt geladener Punkt-
ladungen ist negativ, W aus Gl. (5.38) > 0.

e Widerspruch? Nein: Gl. (5.38) enhélt Selbstenergiebeitrige
zur Energiedichte w.
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[Mlustration

-»
q X
1
Qa
Xa 2,
Q
(= f_fl f—fg
E = -
w(T) = gi + b +Q1(I2(f—if1) (7 — 2)

87‘["5—@”4 87T|f—fg|4 4W|f—$1|3‘f—fg‘3 '

Selbsteneréiebeitréige

(Potenzielle) Wechselwirkungsenergie (int fiir interaction)

4192 3 (T —71) (T — 7
Wi = 22 [ g .
R A R A CI AT

Teil 2, Ubung 3, Aufgabe 3: Substitution, - -, =

5.2.13 Separation der Variablen fiir Laplace-Gleichung
in kartesischen Koordinaten

Laplace-Gleichung;:

o 0 0
Al (8:):2 i 0y? i 822) ! (5.40)

Ziel: Bestimmung des Potenzials fiir ein ladungsfreies Volumen
V mit (D).
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Losungsmethode: Produktansatz — Separation der Variablen
— gewohnliche DGLen — Superposition unter Berucksichti-
gung der Randbedingungen.

Separations- oder Produktansatz:

() = P(z,y,2) = X(2)Y (y)Z(2). (5.41)
0? /0x? wirkt nur auf X usw. =

d’X d’Y d*Z

—Y/+ X—7+XY— =0.

dz? + dy? + dz2 0

Dividiere durch XY Z # 0 (Trennung der Variablen)
1 d2X+ 1d2Y+ 1d*Z
X dr2 Y du2 2
X dx Y dy Z dz
f)  gly)  hl=)

Nur moglich, wenn f, g und h allesamt Konstanten sind.

f(z) = —a? (Separationskonstante oder -parameter)
gly) = =%
h(z) = =

mit o + %2 ++% = 0, d. h. mindestens eines der Quadrate ist
negativ, d. h. eines der «, (3, v ist rein imaginar.

Ergebnis des Separationsansatzes:

Partielle DGL in 3 Koordinaten — 3 gewohnliche DGLen.

d*X ()

12 o?X(z) =0 und zyklisch fiir Y (y), Z(2).| (5.42)

Losung mittels Euler-Ansatz:

«a reell: Kreisfunktionen.
« imaginar: Hyperbelfunkionen.

Beispiel:
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X

Keine Ladungen im Inneren: A® = 0.
Randwertaufgabe:

®(z,y,c) = Pgsin (%) sin (%) (Oberseite),

alle anderen Seitenflachen geerdet, d. h.
®(a,y,2) =0 fir 0<y,<b, 0<z<¢c usw.
Allgemeine Losung
X(z) = Ae'™ + Be™"* o £0. (5.43)

o?>0:a€R.
o’ <0:a=ia, a € R.
Randbedingungen:

X(0) = 0=A+B = B=_A4
X(a) = 0=A4 (eiaa—e_ma)

NS 7

)

0= eQiaa —
= aa =nm,n € N.
X,(z) = sin <@> , neN (5.44)
a

ist Losung der DLG fir o = o, = “F.

a
Beachte: Die Randbedingungen haben die moglichen Werte von
a eingeschrankt.

Analog

mmy

Yn(y) = sin <T) , me&eN. (5.45)
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Losungen in z:
nm mm

2 2
A+ P+ =0 = vim:—(—) —<—) <0.

a

o= )+ () =

Z(z) = A" + Be 1% = Ae” 7 4+ Bel.

Setze

Randbedingung fir z = 0:

0=Z(00=A+B = A=-B = Sinus hyperbolicus.

Zym = Sinh(Fpmz) it Fpm = \/<%ﬂ)2 + (?)2 (5.46)

Superpositionsansatz fiir Gesamtlosung:

o0
O(z,y,2) = Z Apm (2,9, 2)
n,m=1

sin(a,z) sin(B,y) sinh (Y, 2)

Bestimmung der Koeffizienten a,,, durch Anpassung an die
Randbedingungen an der Oberseite:

el = () ()

= Z Ay, SIN (?) sin (?) Sinh(’_ynmc)

n,m=1
Vo<z<aq,0<y<b =n=m=1,
)

aj; = .
. ﬂ-Q 7]'2
sinh e e

B(o,,2) = osin (22 sin (2 )zEP g

Endergebnis:
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5.2.14 Orthogonale Funktionen und Entwicklungen

Motivation: Darstellungen von Losungen von Potenzialproble-
men mittels Entwicklungen nach orthogonalen Funktionen.

F': Welcher Satz von Funktionen ist der geeignete?
A: Abhangig von der Symmetrie des Problems.

Allgemeine Figenschaften orthogonaler Funktionen

Sei I = [a, b] Intervall und V' die Menge aller auf I quadratin-
tegrierbarer, reeller oder komplexer Funktionen.
Definiere Skalarprodukt

b
(f.9) = / d f*(2)g(x). (5.47)

Gegeben sei eine Menge S = {u;;7 € N} mit

b
(wi,uj) :/ dz u;(z)uj(z) = 6;;.| (orthonormiert) (5.48)

S heiBt Orthonormalbasis (ONB) von (V, (-, -)) (Skalarproduk-
traum, Pra-Hilbert-Raum), wenn fiir jedes f € V gilt:

f(z) =D aiwi(x) (5.49)

mit

ai:/abdxuf(:l:)f(x) :iajlbdxuf(x)uj(x). (5.50)

]:1 -~ 7
(Si]‘
Fourier-Reihe von f bezuglich S.
Vollstandigkeitsrelation
D i (2 )ui(z) = 6(2’ — ). (5.51)
i=1
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Analogie

R3 V
{éi} {ui}
€ - € = 0y (ui, uj) = 6
T = 2?21 a;é; f=>,au;
aZ:éa_:’ ai:<ui7f>
S eieT=1 | (e )u(z) = 6(2' — o)

Beispiel: I = [—a/2,a/2].

2 2 2 2
S = —COS UL ,\/isin kL in e N 5.
\/_ a a a
(5.52)
Haufig geschrieben als

f(z) = —A0+Z [A cos (22” >+anm (2”7%)] .

(5.53)
Grenzfall a — oco: Aus abzahlbar unendlicher Menge wird eine
uberabzahlbar unendliche Menge.
Startpunkt: Betrachte

]_ 21n
et nel, (5.54)

auf I = [—a/2,a/2] mit Entwicklung

! iz
f(z) = Tn;wane :

C>a, = / da:e_z%r_nxf :
7a ()

a
2



Heuristisch: a — oo impliziert

diskretes k,, := —Wn — kontinuierliches &,
a
a e}
- — dk
; 2T /_Oo ’

2
n —al(k).
a, — aa()

= Fourier-Integral

a(k) = —/_OO dz e ™ f (). (5.55)

Orthogonalitat
e S(kK — k). (5.56)
21 J_

Vollstandigkeit
L dk e*@=7) = §(z' — ). (5.57)
21 J_

5.2.15 Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten, Legendre-
Polynome

Anwendung: Randbedingungen mit spharischer Geometrie. Z. B. Po-
tenzial auf einer Kugeloberflache vorgegeben.

10 ,0 1 0 0
Ad(r, 6 = ===+~ sin(f)—
(r,6, ¢) [r2 8rr or + r2sin(6) 06 sin )89
+ ! o ] O(r,6,¢) =0
r = 0.
72 sin? () 0> o
1. [---] ist Laplace-Operator in Kugelkoordinaten.

2. Keine gemischten Ableitungen %% USW.
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3. Teil 2, Ubung 2, Aufgabe 3:
10 < 28(1)) 10%(rd)
T = — :

r20r ' or r Or?
Produktansatz:
R(r
2(r.6.6) = "L P(6) (o). (5.59)
——
f(r,0)
=
1d%’R R 1 d dPl1 R P d%Q
——P — — [sin(f)— — — = 0.
r dr? @+ r3 “sin(f) dd lsm( ) d9] = sin?(0) d¢?
(5.59)
Trennung der Veranderlichen:
73 sin’(6)
1. (5. —_—
Gl (5.59) x POR
=
1d*Q ,  r’sin’(8)d*R  sin(d) d [ . ( e)dP
T == — — |sin(0)—| .
Q d¢? R dr? P db dé
(5.60)
=
*Q 2
df¢2—|-CkQ:0, a” € R. (5.61)

Losungsansatz (a? # 0):
Q = Ae'* + Be 9,
Fallunterscheidung;:
o <0: a=ia, a>0 Q= Ae ¥ + Be,
?>0: a>0, Q=A™+ Be 9
o*>=0: Q=A+ Bé.
Die physikalisch relevanten Losungen ergeben sich aus 27-Periodizitat:
Q(0) = Q(2m),
Q'(0) = Q'(2m).
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= Teil 2, Ubung 4, Aufgabe 5:

o® <0 ausgeschlossen,
a = m e Ny,
Losungen ~ e m e N,.

Betrache nun
3

Gl. (5.59 :
(5.59) x POR
-
r?d’R
g = B (Separationskonstante)
1 d [ (Q)dP] 1dQ 1
= ————— [sin(f)— | ———
Psin(0) d6 dé d¢? sin?
sin(0) () d¢* sin*(6)
m2
=
1 d dP m?
— |sin(0)— — P=0. .62
sin(9) dd lsm( )d9] * [ﬁ sin2(0)] | (5.62)
S.u.: B =1(+1) mit [ € Ny.
= Radial-Gleichung:
d*R 1(1+1)
— R =0. 5.63
dr? r? (5.63)
Losung (Teil 2, Ubung 4, Aufgabe 4):
Ry(r) = Ar'tt 4 Br~". (5.64)
Bemerkung: Partielle DGL in 3 Koordinaten — 3 gewohnliche
DGLen.
Gl (5.62) =
1/ / m2
P t(0)P — P =0.
+eot(®)F 4 [ﬂ sin2(9)]
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Substituiere z = cos(f), 0 < < 7 < 6 = arccos(z), —1 < z <
1:

P(8) = P(arccos(z)) =: y(z),

/ _ p! ! S L
y'(z) = P'(0)arccos'(z) =—P (e)m
= P’(H) =—v1—a? y’(a:),
Jiw) =
- Pl/(e) — ,

(Teil 2, Ubung 4, Aufgabe 6): Einsetzen liefert die allgemeine
Legendre-DGL:

2
(1—zb)y" — 22y’ + <B — me) y = 0. (5.65)

Fiihrt auf assoziierte Legendre-Funktionen P (z), 8 = [(l+1),
[,m € Ny.

Spezialfall m = 0 (keine ¢-Abhéngigkeit) zur [lustration der
allgemeinen Methode:

Legendre-DGL |(1 — z%)y” — 2zy' + By = 0. (5.66)
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Potenzreihenansatz: y soll in [—1,1] endlich sein, deshalb
keine negativen Potenzen von x.

e ¢)
y = ylo)=) a,
=0

=y = EZijFH
j=1
=y = j(j—Daja’?,
j=2
2xy = ZQjaij = ZQjaJx ,
7=1 7=0
(1—2%)y" = Y (i —Daa’? = j(j — Daja’
j=2 j=2
= D> (G+2)(G+ Dajraz?! =Y j(j — Daja?
j=0 =0
= D (G +2)(G + Dajra — j(j — Dayl 2.
j=0

Einsetzen in DGL liefert

0@}

[(5+2)(G + Vajr2 — j(j — Da; — 2ja; + Baj]a’ = 0.

7=0
Koeffizientenvergleich:
(j—|—2)(j—|—1)aj+2—j(j—l)aj—2jaj—|—5aj:0 VvV 7 € Ny.

= Rekursionsformel:

-8
GG +2)

(7 € No).

ag berechnet sich ag, a4, - -+ (gerade Funktionen),
Aus : .
ay berechnet sich as, aj, - -+ (ungerade Funktionen).

Betrachte Verhalten fiir j — oco. Es sei IV so grof}, dass a2 ~
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a; fur 7 > N. = Die Reihe verhalt sich wie

cay (T+a?+at )
i
11—z

1
1 — a2
Forderung nach y € C?—1,+1] = Abbruch der Potenzreihe
fir f=1(1+1) mit [ € Ny:

divergiert fur z — +1.

gy -ty (=)0t
GO G+ YT T GG ) W TN
I+
T T
o — _(l—2)(l+3)a2:(_)2l(l—2)(l+1)(l+3)a0‘

3-4 1-2-3-4

Per Induktion:
Al =2)(1=2j+2)(+1)(1+3)---(I+2j—1)
(25)!

azj = (_) ayg.

Analog:

o (_)j(l_1)(l_3)"'(l_2j+1)(l+2)(l+4)"'(l+2j)
a2]+1 — (2] n 1)'

aj.

1. Fall: [ = 2n, n € Ny = nur gerade Potenzen:

2n+2]) 2j
—z
RCERICER L

yi(z) = , )
yl(O) = 1.

2. Fall: [ =2n+ 1, n € Ny = nur ungerade Potenzen

n

valz) = =)t (2J+1)!

)

yz(O) = 1.
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Legendre-Polynome F,

—)z1!
P(z) = (l )2 y1(x) fiir gerades [,
()2
()1 ..
P(z) = s—2(x) fiir ungerades [
()2
5 )!
Eigenschaften
1. Polynom vom Grad [, [ € Nj,.

2.
3.

P(1) = 1.

P(-z) = (=)'Fi(=).
. Formel von Rodrigues
1 d
. {P;;1 € Ny} ist eine Orthogonalbasis von (C[—1,1], (-, -)):
1
2
P, Py = dx P(z)FPy(z) = I .
(PP} = [ doR@PR(@) = 5o (569

Fiir f € C[—1,1] gilt
= 20+1 [1
f(z) = ;AlPl(x), A= T+ dz P(z)f (z).

-1

. Mit Py(z) = 1 und Py(z) = z (|z| < 1) lassen sich alle

Legendre-Polynome aufgrund der Rekursionsformel
(I+1)Pi(z) = 2l4+1)zP(x)—1PF_1(z) (Il € N) (5.69)

bestimmen.

Beispiele
P()(SE = 1,
Pl(x) = T,
1
Py(z) = 5(3:172—1),
1
Piy(z) = 5(5:1:3—3:1:),
1
Py(z) = §(35x4—30x2—i—3).
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5.2.16 Zylindersymmetrisches Problem
Keine ¢-Abhangigkeit. Verwende Kugelkoordinaten
A®(r,0) = 0,
O(r,0) = P(0).

Fuhrt auf
P(6) = P(cos()), R(r)=Ar'""'+ Br™" (1€ Ny).

Superpositionsprinzip = allgemeine, zylindersymmetrische Lo-
sung der Laplace-Gleichung

o0

o(r,0) =) <A,rl + %) Py(cos()). (5.70)

=0

Bemerkungen:

1. Da die {F(cos(f))} fur 0 < 6 < 7 vollstandig und orthogo-
nal sind, ist Gl. (5.70) tatsichlich die allgemeine Losung,.

2. Randbedingungen legen die Koeffizienten fest.
Spezialfall # = 0: F(1) =1. =
B( 0)—§: At + 2L (5.71)
r, = r rl+1 . .

1=0
Beispiel: Punktladung ¢ bei #,. Wahle Koordinatensystem mit
fo = Toéz.

z A

q b

=

o

Y

x
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q q
O(r, 0 .
0)= |7 — o \/12 + 12 — 2rrg cos(6)

Es gilt die Laplace-Gleichung

Viir <,
Voir>nrg

}Acp(f) ~0.

Fiihre in V; jeweils eine Entwicklung vom Typ GI. (5.70) durch.
Betrachte Potenzial auf der z-Achse. Fir 6 = 0 gilt

L. ro—r furzel;
|7 — Zo| = . ’
r—rg fur ¥ € V.

eV
q q 1 I~—7" ~ ¢
d(r,0) = = = 2 R r!
(r,0) ro—r rol—L rogré ;réﬂ
ze Vs

¢ ¢ 1 gx=rh =

@ = = — = = —_— = _

e DL
Vergleich mit Gl. (5.71) liefert

. q
in Vi: a= mEE b; = 0;
To

in Vo: a =0, bl:qré.

=
X L rP(cos(F)) in VA,
.0y { Tosla P Bleost®) n
S W Bcos(d)) in Va.
Definiere
r~ = max(r, 1),
r< = min(r, rg).
=
(D(r,e)— _qz l+1PlCOS ))-
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5.2.17 Zugeordnete Legendre-Funktionen und Kugel-
funktionen

Jetzt: Azimutale Variationen = ¢-Abhéngigkeit = ,m # 0

[siehe GI. (5.65)].
Methodik ahnlich wie zuvor: Forderung nach endlichen Losun-
gen fir —1 < z <1 fihrt auf

[1=0,1,2---, A m=0,41,---, +l

Losungen mit dieser Eigenschaft = Zugeordnete Legendre-
Funktionen:

() = (~1)"(1— %)% P(a),
1=0,1,2,---; m=0,1,---,I. (5.72)

Faktor (—1)™ ist Konventionsfrage.
P ist proportional zu P, da allg. Legendre-DGL nur von
m? abhingt:

(I —m)!

Pl_m(x) - (_1)m(l _|_m)|

P"(x). (5.73)

Kombininiere mit Gl. (5.67) (Formel von Rodrigues):

m (_1)m m dl+m
Pl (Z[J) - ll‘ (]‘ - 372) g dxl_'_m (1"2 - ]‘)17
1=0,1,2---; m=0,+1,---, 4+l (5.74)

Orthogonalitatsrelation bei festem m:

1 2 (I+m)!
dz P (z)P™ = . fir 0> |ml.
[lxl(@l m+1a—mﬁm i 00> fm|
(5.75)
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Beispiele:

r) = P(x),
x) = 0 fir m >,
P()(.il?)zl,

= Pi(z) =z = cos(0),

)
BRI
8
SN—r S— N N NS
I

—1)! , d?
Plw) = S St 1= VT2 = —oin(e),
. x 2
~1 1 2\—1/,2 1 2y1 L
Pil(e) = —5(1-2") 3@’ 1) = J(1-2")} = = P{(a).

Beachte: 0! := 1.

Kombiniere Winkelfunktionen und konstruiere ONB (B fiir Ba-
sis) fiir die Einheitskugel = Kugelfunktionen Y},

Vi (0, 6) := \/ 214; ! 8 K Z;:Bm(cos(Q))eim¢. (5.76)

Wegen Gl. (5.73) gilt

Yiu(8,6) = (~1)"Y;5,(6, 6). (5.77)
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Beispiele:

1
Yoo = s
Yin = — % sin(f)e’,
Yio = % cos(6),
Y5 = i ; sin (9)€2Z¢
Yo = — ;—is (8) cos(8)e™,
Yoo = % <g cos?(6) — %)

Zusammenhang zwischen Y7, und z, y, z: Siehe Teil 2, Ubung
5, Aufgabe 4:

D/l 1(9 qb) }/11(97 ¢)]7

Yiol0,6) = (/1%
ul68) = o (-5 ) e+ ),
3 1 :
rY1-1(0,¢) = Eﬁ(iﬁ—zy),
z = \/gTYVIO(97¢)7
\F
3

r[Y1,-1(0,¢) + Y11(0, ¢)].

Ney

I

~ .
m

Orthonormiert:

2T b
/0 dé /0 49 sin(6)Y:,. (6, 6)Yim(6, &) = Spibem.  (5.78)
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Vollstandig;:

o0 l
D> Vi (0,0)Yin(6,6) = 5(¢' — ¢)S(cos(¢) — cos(8)).

=0 m=—1
(5.79)

Jede stetige Funktion auf der Einheitskugel (auch 2-Sphére S?
genannt) lasst sich eindeutig nach den Y}, entwickeln:

00 l
g0,0)= D > AmYim(6,9) (5.80)

=0 m=-1
HO,_/
Physik: ;.

mit

2T T
A = /0 d¢ /0 0 0) Vi 0 9)0(0,0). (581

[d6
Zuriick zum Ausgangspunkt:
AD(r,0,8) =0, B(r6,6) =y (9 )
r

Allgemeine Losung fiir ein Randwertproblem in Kugelkoordi-
naten

l

d(r,0,6)=3 3 [Almrl—l—Blmr_(lH) Yim(6, ).  (5.82)

=0 m=-1

5.2.18 Multipolentwicklung
Gegeben: Raumlich lokalisierte Ladungsverteilung mit

_ | ,beliebig® fiir r < R,
plr.6,¢) = { 0 fir r > R.

Fragestellung: Wie sieht das Potenzial weit entfernt aus?

Verwende

o(7) :/d3x’ p&) (5.83)

-7
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Verallgemeinerung von
= (0,0,7") — (r'sin(8') cos(¢’), r’ sin(#') sin(¢'), r’ cos(d"))

lautet fur

l

o0 l
1 1 r
T =4ary Y 1 =Y (0,8 Yim (6, 8).  (5.84)

_I r>

Einsetzen in Gl. (5.83) mit > =7 und r ="

o(r0.6) = [y )30 Y Y060 (0,6)

=0 m=-1
r> R.

Definiere Multipolmoment

am = [ @Y ) (@) (5.85)

= Multipolentwicklung des Potenzials fiir r > R

0,
®(r, 6, ¢) _4WZZQZ+1 EH ) (5.86)

=0 m=-1

e Weit entfernt sind die Details der Ladungsverteilung nicht
mehr wichtig: eine Approximation mittels der fithrenden
Ordnungen ist oft ausreichend.

® (., charakterisieren Ladungsverteilung.
e Systematische Verbesserung moglich.

Kartesische Darstellung

Betrachte Taylor-Reihenentwicklung in mehreren Veranderli-
chen

o *6
>t

=0

3

Anwendung auf




mit Zy = £ und —Z' = h:

B 1

f(il?') - ;7
. Oij | oTilj

ViVif(#) = -3 +3—3% ,
1 1 Z' .7 13(3—5! 5)2_ —»l2—*2+
|z — 2| r r3 2 7o
Einsetzen in Gl. (5.83) liefert

=9 TiT,

O(F) ==+ —5 ZQ” = L. (5.87)

i,j=1
mit
Q = /d%’p(f’) (Gesamtladung),
d = /d%'f'p(*) (Dipolmoment),

Qij = /dsfl?/ (3$Z$J—T’25¢j)p(f’) (Quadrupoltensor).

Bemerkungen:

¢ (), d; und Q;; sind im Sinne von Kapitel 4 die Komponen-
ten von Tensoren nullter, erster und zweiter Stufe.

e Aquivalenz zwischen qoy < Q, qim < di, Qom <> Qij-
Beachte: Q;; = Qj; und 37 Q;; = 0. Deshalb 9—3—1 =5
unabhangige Komponenten.

Multipolentwicklung fiir die elektrostatische Wechselwirkungs-
energie einer lokalisierten Ladungsverteilung p(Z ) in einem aufle-
ren Potenzial ®(Z):

W = /d?’xp(f)cb(f).

Annahmen:
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e p ist lokalisiert in Kugel um Ursprung mit Radius R.
e ® variiert langsam im Gebiet der Ladungsverteilung.

e Die Quellen von ® liegen auflerhalb der Ladungsverteilung.

- 1
Beachte:

E;(0) = =V,;9(0),
AD(0) = —V,;E;(0) =0,
1 1
= §a:iijNj<I>(0) = 6(3$i$j — TQCSZ'j)VZ'Vj(I)(O)
1
= _6(3131'37]' - ’1“2(5”)V2EJ(0)

Einsetzen liefert

—

—

Entwicklung zeigt, wie verschiedene Multipole mit einem aufle-
ren Feld wechselwirken: Ladung mit Potenzial, Dipol mit elek-
trischem Feld, Quadrupol mit dem Feldgradienten, usw.

5.3 Kontinuitatsgleichung

Die elektrische Ladung ist unter allen Wechselwirkungen erhal-
ten. Dies gilt sogar lokal.

= Kontinuitatsgleichung.

Gegeben:

e Zeitlich abhangige Ladungsdichte p(Z, t), die ganz im End-
lichen liegt;

e Stromdichte J| (#,t), erzeugt durch Bewegungen der in p
enthaltenen Ladungen.
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Betrachte beliebige (stiickweise) glatte, geschlossene Fliche F
und zugehoriges Volumen V.

Bilanzgleichung
d 3 o N
—— | &zp(Zt) = (Z,t) - nda (5.89)
Q(V)
Hat Q(V) abgenommen , so muss in der Bilanz iiber die Flache
zugenommen
mehr Strom . als emgetreten sein.
eimn- ausgetreten

Anwendung des Gaufl’schen Satzes auf rechte Seite von Gl. (5.89)

liefert
/f.ﬁda:/dw.f
F Vv

Wahle zeitunabhangiges Volumen:

d
Pz — .
. %/x

/ &3z [8’)(‘”’” +V (7, t)] ~ 0.
. ot

Da V beliebig, muss der Integrand verschwinden. =

3p£9:1;, D . (@t =0. (5.90)

Maxwell-Gleichungen implizieren Kontinuitatsgleichung (Teil
2, Ubung 1, Aufgabe 2).

Kontinuitatsgleichung

5.4 Magnetostatik

Radikaler Unterschied zwischen Elektro- und Magnetostatik:
Es existieren keine isolierten magnetischen Ladungen (Mono-

pole) =

— —

V. B(z,t) =0. (5.91)
Gilt fur Statik und Dynamik!
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Definition des magnetischen Feldes (magnetische Flussdichte,
magnetische Induktion) iiber Drehmoment N auf magnetischen
Dipol f:

N(Z) = ji x B(%). (5.92)

Vergleiche mit Gl. (5.9) fiir elektrisches Feld:

F(Z) = qE(%).

Statik A
V x B(#) = %f(f), (5.93)
V- J(@)=0. (5.94)

5.4.1 Ampere’sches Gesetz

Gegeben sei eine endliche (stiickweise) glatte Fliche F mit
Randkurve C'. Wende Satz von Stokes auf linke Seite von Gl

(5.93) an:
]{E-d§ — /6x§-ﬁda
C F

4 .
— 2| J.ada
C Jr
4
- 7
C

wobei [ der gesamte, durch die Flache F' tretende elektrische
Strom ist.

= 4
Ampere’sches Gesetz 7{ B-ds="1. (5.95)
C C

5.4.2 Vektorpotenzial und Poisson-Gleichung

Wegen

lasst sich schreiben

B(#)=V x A(Z). (5.96)



Mit Teil 2, Ubung 1, Aufgabe 1 gilt:

— —, —

Vx(VxA)=V(V-A) —AA=—"1. (5.97)
Eine so genannte Eichtransformation am Vektorpotenzial
A A+ Vy (5.98)

mit zweifach stetig differenzierbarem Yy, lasst das physikalische
magnetische Feld B unverandert, da

V x Vy=0.
Wahle x so, dass
V-A=0 (Coulomb-Eichung). (5.99)
i 4
A =-27
c

Entspricht drei Poisson-Gleichungen. Losung ohne spezielle Rand-
bedingungen (siehe Abschnitt 5.2.7)

—

z@>:1/¢w JE) (5.100)

c |7 — &

Fir das Magnetfeld erhalten wir

6x/&fJ@”.

— —

B(Z)=V x A(&) =

O =

- 1 r—7'
V —
-7 |g-ap
=
L J(@) x (7 - 7)
B(z)=~- [ &% . 5.101
@)= ¢ [t S (5.101)



5.4.3 Gesetz von Biot und Savart

Betrachte unendlich langen, sehr diinnen Leiter entlang der z-
Achse:

iq\

7d L
xw

Wiébhle als Beobachtungspunkt Z = (R, 0, 0).
Stromdichte:
J(z) = 16(x)d(y)é,.
Wende Gl. (5.101) an:
B 1 /d3x’ I5(2)o(y')e, x (Ré, — ')

(&) =3 R

I /OO & x (Rey — &)
. [Ré, — 2'é.|?

IR /Ood, 1
= —e¢ Z —
. (R? + 22)5

Int
Substitution
T T
t = tan(@), — 0 <t< X = —§<9<§,
do
dt = dtan(8) =
an(f) cos?(6)’

2 1 2
Int = / dé - :/ df cos(0) = 2.
-3 sin2(9))§ -z



- 21 1
B(R,0,0) = —é, ~ —.
(1,0.0)= 7o~ 7
Problem axialsymmetrisch. Feldlininien sind geschlossene Krei-

se um z-Achse. Da Leiter unendlich lang, fiir beliebiges z giiltig.

5.4.4 Magnetische Dipoldichte und magnetisches Mo-
ment

—

Annahme: J(Z') in einem Bereich |Z| < R um den Ursprung
lokalisiert.

Entwickle inverse Abstandsfunktion fiir r = |Z| > R,

1 1 27

r r3

und setze in Gl. (5.100) ein:

B 1 . 1 =
A@y:—/h%vgq+——/&yﬁ57@9+~-

cr crs

Hilfsformel: f und g stetig differenzierbare Funktionen, o loka-
lisiertes Vektorfeld mit V - ¥ = 0. Dann gilt

/d?’x(fﬁ-ﬁg%—gﬁ-ﬁf) = 0.
Begriindung: Partielle Integration im zweiten Term
/d?’:):gﬁ’- Vf= /d%ﬁ (gvf) — /d?’:l:ﬁ - (gv)f.

Da v lokalisiert angenommen wurde, gilt mit dem Satz von

Gaufl
/d?’xﬁ-(gﬁf):/gfﬁ-ﬁdazo.
F
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Anwendungen:

—

1. f=19g=z,v=J. =
JiVj

—_

2. f=z,9=2;,0=J. =

0= /dsiL’ (QZZJJ + ZJJJZ)

/dgil},f-il_}" Z(f’)éz

1
2 2o, / &' [, 13 — 200 (F] &

1
= —51,’]' / d3£l,’, (5il(5jm — 5zm5ﬂ)x;Jm(:E’)éz
Verwende 5z'l5jm — 5im5ﬂ = €ijk€kim-

1
N 3./ ! r’
.= _éei €ijkT; d’z Elclmxljm(aj )

1 -
= —§:E></d3x’:f’><J(:E’).

205



Mit der statischen Kontinuitatsgleichung V-J=0 folgt

Definition:
— 1 —
magnetische Dipoldichte M(Z):= —Z x J(Z), (5.102)

1 .
magnetisches Moment [ := 2—/d3xf x J(Z).
c

(5.103)
= Vektorpotenzial
oy HXT
= Magnetfeld fiir 7 # 0 (Teil 2, Ubung 5, Aufgabe 5):
- 5o - AXT 3TE- i — jir
BDipOIZVXADipOIZVXMT?) == :f5 s
(5.104)

Tatsachlich impliziert ein Dipol im Ursprung noch einen distri-
butionswertigen Term im Ursprung (siehe Scheck, 1.8.3):

3T — firt 8
R +§ﬁ5(f;). (5.105)
;

Bnpipol =

Beispiel: Magnetisches Moment eines Flusses von Teilchen.

Gegeben: n punktformige Teilchen, : = 1,2, -+, n, mit Ladun-
gen ¢;, Massen m; und Geschwindigkeiten ;.
Stromdichte

(@)= atid(z — ). (5.106)
1=1
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Einsetzen in Gl. (5.103) liefert

i

1 o

Ly /& X T (F — )
- 7 x .CL’ U'L .CL’ - ajz
2c 4

(5.107)

2

— 2cm;
1=1

5.4.5 Magnetische Energiedichte und Energieinhalt

Gesucht: Energieinhalt einer magnetischen Feldkonfiguration

im Vakuum.
Gegeben: Stationire, lokalisierte Stromdichte J(Z) und Vek-
torpotenzial A(Z), aus dem B berechnet wird.

—_

Analogie
Elektrostatik Magnetostatik
| 1[5 J@&@) -
WE:§ d°z p(Z)D(Z). WM:§ d’z . - A(Z).

Verwende Gl (5.93), um Stromdichte durch B auszudriicken:

W

]. d — —
g/ﬁ%vXB@yA@y

Partielle Integration mit

VxB-

A =
= V-(BXA)+B-V>fA.

€ijk(VjBr)Ai = €V (BrAi) — €iju BrVjA;

B
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Der erste Term tragt mit Hilfe des Gauf’schen Satzes zum In-
tegral nicht bei. =

Wi = /d3:1; wyr(T) (5.108)
mit der magnetischen Energiedichte
1 =

wy (7)) = S—WBQ(QF). (5.109)

5.5 Zeitlich veranderliche Felder, Maxwell-
Gleichungen

Bisher: Statik, d. h.

V-E#) = 4mp(F),
V x E() = 0,

— — 4 —

V x B(7) = %J(:E),
V-B(Z) = 0.

Es sieht so aus, als waren statische elektrische und magnetische
Phanomene voneinander getrennt. Aber:

IS — IS
p,J=0 — p.J
BB-0 - BB

5.5.1 Faraday’sches Induktionsgesetz
Betrachte Drahtschleife ', die eine Flache F' umrandet:

L
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Faraday’sches Gesetz: Die zeitliche Anderung des magnetischen
Flusses durch die Flache F' induziert eine Spannung.
Etwa:

e Rotation einer Drahtschleife in einem magnetischen Feld.
e Bewegung eines Dipolmagneten in die Schleife.

Quantitativ:

Magnetischer Fluss:

Induzierte Spannung;:
Una = 7{ ds- E'(t,z").
c
E' bezieht sich auf das mit F verknupfte Koordinatensystem.

Faraday’sches Induktionsgesetz (1831):

1d®.(1)

Uind(t): c dt

(5.110)

Negatives Vorzeichen: Die Richtung des in C induzierten Stroms
ist derart, dass der induzierte magnetische Fluss der zeitli-

chen Anderung des Flusses auf der rechten Seite entgegen wirkt
(Lenz’sche Regel).

Differenzielle Form: Betrachte zeitunabhangige Flache (E” —
E, n(t,Z) = n(#)) und wende Satz von Stokes an:

fdg-ﬁz/daﬁxﬁ-ﬁ:—lldaa—g
c F cJp Ot

Da F' beliebig ist, erhalten wir die homogene Maxwell-Gleichung

. . 10B
E+—=0. 5.111
VX E+ c Ot ( )
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5.5.2 Maxwell’scher Verschiebungsstrom

Bisher:

Coulomb: V-E = 47 p,
— — 4 g
Ampere: V x B = —WJ,

C
- - 10B
Faraday: V X E+ —-——— =0,

c Ot

Vorsicht: Bis auf das Faraday’sche Gesetz wurden alle Glei-
chungen aus Beobachtungen stationarer Prozesse hergeleitet.

Giltigkeit auch fir zeitabhangige Prozesse?

Problem: Ampere’sches Gesetz liefert Widerspruch zur Konti-
nuitatsgleichung,

V- (VxB)=0= V.J im Widerspruch zu V-J—i—a—f = 0.
c
Maxwell 1864: Wandle Kontinuitatsgleichung mit Hilfe des Coulomb-

Gesetzes in einen Divergenzterm um:

— — 8/) - - 185
V-J—Fatv-(J—I-Mat)O.
1 0E

47T8t':>

Ersetze im Ampere’schen Gesetz J— J+
1. Konsistenz mit Kontinuitatsgleichung.

2. Stationare Phanomene wie bisher.

3 1 9E.

15 Maxwell’scher Verschiebungsstrom.
T Ot

i —
- = 10FE 4rm -
VxB--=— =217 (5.112)
c Ot C
Beachte: Zeitliche Verinderung von E / B verbunden mit
V x B/V x E (spater: elektromagnetische Welle).
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5.5.3 Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Felder, Ladungsdichte und Stromdichte hidngen nun von # und
t ab:

— —

V-E = A4nmp,
Gxp_ 108 _ Ay
c Ot C
-~ - 10B
VXE+— =0
8 +cf)t ’
V-B = 0. (5.113)
+ Kontinuitatsgleichung
a — —
P yv.T=0

Bemerkung;:

Die Maxwell’sche Theorie ist das Paradebeispiel fiir eine verein-
heitlichte Theorie. Zunachst unterschiedlich wirkende Phano-

mene werden auf eine Theorie zuriickgefiihrt.

elektrische Phanomene magnetische Phanomene

Maxwell-Theorie
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Weinberg-Salam-Modell

Elektromagnetismus (QED) schwache Wechselwirkung

elektroschwache Theorie

Standard-Modell der Elementarteilchenphysik

elektroschwache Wechselwirkung starke Wechselwirkung

GUT 777

GUT: Grand Unified Theory
SchlieBllich: Wie passt die Gravitation in dieses Bild?

5.5.4 Energiedichte, Poynting-Vektor und Poynting-
Theorem

Betrachte Energiebilanz fiir ein System aus Feldern und n ge-
ladenen Punktteilchen.
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Anderung der Energie der Teilchen:

dErat = ZﬁL,i'dfi

1=1
1=1
Mit )
(&)= qid(& - )
1=1

gilt
dFyia . .
d“t“ L= /d% E(Z,t) - J(Z,1).

Wir eliminieren J mit Hilfe der Maxwell-Gleichung

S 2 Cc2 o = 14 OF
E.J=—FE. B—- —_F.~
Am VX AT ot
Verwende
V(@xb)=b-Vxa—a-Vxb
mit = E und b = B
C o L . . 19E?
= —V-(ExB)+—B-VXE———
A7 (B> B)+ v Rx’_: 8m Ot
10B
c Ot
Ce = = 10 -
= — V- (ExB)———(E*+ B*?
47rv( x B) 87r8t( +8°)
Definition
1 - .
Energiedichte — wey (%, t) := S—[EQ(:E, t) 4+ B2(z, )],
s
Poynting-Vektor ~ S(Z,1) := %E(f,t)xé(f,t) (5.114)
T

= Poynting-Theorem:

OWen

ot

]
~y
—~~
ot
—
—
Ot
N——

LTS
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Interpretation:

Integration iiber Volumen V' mit Oberflache F"

/d3x%+/d3xﬁ-§:—/d3xﬁ-f
v ot v v

Annahme: V' zeitunabhangig. Satz von Gaufl. =

oder

d - dEyia
— d3xwem—|—/da5-ﬁ:— Mt,
dt Jv Jo dt
Eem
dEem dEMat 5 A
=— [ daS-n. 5.116
a& /F aon (5.116)

Betrachte abgeschlossenes System, das vollstandig in V
liegt. = Oberflachenintegral verschwindet. =

E = Eq, + Epyiae = konst.

Betrachte nun beliebiges, endliches Volumen. FE, kann
sich dadurch andern, dass

(a) Energie auf die Teilchen iibertragen wird, oder dass

(b) elektromagnetische Energie die Oberfliche F' passiert.

Beachte: Wir haben in beiden Fallen angenommen, dass
die Teilchenzahl in V' sich nicht andert.

Interpretation: S = Energiestromdichte des elektromagne-
tischen Feldes.

. Dimension:

Energie  Leistung

5] = Fliache - Zeit  Flache
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5.5.5 Skalares und Vektorpotenzial

Fiihre Potenziale ® und A dergestalt ein, dass die homogenen
Maxwell-Gleichungen erfiillt sind:

— —

V-B=0 = B=VxA, (5.117)
. . 10B - L 104
Vo
. S 10A
E=_-Vd_ -, 11
= \V4 pwy (5.118)

6 Felder E und B werden auf 4 Felder ® und A reduziert.

Feldgleichungen fiir & und A aus den inhomogenen Maxwell-
Gleichungen:

V-E=4rp = Ad+ —Eﬁ A= —drp.  (5.119)
c
Verwende (Teil 2, Ubung 1, Aufgabe 1 (b))
V x (VxA)=-AA+V(V- A).
Gxp_1%E Ay
c Ot c
o 1PA (e o 100 dm -
AA— —— — A4+-——) = ——. 12

c? Ot? V(V +cat) CJ (5.120)

D. h. 4 gekoppelte partielle DGLen fir 4 Felder & und A.

Immer noch Freiheit in der Wahl von ¢ und ff, denn: Gegeben
sei eine zweifach stetig differenzierbare Funktion A(Z,¢). Eine
Eichtransformation

Ars A4+ VA, & d— - (5.121)

lasst die physikalischen Felder E und B unverindert.
Wahle Satz von Potenzialen mit

- - 109
A4S =
v +cf)t
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—

(®, A) erfiillen so genannte Lorenz-Bedingung (Lorenz-Eichungen).

8/0t Gl. (5.122) =

= Vier entkoppelte inhomogene Wellengleichungen

1 0%
Aq) — gﬁ = —47Tp,
L1024 47 -
AA - —— = ——J. 12
c? Ot? c / (5.123)

Gl. (5.123) 4 (5.122) aquivalent zu den Maxwell-Gleichungen
(5.113).

5.5.6 Eichtransformationen, Lorenz-Bedingung, Coulomb-
Eichung

Annahme: ® und A 16sen Gl. (5.119) und (5.120).
Behauptung: Es lassen sich Potenziale &' und A finden, die
Lorenz-Bedingung erfiillen.

Begriindung: Fiithre Eichtransformation durch

10A

= o ——

c ot

A" = A+ VA.

Forderung;:
p 109 - o, 10 10°A -
0=- R - A+ AA.

c Ot TV c ot ¢ ot? VoAt

= A muss die inhomogene Wellengleichung

1 0%A N I L
AN — == = — (V. A+ -
c? Ot? <V +C(9t>

16sen (siehe Abschnitt 5.5.7).

Bemerkungen
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1. Innerhalb der Klasse der Lorenz-Eichungen lassen sich noch
eingeschrankt Eichtransformationen

' — @’—1%,
c Ot

A & A+ VA

durchfiithren, wobei

gelten muss.
2. Vorteil der Lorenz-Eichungen

(a) Fiihren auf Wellengleichungen.
(b) Kovariant

(A" = (&, 4), 0=0,A" = E‘Z)—t+v-14.

D. h. erfiillt A*(x) in IS 0,A*(z), so gilt in IS’ mit
z'" = AF,x" fiir das transformierte Potenzial A (z) =
A#, AY(z) in gleicher Form 0, A% (z") = 0.

Definition der Coulomb-, Strahlungs- oder transversalen Ei-
chung (nicht kovariant!):

V-A=0. (5.124)
Gl (5.119) =
Tt
A = —4rp mit D(L,t) = /d?’x’ %. (5.125)
r—
®(Z,t) ist das instantane Coulomb-Potenzial.
GL (5.120) =
- 1PA dm . 1500
JAND (e Ly S v (5.126)

c2 Ot? c c Ot
Spalte Stromdichte in transversale und longitudinale Anteile
auf:
J=J +J, (5.127)
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wobei
V x fl = 0,
V- =0
Ohne Beweis (siehe Jackson, Abschnitt 6.5):

— =A4nJ,.
v@t wJ

= In der Coulomb-Eichung lasst sich die Wellengleichung fiir A
ausschliellich durch die transversale Stromdichte ausdriicken:

AA— == =", 5.128
c2 Ot? ¢! ( )
Deshalb , transversale Eichung®.

Spezialfall: p =0 = & = 0. J=0=

- 10A
= 12
c Ot’
B = VxA (5.129)

5.5.7 Allgemeine Losung der Maxwell-Gleichungen

Gleichungen (5.123) (Lorenz-Eichungen) und (5.128) (Coulomb-
Eichung) sind Wellengleichungen von der Form

1 0%V

F(Z,t): Quellterm.
Allgemeine Losung;:
U(Z,t) = Uhom(Z, ) + Ypart(Z, t). (5.131)

Upom: Allgemeine Losung der homogenen DGL.
Wpart: Spezielle Losung der inhomogenen DGL.
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Losung der homogenen Gleichung

1 0°¥
AV — ——— = 0. 5.132
c2 Ot? ( )
Separationsansatz
U(zZ,t) = X(2)Y(y)Z(2)T(t). (5.133)

Einsetzen in Gl. (5.132) und Division durch ¥ =-
X// Y// Z// 1 T//

+ +— ——5 &= =0 (5.134)
X2 Y2 Z2 C T2
—ky  —k, —k; —w
=
w? = (kX + k) + k). (5.135)
Exemplarisch:
d?X () 5
P + k; X (z) =0. (5.136)
1. k2 > 0: . .
X(z) = Age*et 4 B e T,
2. k, =0:

X(z) = Ay + Bx.
B, = 0, damit Losung endlich fir x — +oc.
3. kf: < 0: Setze k, = ik, mit k, > 0.
X(z) = Age ™" 4+ B, k",

A, = 0, damit Lésung endlich fur x — —oo. B, = 0, damit
Losung endlich fir x — oo.

Definiere

w=w(k)=clk|= c\/k§+k§+k§. (5.137)

Allgemeine reelle Losung als Uberlagerung

Bl 1 - s L
\Ilhom(fy t) :/(27-‘-)g [a(k)e_z(w(k)t_k‘x)+a*(k)e+2(w(k)t—k-m)

219



mit komplexen Funktionen a(k ).
Beachte: DGL zweiter Ordnung in der Zeit. Typische Anfangs-
bedingungen

U(70) = G(@)
¥(7,0) = H().

Die Uberlagerung (5.138) enthélt Re(a(k)) und Im(a(k)), um
an G(#) und H(Z) anzupassen.

Losung der inhomogenen Gleichung

1 0*¥
AV — 292 = —4rF.
Standardmethode: Fiihre Fourier-Transformation der Zeitabhangig-
keit durch:

U(zZ,t) = \/ﬂ/ dw U(Z, w)e ™,
F@1) = <= / dw F(Z,w)e ™ (5.139)

B w) = \/_/ At (7, )",
F(z,w) = \/_/ dt F(z,t)e™". (5.140)

Einsetzen in inhomogene Gleichung +

g T e W

(Fourier-Transformation fiihrt Differentiationsoperatoren in Zah-
len tiber) liefert

\/_/ dw [<A+ C2> U(Z,w) + 47F (Z,w)| e ! = 0.
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= [...] = 0, da Fourier-Transformation Norm erhalt (siehe Teil
2, Ubung 4, Aufgabe 3).
= U(Z,w) erfiillt die inhomogene Helmholtz-Gleichung

(A + KU (Z,w) = —47F (T, w) (5.141)

mit k = w/c.
Losung mit der Methode der Green’schen Funktionen.
Gesucht: Green’sche Funktion G (%, Z') der Helmholtz-Gleichung
mit

(A + k*)Gr(Z,2') = —4né(Z — &'). (5.142)
Voraussetzung: Keine Randflachen mit besonderen Randbedin-
gungen. = Rotations- und Translationsinvarianz = G} kann
nur von R = |R| = |# — #'| abhiingen.
Beachte:

e of _of 9R, _ of
f(R) N f(iL’ -7 ) = 8xz N 8R] 8xz N 8RZ

—~—

Verwende Teil 2, Ubung 2, Aufgabe 3:

AGy(R) = ArGL(R)
B dQGk(R)+ 2dGr(R) 1 d&°
 dR2 R dR ~ RdR?

——3 (RGr(R)).

=
;gdip (RGi(R)) + k*Gi(R) = —47d(R). (5.143)
1. R 7& 0: )
dip (RGH(R)) + k*(RGy(R)) = 0.
k>0

RGL(R) = A ™ 4 A 7R
2. k fest. Fir R — 0 gilt kR — 0. Gl. (5.143) geht in Radi-
alanteil der Poisson-Gleichung tiber =
1

klll‘;gl () = R
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= Green’sche Funktion der Helmholtz-Gleichung

GulZ-7|) = AG(Z-2))+A G (7 - 7)),

A_|_+A_:]_,
+ik|7—7|
s - €

Green’sche Funktion der vollen Wellengleichung

Gesucht: Green’sche Funktion fir

2 ) = —4nd(Z — 2ot —t'). (5.145)

N\
|

O[o| —_

©))

2%

S~
)
~~
~

Betrachte Fourier-Transformation

1 L~ - w
Gz, t; 2", t) = —/ dwG(Z,w; 2", e ™ k==
( )= 75| WG ) -
(5.146)
Linke Seite von Gl. (5.145):
—L /OO dw (A + ) G(Z,w; ', ') e ™,
o e y W )
Rechte Seite von Gl. (5.145):
— —/ 1 > —iw(t—t")
—4nd(Z — 2')— dwe :
21 J_ o
= DGL fiir G-
~ iwt’
(A + E)G(T,w; 7', 1) = —And(Z — &)~ (5.147)

V2T
Verwende Basislosung aus Gl. (5.144). =

~ 1
.7 _
\V 2T

e'GE(|17 — &), w=ck. (5.148)
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Einsetzen in Gl. (5.145)

00 +ie |7z
dﬂw¢ﬁ20:=—i—/ duo L gt €T
V2T ) —o V2T |7 — &'

e ¢) = =l
= 1 i dOJ e_iw(t_tl:':‘w_(}m l)
X X ™ J_

Losungen der inhomogenen Wellengleichung
U (z 1) = / dt'/d3x ‘Gz 2 )VF(E ). (5.150)
(Siehe Teil 2, Ubung 6, Aufgabe 1).

Physikalische Interpretation

1. Retardierte Green-Funktion G(*)
0-Funktion =

1
t=t'+-|7-2'], d. h t>t. (5.151)
C

Quelle (7', )

Empfénger (#,t = t' 4+ Laufzeit des Signals von Z' nach )

Gegeben: Zeitlich und rdumlich lokalisierte Quelle F(Z',t')

&™)
/\' 11 F(fl,tl) — 0
0 . & '/t‘ fur ¥ < 0 und

' >T.
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Annahme: Fiir ' = —oo lag schon ein gewisser Anfangszu-
stand Wy, (#, —o0, ) vor (in fiir incoming), der Losung der
homogenen Gleichung ist.

Vollstandige Losung:

U7 1) = (7, 1)+ / ar / B2 'GH (T, 1 & O F(E ).

) (5.152)
Das einlaufende Signal ist schon bevor die Quelle funkt
vorhanden. Quelle liefert zusatzliche Beitrage, aber nur

fur ¢, die GL. (5.151) erfiillen: Kausale Retardierung (Ver-
spatung).

. Avancierte Green-Funktion G(~)

o-Funktion =
!/ 1 — —/ /
t=t ——-|7-2'|, d h t<t. (5.153)
C

Widerspruch zu Kausalitat? Nein, denn:
Gegeben sei ein auslaufender Zustand U, (%, 00) (out fiir
outgoing), der sich fiir t — oo einstellt.

Vollstandige Losung:

(1) = Wou (7, t)—l—/ dt’ / Bz’ (& ;2 V) F (2 1).
- (5.154)
Kein Beitrag von der Quelle fiir ¢ # ¢/ —£|Z—2|. Insbeson-
dere keine Beitrage mehr, wenn Quelle bereits abgeschaltet
wurde.
G erzeugt , riickwirts“ die Anteile, die von F(z’,t) er-
zeugt werden, damit sich in ferner Zukunft W, (%, 00) ein-
stellt.
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5.5.8 Ebene elektromagnetische Wellen im Vakuum

Annahme: p = 0 und J=0.=

— —

V-E = 0, (5.155)
. - 10E
B—— = 1
VxB-=2 =0, (5.156)
- 5, 10B
EFE4+— =0 5.157
VxE c Ot ’ ( )
V-B = 0. (5.158)

Behauptung: Jede Komponente von E(:E, t) und jede Kompo-
nente von B(Z,t) erfillt eine Wellengleichung vom Typ

1 62
2o/

Beweis: Betrachte Vx Gl (5.157):

1) — Af(Z,1) = 0. (5.159)

10

0 = V(V-E)-AE+--VxB
—— c Ot ~—~~—
; 18
c Ot
1 92E .
C_QW_AE.

Fiir B analog.

Die Wellengleichung ist eine lineare Gleichung in der gesuchten
Funktion f(Z,t). Es gilt das Superpositionsprinzip:

fi(Z,t) und f5(Z,t) Losungen =
c1fi(@,t) + cafo(Z,t) mit ¢; € R oder ¢; € € Losung.

Monochromatische, ebene Welle (harmonische Lésung)
f ]‘;‘_L (Z,t) =
k=k| =

Fiwt ez‘l?{-:z

™

, (5.160)
(5.161)

I

k: Wellenvektor,
k: Wellenzahl,
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A: Wellenlinge mit k = 27/X\ (Periode der Anderung in k-
Richtung),

w = 2mv: Kreisfrequenz,

Gl. (5.161) = c = \v.

Der Zusammenhang w = w(E ) heifit Dispersionsrelation.

Beispiel: k= keé,.
Allgemeine Losung zu diesem Wellenzahlvektor:

ik(x — ik(z +ct)

fp(#,t) = cpe t) 4 ce

Beliebige Linearkombination:

g(z —ct) = m/ k)etk(@ —ct) (5.162)

h(z +ct) = dk h(k)etk(@+ct) - (5163)

\ 2T /
Definition: Eine Welle heiffit eben, wenn sie nur in einer Rich-
tung vom Ort abhangt.

g und h unterscheiden sich durch die Laufrichtung: g lauft nach
rechts, h nach links.

h (x+ct) gx-ct)
i
e — X
Ansatz fur elektrisches bzw. magnetisches Feld:
Buz1) = eellkn-T—wt) (5.164)
Buz,t) = bellkn T—wt), (5.165)

k = kn: A Ausbreitungsrichtung, k = |k|.
Index c¢ fiur komplex. Physikalische Felder am Ende als Realteil

(s. w.).
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& und b sind konstante, moglicherweise komplexe Vektoren.

Bedingungen fur € und b:

0=V.-B=p. vk T-wi) _ .

Verwende

VieZk'x:ikielk'x = Velk'x:ikelk'x.

= b-n=0.

Analog: V- E=0=¢-n=0.

Sowohl das elektrische als auch das magnetische Feld sind trans-
versale Felder: Sie stehen senkrecht auf der Ausbreitungsrich-
tung.

Wie sind die beiden Felder relativ zueinander ausgerichtet?

Setze Gl. (5.164) und (5.165) in Gl. (5.157) ein und dividiere
durch Exponentialfunktion (immer ungleich Null). =

1 .
iki x &+ ~(—iw)b = 0,

C

Gl. (5.161) -

By _ hve (5.166)
Wiihlen wir & und b reell, so bilden {€,n, g} ein rechtshandiges
Dreibein.
Beispiele: Es sei n = é,.

1. €= c1é,, ¢; komplexe Zahl.
Physikalisches Feld als Realteil des komplexen Feldes:

B@1) = Re(E(#1)) = Re (Jerle#16,¢i (k2 — 1)
= |c1/é.Re ei(kZ_Wt+901))
= |c1|éz cos(wt — p1 — kz2).
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Elektrisches Feld schwingt in z-Richtung.

b=1 X E=c1é, X é, = 16,
Physikalisches Magnetfeld schwingt in y-Richtung;:
B(Z,t) = |e1]é, cos(wt — 1 — k2).

Lineare Polarisation = E-Feld schwingt in einer Richtung
(B-Feld dazu orthogonal).

. € = C2€,, co komplexe Zahl.

Elektrisches Feld schwingt in y-Richtung.
E(Z,t) = |ea]é, cos(wt — 0 — k2).
b= X &= e, X é, = —Coé,.
B(Z,t) = —|ca|é, cos(wt — g — k).

. Allgemeinster Fall durch lineare Superposition:

BA@,t) = (c16s + cpé,) el(kz —w ),
Bo(Z,t) = &, x E,(Z,1),
B(Z,t) = Re (Ec(f,t))

= |c1] cos(wt — g1 — kz)é, + |ca| cos(wt — pa — kz)é,.
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Betrachte E fiir 2 = 0. Wihle Zeitnullpunkt so, dass
w1 = 0. Definiere ¢ := (9.

E(z,y,z=0,t) = |e1| cos(wt)é, + |ca| cos(wt — p)é,.
Mit cos(wt — ¢) = cos(wt) cos(p) + sin(wt) sin(y) folgt
E(z,y,2=0,t) = cos(wt)[|c1|és + |ca| cos(p)é,]
+ sin(wt)|ca| sin(p)é,. (5.167)

Diskussion

(a) Im allgemeinsten Fall lauft die Spitze von E auf einer
Ellipse in der (z, y)-Ebene.

(b) Spezialfélle ¢ = 0 oder ¢ = =
E(z,y,z=0,t) = cos(wt)(|c1]éx £ |cal&,),
lineare Polarisation.

() laa] = lea], o = %5

cos (wt ¥ g) = + sin(wt).

Rechtszirkulare Polarisation: Spitze von E lauft rela-
tiv zur z-Achse im Uhrzeigersinn auf einem Kreis mit
Radius |c1|:

E(z,y,z=0,t) = |e1][cos(wt)é, + sin(wt)é,].

Linkszirkulare Polarisation: Spitze von E liuft relativ
zur z-Achse gegen den Uhrzeigersinn auf einem Kreis
mit Radius |c1]:

E(z,y,z=0,t) = |e1|[cos(wt)é, — sin(wt)é,].

4. Poynting-Vektor (Energiestromdichte des elektromagneti-
schen Feldes, siehe Gl. (5.114)):

S="FExB.

4
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Teil 2, Ubung 7, Aufgabe 1:

—

B=¢é,XE == |c1] cos(wt—kz)é,—|c| cos(wt—p—kz)é,.

ExB=---.

S = 4i é; [|c1]? cos®(wt — kz) + |ea|? cos®(wt — ¢ — kz)] .
m
) (5.168)
Zeitlicher Mittelwert (Teil 2, Ubung 7, Aufgabe 1):

T::2—7T

w )
- 1 Y
S) = = dt S(t
& = 7/ asw
- 8%é2(|c1|2+\02\2). (5.169)
(a) Energiestromdichte zeigt in Ausbreitungsrichtung.

(b) Zeitlicher Mittelwert unabhéngig von w!

(c) Zeitlicher Mittelwert proportional zum Amplituden-
betragsquadrat.

5.6 Lagrange-Formalismus fiir das elektro-
magnetische Feld*
5.6.1 Lagrange-Formalismus fiir Felder

Voraussetzung: Kenntnis des Lagrange-Formalismus in der Punkt-
mechanik.

Kontinuierliche Systeme:
1. Fiihre Feld ®(7,t) als dynamische Variable ein.

2. Unterteile den dreidimensionalen Raum in Zellen mit Vo-
lumen 0V. Kennzeichne jede Zelle Zr durch ein Tripel 7
von ganzen Zahlen:
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

3. Dynamische Variable ®7(t): Mittelwert von ®(&,t) in Z.

4. Lagrange-Funktion
L(t) = Z L#(t) = Z(SVL'F 0 /d3£L’ L. (5.170)

Lz Mittelwert der Lagrange-Dichte Lz(t)/dV in der durch
7 bezeichneten Zelle.

5. Insbesondere fassen wir ¥ als eine Art ,Parameter® auf.
= Unendlich viele Freiheitsgrade. Symbolisch

SN—r

qi(t) — @(21),

KA

Y

L1l
8

(&) = (ct,7) naturhche_)Emhelten (t, 7).
Betrachte die Lagrange-Dichte £ eines skalaren Feldes ®(z):
L=L(P(z),0,2(x)), (5.171)

09 (00 00 09 09
~Oxr \Ot’ 0z Oy’ 0z )

0,
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Hier: Keine explizite Abhingigkeit der Lagrange-Dichte von z.!

Die zugehorige Lagrange-Funktion L(t) lautet

L(t) = / &z L (D(z), 0,0(x)) . (5.172)
:[RS’
Die klassische Bewegungsgleichung fiir ®(z) folgt aus dem Ha-

milton’schen Prinzip der kleinsten Wirkung fiir das Wirkungs-
funktional

/ dt/]RB & L (D(x), 0,5(x)) (5.173)

fRd4:):

Wir definieren
O (z) = D(x) + eh(z) = D(x) + 6P (z) (5.174)
mit h(z) = 0 fiir € OR, dem Rand von R. Sei

F(e) = /Rd4:17 L(®(x)+ eh(x),0,P(x) + edyh(x)), (5.175)

so dass F'(0) = S[®]. Wir entwickeln bis zum linearen Term in
€

F(e) = /Rd4x£(<1>,8ﬂ<l>)—i—6/]{d4a: <h§—é +0 ha‘?f@) +0(é?)
und verlangen nun

5S[®] = F'(0) = 0. (5.176)
Damit erhalten wir

oL oL
_ 4
0—/Rdaf<aq) 0haaq))

und machen beim zweiten Term von der Produktregel Gebrauch:

oL oL oL
h——" =D — hD
Ol ge,e = D < aaﬂcb) 190,

I'Manche Autoren verwenden ®,, anstelle von 0, ®.

232



Hierbei gilt

0 0
=0, +8(I>8¢+88<I>88¢

Zwischenrechnung

oL
4
/Rd QL’DM( 59 CID)
to
- L[ (4
R? t1
o d oL
-l—/t1 dt/ dy/ dz/oodx(h:<hﬁ)>—l—
to
= / d’z [h%]
R3 (9(13 t
——

0, da h(tl, _') = h(tg, _’) =0

to o0 00
—I—/ dt/ dy dz [ W] +---
t1 o0 —0 9z | _

Odah( ) =0 fir z - +oo

= Bedingung

oL oL
— 4 _ — =
0= /Rd z h(x) (8@ Duaauq)) : (5.177)

e Fundamentallemma der Variationsrechnung:

Wenn das Integral f;? h(z)g(z)dz gleich null ist fiir belie-
bige stetige Funktionen h(z) mit stetiger Ableitung und
h(z1) = h(z2) = 0, dann gilt g(z) = 0 in [z, z2].

Wir wenden nun das Fundamentallemma der Variationsrech-
nung auf Gl. (5.177) an und erhalten somit die Euler-Lagrange-

Gleichung
oL oL

=D, = 1
55 hoam (5.178)
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oder ausgeschrieben

ot d oL d oL
0%  dto(22) dzo(92) o

e Vorsicht: Praktisch jedes Physikbuch schreibt in GI. (5.178)
0, anstelle von D, mit dem Verstandnis, dass bzgl. jeder
xF-Abhangigkeit im Sinne einer totalen Ableitung diffe-
renziert werden soll und nicht nur bzgl. der expliziten x*-
Abhangigkeit. Wir folgen von nun an dieser Konvention
und schreiben 9, anstelle von D,,.

Héngt £ von n Feldern ®;(z) ab, miissen wir eine unabhingige
Variation bzgl. n Funktionen durchfiihren. Dazu definieren wir

(I)Z"ei(il}) = (I)Z(il}) + EZhZ(ZL’) =&, +6®;, i=1,---,n (5179)
und
F(el, . ,en) = S[@i,ci]. (5.180)
Wir fordern wieder ein Extremum

OF
862' B

0, i=1,---,n. (5.181)

Dies fiihrt auf n Bewegungsgleichungen

oL, oL _
0%, M00,d;

0, 1=1,--+ n. (5.182)
5.6.2 Freies, reelles, skalares Feld ¢

1 1
L =5(0,20"® - m?®?) = 5(9"9,20,® — m?®?). (5.183)

Der metrische Tensor ermoglicht es, Indizes von ,,oben“ nach
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,unten“ zu senken (und umgekehrt zu heben)

1 0 0 0
0O -1 0 0
— — pv —
0O 0 0 -1
Juv = YGup,
a, = gul/ay = guyau = gyual/ = gyﬂal/’
00, . o
09,0 I T TwT
Damit erhalten wir
oL 9
= = _m2d
9% e
oL 1
= —g"(q9,0,® + 9,,Dg,”
90,6 ~ 27 (940, ® + 0,%g,")
1 14
= 260"+ 0Dy,)
1
= 5(81)(1) + aﬂq)) = ap(I) = fp(x’ (I)a au(b)a
oL afr ofP ofP
P & N NG
0 0 90P® __ o
90,0 9o
= 0o.
,ochnelle“ Rechnung:
oL
0d,—— = 0,0'd = .
”aa,,cb r
Klein-Gordon-Gleichung:
(O + m?)® = 0. (5.184)

e Bemerkung: Beide Methoden liefern dasselbe Resultat.
Dazu betrachten wir folgende allgemeine Struktur
"9, ®---0,,P.
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,ochnelle“ Methode unter Verwendung der Ketten- und Pro-
duktregeln:

Op(®" 0, @ -+ - 0y, )
= m®"19,89,® -9,
+@" (0,0, ®---0, 2+ - +0,,P---0,0,,P).

-~

n Summanden

,Ausfihrliche“ Methode:
0 0 m
(au%_cp + 8M8V<I>m)(cb am(b T 8ﬂnq))
= m®" 19,89, ®---9, ®
+£I>mauavq>(gmy 0,2+ + 0,0 'gunVZ'

(I)m(auamq) 0, @ "‘v" 0@ auaunq))

Die Losungen der Klein-Gordon-Gleichung lassen sich als
Superposition folgendermaflen darstellen

B

k‘-x:koxo—/g-f, kozw(E):\/m2+%2.

5.6.3 Lagrange-Dichte fiir die Wechselwirkung des elek-
tromagnetischen Feldes mit einer vorgegebenen
aufleren Stromdichte J#

mit

Im Folgenden keine natiirlichen Einheiten.

1 4
L=—FuF" - %TJMA”, (5.185)

wobei

Fr = grAY — §¥ AN
0 —E, —E, —E,

E 0 —B B
pv e z z Y
E. -B, B, 0



Symbolisch

) = (h). =@ - (120,
@) = ()@= ()

und damit

[\

o| E, E, E
~E,] 0 -B. B
(Fow) = ~E,| B. 0 -B,
—E.|-B, B, 0

<

In Worten: F/w folgt aus F* durch die Ersetzung E -~ —F
und B — B.

Zur Erinnerung;:

E=--"—--V® B=VxA (5.187)

Mit Hilfe von
oF,, B 0 (
00,4, B 00,4,

L (FuF™) = 20,00 — 0.9, F" = 4F°?

auAy - auAu) = guagup - gl/ag,up)
0
00,4,

erhalten wir

or oL dn
_ o
o4, Ygg,a, = o T =0

und damit die kovariante Form der inhomogenen Maxwell-Glei-
chungen [siehe Gl. (5.4)]

4
0,F7" =~ J. (5.188)
C
Dies entspricht
V-E=drp, VxB--""=2"7 (5.189)

c Ot C
Homogene Gleichungen automatisch erfillt [siehe Gl. (5.7)].
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Kapitel 6

Nichtrelativistische
Quantenmechanik

Ziel: Beschreibung der nichtrelativistischen Quantentheorie sta-
biler Teilchen durch die Schrodinger-Gleichung.

6.1 Grenzen der klassischen Physik

Es existiert eine grofle Zahl experimenteller Befunde, die sich
im Rahmen der klassischen Physik nicht deuten lassen.

6.1.1 Teilcheneigenschaften elektromagnetischer Wel-
len

Bisher: Klassische Maxwell-Theorie. Elektromagnetische Strah-
lung besitzt Welleneigenschaften.

Frequenzverteilung der Hohlraumstrahlung

Betrachte Hohlraum der Temperatur 7', in dem Strahlungs-
gleichgewicht herrsche (etwa Wiirfel mit Metallfldchen).

u(w): Energiedichte (Energie pro Volumen- und Frequenzein-
heit).

u(w)dw: Energie pro Volumeneinheit im Intervall [w, w + dw].
Klassisches Resultat (Rayleigh-Jeans-Gesetz):

kT
u(w) = oy w?.
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kp: Boltzmann-Konstante.
Empirisch nur fir kleine Werte von w erfiillt.
Problem: ,,Ultraviolettkatastrophe“

| dwute) = o,

d. h. Hohlraum miisste unendlichen Energieinhalt besitzen.

Planck (1900)

B 3
Planck’sches Strahlungsgesetz| u(w) = 53 ;;
T exp (kaT) !

Ableitung mit der Hypothese, dass Energie von den Wanden
an die Strahlung nur in Vielfachen von

hw = hv,

namlich E,, = nhw abgegeben wird.

h
h=o—=1,0545T1 628(53) x 107" Js. (6.2)

™

Planck-Konstante, (Planck’sches) Wirkungsquantum.

Photoelektrischer Effekt

Bestrahlung einer Metallfolie mit Licht der Frequenz w (Hertz,
1887). Beobachtung: Emission von Elektronen, erst wenn

W > Wmnin-

Interpretation (Einstein, 1900): Licht besteht aus Energiequan-

ten (Photonen) der Energie hw, so dass

E, = %vg = hw—W (W = Austrittsarbeit, materialabhingig).
2

Klassisch nicht erklarbar: Energie einer klassischen elektroma-
gnetischen Welle héngt (quadratisch) von der Amplitude aber
nicht von w ab (siehe Gl. (5.169)).

Interpretation: Licht besteht aus Photonen der Energie £ =
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hw, der Geschwindigkeit ¢ und einer Fortpflanzungsrichtung k.

Masse des Photons aus SRT (siehe Gl. (4.25)):

E = /(mc?)? + i,
or pc?
o /(mc?)? + p2c2

v =

Wegen |v| = c gilt my =0 = E = |p|c.
Anderseits E = hw = helk | = |p| = hlk|.
Schlieflich 7 || k = § = hk.
Zusammengefasst:

E=hw, §=rhk (6.3)

Compton-Effekt

Compton (1923)

Streuung von Rontgen-Strahlen an einem Elektron:

Energie- und Impulserhaltung im Laborsystem:

hw 4+ mec? = hw + 4/ (mec?)? + p2c2,
hk = hk'+ 7.

Teil 2, Ubung 7, Aufgabe 2: Frequenz des gestreuten Photons in
Abhangigkeit von der Frequenz des einlaufenden Photons und
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des Streuwinkels:
, w
w = < w. (6.4)
1+ hw2 [1 — cos(6)]

€

Fiihrt zu einer Vergroflerung der Wellenlange:

2h 6 0
A=)\ —-A=...= sin’ (—) = 2\ sin’ (—) . (6.5)
mMeC 2 2
h .
Ae = . Compton-Wellenlange des Elektrons.

X, = ;—W = 3,861 5926459(53) x 10~ m.
Beachte: A\ ist
1. unabhangig von der Frequenz,
2. proportional zu 1/m.,

3. proportional zu sin?(6/2).

6.1.2 Welleneigenschaften von Materie
De Broglie (1923/24):

Ordne materiellen Teilchen (z. B. Elektron) mit den Teilchen-
eigenschaften Gesamtenergie F und Impuls p = [p'| die Wellen-
eigenschaften Frequenz

E
= 6.6
w h ) ( )
und Wellenlange
= 2mh (6.7)
" :

Zu.

Davisson und Germer (1927): Reflexion eines Elektronenstrahls
an einem Nickelkristall fithrt zu Beugungserscheinungen.
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6.1.3 Dualismus Teilchen-Welle

Fazit: Elektronen und Photonen zeigen in verschiedenen Expe-
rimenten Teilchen- und Wellencharakter. Die klassischen Mo-
delle Welle und Teilchen sind unvereinbar. = Neues theoreti-
sches Konzept erforderlich.

6.1.4 Diskrete Zustande

e Quantelung atomarer Bindungszustande, z. B. diskrete Ener-
gien des Wasserstoffatoms:

e Abstrahlung von Energie durch Emission von Photonen

e Quantisierung des Drehimpulses

6.1.5 Aquivalente Formulierungen der Quantenmecha-
nik

Es existieren mathematisch aquivalente Zugange zur Quanten-
mechanik:

1. Heisenberg (1925): Formulierung in Form von Matrizen
(Matrixelemente von hermiteschen Operatoren)

2. Schrodinger (1926): Wellenmechanik

3. Feynman (1948): Pfadintegralformulierung (Jedem Pfad
in der Raum-Zeit ist eine Wahrschleinlichkeitsamplitude
zugeordnet.)
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6.2 Wellenfunktion und Schrodinger-Gleichung
eines freien Teilchens

6.2.1 Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsinterpre-
tation

Beschreibung eines freien Elektrons durch die Wellenfunktion
7 o =2 E . —
V(i t)=cellk-T—wt) p_P & k:%

2m h’
(6.8)
Physikalische Interpretation der Wellenfunktion?
Betrachte idealisiertes Beugungsexperiment fiir Elektronenin-
terferenz:

Sdnnm
Okt

v

Born’sche Wahrscheinlichkeitsinterpretation (Born, 1926): Wel-
lenfunktion U(Z,t) liefert die Wahrscheinlichkeitsverteilung

p(@,1) = W (7, 1) (6.9)
dafiir, dass das Elektron an der Stelle ¥ zur Zeit ¢ auftritt. Also:

p(z, )P = |¥(Z,t)*d*x
= Wabhrscheinlichkeit, das Elektron am Ort 7

im Volumenelement d3z zu finden.
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Vorsicht: Hierbei handelt es sich nicht um die Dichtevertei-
lung eines ausgedehnten Elektrons (urspriingliche Interpreta-
tion Schrodingers).

Beachte: Vorstellung, dass von Spalt 1 bzw. 2 Elektronenwellen
ausgehen =-
1. Spalt 2 geschlossen: p(Z,t) = |V,
2. Spalt 1 geschlossen: p(7,t) = |y

3. Beide Spalte offen: p(Z,t) = |01 (%,t)+Vo(Z,1)|* # p1(Z, 1)+
p2(fa t)

4. Interferenz entsteht unabhangig von der Strahlintensitat,
also auch wenn jeweils nur ein Elektron ,,unterwegs® ist,
d. h. kein Effekt aufgrund der Wechselwirkung verschie-
dener Elektronen miteinander.

6.2.2 Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen

F: Welcher Gleichung muss ¥ (Z,t) geniigen?

Anforderungen

1. Aus gegebenem W(Z, ) soll sich W(Z,t) fiir alle Zeiten ¢
berechnen lassen. = DGL erster Ordnung in ¢.

2. Superpositionsprinzip: Sind ¥; (i = 1,2) Losungen, dann
soll auch ¥, 4+ ¥y Losung sein. = DGL linear in W.

3. Wahrscheinlichkeitsinterpretation:
/d3x\\IJ(:E,t)|2:1 v ot

Normierung ist eine zusatzliche, physikalisch motivierte
Bedingung: Das Teilchen muss zu jedem Zeitpunkt irgend-
wo sein. = DGL homogen in V.

4. Ebene Wellen als Losung



Betrachte

. 59 . 9
%\P(f, D=L g = LS.

= Schrodinger-Gleichung fiir freies Teilchen

LOU(Z ) R oy
ih 5 = _QmV U(Z,1). (6.10)

5. Da U selbst keine unmittelbare Bedeutung hat, kann die
Wellenfunktion mit einer Phase versehen werden, ohne
dass dies physikalische Konsequenzen hat:

U, (2, 1) := "Wy (Z, 1), (6.11)
a reell, unabhangig von Ort und Zeit. =
Po = UiV, = Uie Wy = py.
6. Explizites auftreten von i = Losung W ist komplex: Re(V)

und Im(V) sind gekoppelt. Selbst wenn U zur Zeit ¢, reell
prapariert ist, stellt sich danach ein komplexes ¥ ein.

7. Die Schrodinger-Gleichung fiir ¥ erhalt man auch aus der
nichtrelativistischen Energie-Impuls-Beziehung

-2
p_ 7
2m
mit der Ersetzungsregel
h = 0
) — -V, E — ih—. 6.12
p ’L Y ? at ( )

6.2.3 Superposition monochromatischer, ebener Wel-
len

Es sei
9

F=hk, 2 —E— hw.
2m
Die Wellenfunktion

U(7,t) = Cexp (%(ﬁ- Z— Et)) (6.13)

245



beschreibt genau genommen keinen physikalisch realisierbaren
Zustand, da sie nicht auf eins normierbar ist:

p(z,t) =|C|* = /dsx p(Z,t) = oo oder 0.
Trotzdem sind monochromatische, ebene Wellen

. 1
\Ifﬁ(x, t) = (27Tﬁ)%

e%(ﬁf—E(ﬁ)t) (6.14)

eine praktisch nicht zu entbehrende Idealisierung, da man aus
ihnen lokalisierte Wellenpakete tiberlagern kann:

U (7, 1) = / &pT(F) A, 1), (6.15)

| = /d3x|\IJ(£’,t)\2
— / 4’z / dPp WL(Z, 1)V (p) / A3q 0 (q) T (1)
= [@ [ @ [ @ @) F@ v v,
Zwischenrechnung:

/ & U7, ) A7, )

~ s [ 7w (310 -2) o0 (3150 - 21

<

- / & T (7).
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Umkehrung

;
- 1 ——p- 7
V) = 2wh)%/d3x‘1’(f,t)€ B = = U(F)e h

~

Insbesondere gilt

U (5, 1) = [ ()] (6.16)

Interpretation: [¥(7)[? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den
Impuls p.

6.2.4 Eindimensionale Wellenpakete

, 2
? b
U(z,t) d \Il — ——t . 1
(z,t) \/ﬁ p ¥ (p) exp [ ; <p9: 5 >] (6.17)
Alternative Schrelbvvelse mit
2 2 1.2
_hk P hk
p = hk, o fuw (k) Sy
liefert
U(z 1) = hdk\I/ )eilkz — w(k)t]
(z,1) Tw
— dk U (k)ellkz —wk)] (418
V2T / ( )

mit U (k) = VAT (p).
Monochromatische ebene Welle

~

¥(p) = d(p — po)-

Nicht normierbar!
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Kasten

LA CAR
28k
—
R -
1 x4
ke k
Parameter: A > 0, 0 < Ak < k.
Normierung
| = / Ao |9 (2, )2 = / ak [T (k)2
kot Ak -
= / dk |A|* = 2Ak|A)?
ko—Ak
~ 1
A= —x.
2Ak
Entwickle w(k) um kg:
hk2 / 1 2,1
w(k) = o= w(ko) + (k — ko)w' (ko) + =(k — ko)“w" (ko)
m 2
mit
(ko) hk?
w = — =w
0 9 0
W'(ko) = hiko =: wy,



Betrachte Argument der Exponentialfunktion:
kx — w(k)t
= [ko+ (k — ko)]z — wot — (k — ko)wjt — —(k ko) 2wyt

= ko —wot + (k — ko) (z — wyt) — —(k ko) wit

Wann diirfen wir den letzten Term vernachlassigen?

Betrachte
(k — ko)wpt + = (k ko)2wit

Vergleiche wf mit 3(k — ko)w(

hkg Ak h Ak
— > —— = k> —.

1
o Mg = M 21 :

Unter dieser Voraussetzung gilt
1(kox — wot ko+Ak :
Uz, 1) ~ o —enl) dk et (k = ko) (& — wit),

V2m ko—Ak

Substitution ¥’ = k — k¢, d&’ = dk:
ko+Ak Ak " , Ak
/ dk - = / di’ etk (z — wot) — / dk’ cos(k'(z — wht))
k _

0—Ak —Ak Ak

sin(k'(z — wht))|*"

(z — W(’Jt) 0

Ak
= 2/ dk’ cos(k'(x — wit)) = 2
0
sin(Ak(z — wt))

= 92 -
x — wyt

sin(Ak(z — wit)) et (ko — wot)
T — wyt V21

= Modulation der Amplitude x ebene Welle.

U(z,t) ~ 24 (6.19)

Diskussion von

e = 24 (Sin(Ak(w - wat))>2 _ Ak <sin(Ak($ _ w{)t)))Q |

7r T — wyt 7r Ak(z — wjt)
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2
—
=
40
v
~
e

X
hk
Phasengeschwindigkeit wvpy, = v_2F
k. 2m
Ausbreitungsgeschwindigkeit des einzelnen Wellenzugs.
d hk
Gruppengeschwindigkeit vg, = o
dt m

Ausbreitungsgeschwindigkeit der Amplitude.

Dispersion (ZerflieBen des Wellenpakets) liegt vor, falls
d’w h
Cw_" o

dk2  m 7

Vorsicht: Da wir —3(k — ko)?w({t vernachléssigt haben, zerfliefit
das Wellenpaket nicht.

Gauf’sches Wellenpaket

U (k) = Ugexp G%) (6.20)

liefert GauBl-Verteilung fiir Wahrscheinlichkeitsdichte der k-Werte
(siehe Teil 2, Ubung 7, Aufgabe 3)

L 1 (k — ko)
)P = = exp <_W>' (6.21)
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Verwende
1
w(k') = Wy + (k — ko)w(,] + E(k — k0)2w6’

fiir die Bestimmung der Ortsraumwellenfunktion:

U(z,t) = \/% /oo dk U (k)etlke — w(k)t]
e’i(kox - w();)oo

V2r
X {I}O / dk ei(k_ko)(ac_%t)_%(k—ko)2 (mﬂw({t)

o0

= ebene Welle x Modulation der Amplitude.

Substitution &' = k — ky:

1 1
e — e .

00
00

/ dr e—ax2+bm
—00

Quadratische Erganzung;:

b\* b
—aa:2—|—ba::—a(x——) +

o0

Betrachte das Integral

2a 4a’
ce= /OO dzx e_“(x_%)2+%.
—0o0
Substitution ;
y=x——, dy=dz.
2a
e}
cee = e%/ dye_“yQ = e% T
o a
Setze
a = L I b= i(x — wyt)
C4(AR)?2 270 T 0
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U U s
= = — 27k ,
\/; \/ g + swit \/ 1+ 2i(Ak)2W]t

B (AR )
da 14 2i(Ak)2wit’

= Wellenfunktion
ei(ko:l) - th)

V21

U(z,t) =

s (AK)? (2 — wit)?

To2Ak -
o \/ 1+ 20( ARt 0|1+ 2i(Ak) Rt

Wahrscheinlichkeitsdichte:
p(x,t) = [¥(z,1)]*

™

1= 2 2
= — 4(Ak
27?L?L (AF) 1+ 4(Ak)H(wit)?
V2rAk

1

(6.22)

—A 2 o0 \2
XeXp{ (Ak)" (@ = wot) [1—2i(Ak)2w’0’t+

Beachte

W = E
" m
und definiere

o \/1 2kt

o 2Ak !
a(t) = 70
= Gauf}-Verteilung
1(z—a(t)?
|\If(x,t)|2:#(t)e 2 ()

1
1+ Qi(Ak)Qw(’)’t] } '

(6.23)



mit den Parametern a und o: In a liegt sowohl das Maximum als
auch das Symmetriezentrum der Verteilung. o ist der Abstand
von diesem Punkt zu den Wendepunkten.

Diskussion
1. Maximum bewegt sich: a(t).

2. Wellenpaket zerfliefit, d. h. wird fur ¢ > 0 immer breiter.
Dafiir wird der Betrag der Amplitude immer kleiner.

3. Je ,scharfer” der Impuls festgelegt ist, desto breiter ist die
Verteilung im Ortsraum.

4. Kleinste Breite fur t = 0:

2 _ 22
T (z, 0)]? = \ﬁmﬂe 2(Ak)"2”
T
Verwende Teil 2, Ubung 3, Aufgabe 6:

2 o0 —92(A 2,.2
<$2>‘t:o = \/;Ak' /_Ood:):xQe (Ak)z

_ @Ak%ﬁ(z@kﬁ)—% _ (2A1k)2'

{@)li=o = 0
3 1

Az = (@] 2o~ (@=)’) = 537
Mit Ap = hAk gilt

AxAp = g

Erstes Beispiel fiir die Heisenberg’sche Unscharferelation

AxzAp > g
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6.3 Exkurs in den Hilbert-Raum

F': Worin besteht der mathematische Rahmen zur Beschreibung
der Quantenwelt?

A: Theorie des Hilbert-Raums und der linearen Operatoren.

Nach dem Superpositionsprinzip bilden die Wellenfunktionen
einen linearen Raum H.

6.3.1 Skalarprodukt, Hilbert-Raum, Orthonormalba-
sis, Vollstandigkeit

Siehe auch Abschnitt 5.2.14.

Skalarprodukt

Es existiert ein (von ¢ unabhingiges) Skalarprodukt

(W) = / By U (7, 1) (7, 1). (6.24)

Wir setzen t = 0 und schreiben ¥ (7') = ¥(Z, 0).
Eigenschaften:

(U|¥) > 0 positiv definit (Wahrscheinlichkeitsinterpretation),

(U[T) = 0 & T=0,
(Tlp)" = (p|¥),
(Wlep) = c(P]p),
(c¥lp) = (V).

Kanonische Norm

O[] = /(W] @).

Hilbert-Raum #:

Betrachte Skalarproduktraum mit kanonischer Norm. Jede Cauchy-

Folge in (#, | - ||) hat einen Grenzwert in H.

254



Hier: Hilbert-Raum der quadratintegrierbaren Funktionen L?(R?).
(2 fiir quadratintegrierbar, L fiir Lebesgue-Integral).

Orthogonalitat

¥ £ 0 und ¢ # 0 heiflen orthogonal, falls gilt

(W]p) = 0.

Basis

Die Menge {V,} bildet eine Basis, falls sich jedes ¥ € H ein-
deutig nach den ¥}, entwickeln lasst (k (Symbol) kann diskret
oder kontinuierlich sein).

Orthonormalbasis

| O fur diskretes k,
(Wi [ W) = { d(k' — k) fiir kontinuierliches k.

Ein System von Orthonormalfunktionen { Uy} heifit vollsténdig,
wenn es eine Basis bildet:



Vollstandigkeitsrelation

U(z) = Zk:ak(‘l’)‘lfk(f)
_ ij / & U7 ) O(7') Ty (T)
_ / d3xf<ijmk<f> zr')) (@),
T
d. h.
ikjwf)wzv') = §(& - &)
Beispiele

Komplementare Basissysteme

1. Scharfer Impuls

]_ o N
{\II,;(:E): o etk T k€R3}.
T

Njew

2. Scharfer Ort

{U(2) =0(F — 7o), T € R*}.

3. Beachte: Die Basisfunktionen sind selbst nicht notwendi-

gerweise quadratintegrierbar.

6.3.2 Lineare Operatoren

Motivation: Den physikalischen Groflen werden hermitesche,
lineare Operatoren zugeordnet (Quantenmechanisches Korre-

spondenzprinzip).
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Linearer Operator

Eine Abbildung £: H — H heiflt linearer Operator in H, falls
gilt:

,C(Ozl\pl + CVQ\IJQ) =LY +alVy V o €C, ¥, eH.
(6.25)

Beispiele

LU(Z) = al(Z), acC,
Lo 0(F) = z9(F),
Lo, T(F) = Vil(T).

Die Summe und das Produkt zweier linearer Operatoren defi-
nieren weitere lineare Operatoren.

Matrixelement eines Operators

(UiLly) = (WLe) = [ v @)Lo@). (620

«: Notation an spatere Dirac-Schreibweise angepasst.

Satz: Ein linearer Operator £ ist durch die Angabe aller Ma-
trixelemente beziiglich einer vollstandigen Basis definiert.
Beweis: Gegeben sei

,Cklk = <\I/kl|/.,“\pk>

¥ = Z: Ty (U T).

kl

und ¥ € H mit

Entwicklung von £V nach Basiszustanden
LU = Z: U (T | LT).
k
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Verwende

\IJL\IJ:\IJL( \Ih\IJ)\Il,: T [T (T4 LT ).
(L) = (1 %mmm ?kmm
=

k!

Erwartungswert von £ beziglich ¥

(L) = (L)g = (L] T) = /d% TF)LUE).  (6.27)

Adjungierter Operator

Gegeben sei £. Der adjungierte Operator £ ist definiert durch
(UILp) = (U|L[p) = (p|LT[T)* = (p|LTT)"
= (LIT|p) ¥V ¢, e (6.28)
Fiir gegebenes {V;} gilt:
L‘L'k = L

Beispiele:

1. LI = L, denn:

(UIL o) = (Lol )" = (a{0| V)" = a™(]g) = (¥|Lo|).

2. Teil 2, Ubung 9, Aufgabe 1: L’L =L,,.

3. Teil 2, Ubung 9, Aufgabe 1: /jvi = —Ly,.
Rechenregeln

(1 ly + aslo)' = oL} + 3Ll
(L1L)" = cich.

Exemplarisch:

((L£1L) 1)
= (| (L1L2) @) = (VL1 (Law)) = ((LIV)[La) = (LI(LIT)]g)
= (L) T[p).
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Selbstadjungierte oder hermitesche Operatoren

erfullen

Lh=r. (6.29)
=

(U|Lp) = (V|L|p) = (@|LTT)* = (| L]T)" = (p|LT)*
= (L¥lp).

Hermitesche Operatoren besitzen reelle Erwartungswerte:
(L) = (TIL[T) = (L|LTT) = (T|L]P)".

Eigenschaften hermitescher Operatoren
Voraussetzung: £ und M hermitesch.

1. (LM)T = MILT = ML.
Insbesondere: LM ist hermitesch, falls £ und M ver-
tauschbar sind, d. h.

LMU =MLY V UeH.

2. LM+ ML und i(LM — ML) sind hermitesch.

Eigenfunktionen und Eigenwerte eines linearen Operators

Gegeben sei L. Gilt fir 0 # ¥ € H
LY =)\, e,

so heiflt ¥ Eigenfunktion von £ mit Eigenwert .
Der Eigenwert heifit entartet, falls es mehrere linear unabhangi-
ge ¥, gibt mit diesem Eigenwert, d. h.

LTU; = \T,.

{A} heilt das Spektrum des Operators L.

Satz: Hermitesche Operatoren besitzen reelle Eigenwerte.
Beweis: U sei Eigenfunktion mit LU = \U.

(LYg = AN(¥|T) ist reell.
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Satz: Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten eines her-
miteschen Operators sind orthogonal.

Beweis: Gegeben seien ¥ und ¥y mit LU; = \,U;, A1 # Ao
=
(U] LUy) = )\1<‘I’2|‘I’ ) = </~“I’2\‘1’ ) Ao (Wa|Wy).
= (M= A)(Us|Uy) =
= <\IJQ|\I/ > =0, da )\1 75 A9.

Falls das System von Eigenfunktionen {W¥,} vollstindig ist,
kann man daraus eine Orthonormalbasis konstruieren. In dieser
Basis nimmt £ die besonders einfache Diagonalform an:

ﬁ,\l,\ - <\IJ/\,|£‘\II/\> - )\5/\//\.
Unter Umstanden kontinuierliche Eigenwerte, dann (A — A).

6.3.3 Beschreibung von Observablen durch hermite-
sche Operatoren

Klassische Mechanik: Messgréfien (Observable) sind durch Funk-
tionen f(q,p) von Ort und Impuls gegeben.

Beispiele:
P ,
H= —+4+V
2m+ (),
- p
U= —,
m
[ = Fxp.

Quantenmechanik (QM): Den klassischen Observablen werden
hermitesche, lineare Operatoren zugeordnet, so dass Messgrofien
Erwartungswerte dieser Operatoren sind.

1. Ortskoordinate 7

mit

20(%) = z,9(F). (6.30)



Haufig: Symbol ,, " “ zur Kennzeichnung eines Operators.
(z;) = /d?’a:xz-\ll*(a?)\ll(f) = /d3:17 U (2)2,0(Z) = (Ly,)w.
Eigenfunktion zu # mit Eigenwert Z:

Uz, (L) = 6(F — 7o), (6.31)

denn

A

B0 (7)) = 20z (T) = T6(T—70) = Fod(T—70) = Fo Vs (7).

2. Impuls p

Fourier-Transformation ¥(Z) — E/(ﬁ ) mit

- 1 5.7
¥ (5) = /d%e i ().
Mittlerer Impuls
7 = [ ¥ E))
- T, Ly

i
1 — - [ — -
= g | €0 [ o [ @i T w@pe 1 v@
T

p-Integration liefert Deltafunktion, es ,stort aber p, des-
halb Trick:

e

— __)':L'
erhp

2.—» —
— .:L'
1

Z'—» — =/
1 = pP =
BC h)‘s/d%/d%'\p*(f)i—?w/d?’pehp ( )‘I’(f’)
T ]

_ /d% o (7) " 0(7).
1

Impulsoperator



h
pi¥(T) = -Vi¥(Z). (6.32)
Insbesondere gilt (mit Teil 2, Ubung 9, Aufgabe 1)
L‘;sz = ‘sz"

Eigenfunktionen zu 1%’ mit Eigenwert py:

1

— —

1 —Po- T

Vo (7)) = - eh : 6.33
denn:

1 he —Po-Z 1 hi. P&
~ — —Po - T 7 —Po T
_‘\IJ"O z = 3—,Vf€h = 3—,—_‘ €h
P (@) (2mwh)z 1 (27rh)§zhp0

= po¥5(7)

. Fir klassische Observable f (7, p) erhilt man die zugehori-
gen Operatoren durch die Ersetzung

Vorsicht: Die Ubersetzung ist nicht immer eindeutig und
auch nicht immer hermitesch.
Stichwort: Problem der Operatorreihenfolge.

Beispiele:

(a) Hamilton-Funktion

)
— = p —
H =—+4V —
@7) =1+ V(@)
Hamilton-Operator
=2
2 p X
H=—+YV
2m + V(@)



(b) Drehimpuls

~
—

I=Zxp — I|l=&¥xp.

. Kommutator und Antikommutator: A und B lineare Ope-
ratoren.

Kommutator: [A, B] = AB — BA,
Antikommutator:  {A4, B} AB + BA,
1

Zerlegung: AB = i{A’ B} + §[A, Bl.

Zwei Operatoren heiflen vertauschbar, wenn [fl, B] =0.

Beispiele:

2, 0(Z) = &i(x;¥(7)) = ;2,9(7) = zj2;V(2)
= 2;2;9Y(7) = 2,2, V() = (2, V(&)
— #50(3).

1
h
= —0; ()
i
. Rechenregeln:
[A,B] = —[B, 4],
[04112114-&21212,3] = 1[121 A]+Oé2[1212, A],

[A, BC] = [A,B]C + B[A,C].

. Satz: Vertauschbare Operatoren besitzen denselben Satz
von Eigenfunkionen.
Beweis: Es sei ¥, Eigenfunktion von A mit Eigenwert «,

AU, = ¥,
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= BU, ist auch Eigenfunktion von A mit Eigenwert a:
A(BY,) = B(AV,) = B(a¥,) = a(BY,).
Ist a nicht entartet, so ist B\I/a Vielfaches von ¥, und es
gilt BY, = b,Y,,.
6.3.4 Dirac’sche Bra- und Ket-Schreibweise

Es sei X ein n-dimensionaler komplexer Hilbert-Raum mit Or-
thonormalbasis {x,}, a = 1,--- ,n. Dann ist

X*:={F : X — C|F lineares Funktional auf X'}
der zu X duale Raum. Es gilt
(aF + BF)(x) = aF(z)+ BF(z),
Flaz +fy) = oF(z)+ BF(y),

Vz,y € X, F;G € X* a,8 € C. Die duale Basis {x}} zu
{Xa} wird durch

XZ(Xb) :5aba a'ab: 1; y 1,

definiert, d. h. jedem Basisvektor aus X ist ein Basisvektor aus
X* zugeordnet.

Dirac’sche Bra- und Ket-Schreibweise
e Kets |a) sind Basisvektoren von X.

e Die zu den Kets konjugierten Bras (a| sind Basisvektoren
des zu X dualen Raums X*.

* Xa(xp) = {alb) = dup.
e Beispiel: n = 2 (spater: Beschreibung des Elektronenspins)

X1=<(1)>, X2=(2>, x1=(10), x3=(01),



F(z) = (f1 f2) < 2 ) = fix1 + foxs € C.

Alternativ:

r = m|l) + 22/2),
F f1<1‘+f2<2‘7
F(z) = (flz) = fir1 + fara.

Verallgemeinerung: Gegeben sei Hilbert-Raum H.

1. Schreibe Elemente W € H als so genannte Zustands-Kets
v).

2. Kennzeichnung der Basiszustinde |k) durch Eigenwerte
geeigneter hermitescher Operatoren, z. B.

ST 3
STRe]]
~—

) =D
7

3. Definition des zu ‘H dualen Raums H*:
H* := {F : H — C|F lineares Funktional auf #}.
Schreibe Basiselemente von H* als Bra-Vektoren (£'|.
4. Ubersetzung:
r = ),
= (gl
F(z) — (p|¥) (bracket).
5. Rechenregeln
(a) Adjungieren

0yt = (9],
(el = lo),
(L)t = (v|Lf,

(wlo) = L),
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(b) Orthogonalitét
(K'|k) = 6(K' — k).

(Unter Umstanden auch abzéhlbar unendliche Basis,
dann Kronecker-Delta).

Beispiele:

(c) Vollstéandigkeit

Beispiele:

1= [ &)z = [ dplp)
(d) Anwendung

(o|T) = (p|1[¥) = [ &’z (p|Z)(Z|T)

d. h. Ortsraumwellenfunktion als Entwicklungskoeffi-
zient (Ortsdarstellung)

(Z|0) = ¥(7),
7)) = /d3x|zz?><:z?\\11>.
Analog (Impulsdarstellung)
BT = ¥(F),
¥ = [ &),
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(e) Basiswechsel

o 1 P
({Zp) = 2} he
[N
) = ) = e B
Denn:
L
#10) = [ Ep e = [ dp el i)

6. Darstellung von Operatoren bzgl. verschiedener Basen

(a) Matrixelemente bzgl. |Z) (Ortsraumdarstellung)

(Z[2]2') =

FE|E) = 3'6(F — &) = £6(F — &)

Beachte: Hermitesche Operatoren darf man gleicher-
maflen nach links wie nach rechts anwenden.

")

=T

(|

/&mﬁmww:/&mwwmw
S (& - &)
fore?
PP (2mh)3
h - h -
UG S(F 7)) = —2Vb(7— 7




6.3.5 Messgroflen und Erwartungswerte, Unscharfe-
relation

Postulat: Der Mittelwert der Messung einer physikalischen Ob-
servablen O ist durch den Erwartungswert des zugehorigen
Operators £ (Hut weggelassen, da keine Verwechslungsméglich-
keit) bzgl. ¥ gegeben:

0= {(L)g = (V|L|D). (6.34)

Gegeben: Vollstandige ONB {|k)} und hermitescher Operator
L mit Spektrum {ay}, d. h.

L)) = aglk).

Betrachte beliebigen orthonormierten Zustand
= k) (k|T) .
Y 1) o)
k cr

Wegen (U|U) =1 gilt I lex? = 1.
k
Erweiterte statistische Interpretation:
jexl* = (k[ @) ?

beschreibt Wahrscheinlichkeit bzw. -sdichte den Zustand |k) im
Zustand |¥) zu finden.

Erwartungswert von £ im Zustand |¥):

(0 =Y cutwici) = Y aantei) = Yo

K K k
Insbesondere: |¥) = |k) = (L) = .

Definiere

AL :=L — (L),
Streuung einer Observablen (£ zugehoriger Operator):
(A0)* = (AL%) = (L~ (L))*) = (L* —2L(L) +(L)*)
= (L%) — (L)
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Fiir einen Eigenzustand |k) gilt
(k|AL%E) = ok — af = 0.

Ein Zustand ist Eigenzustand einer Observablen, falls die Streu-
ung verschwindet: £ ist im Zustand |k) scharf messbar.

Satz: Fur zwei Observable A und B gilt die Heisenberg’sche
Unscharferelation

A A~ 1 A A
O = (AAPN(ABY) > JUA B (635)
Beweis: Verwende Schwarz’sche Ungleichung

(T1W) (glp) > [(T]p)]?.

C = (AAV|AAT)(ABY|ABY)
(AAT|ABT)|?
(U|AAAB|D)[
(AAAB)(AAAB)*
(AAAB)((AAAB)Y

= (AAAB)(ABAA).

i1 v

Verwende
2AAAB = {AA,AB} +[AA AB],
9ABAA = {AA AB}—[AA AB].
=
HAAABYABAA) = ({AA, ABY)? — ([AA, AB])2
Auflerdem

:> A A A A
(A4, AB)? = ([A, B])?
=
C> XA ABY? -S4, B)? > = (A, B)? = ~(i[A, B’
T4 4T T4 4y
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Fazit: Nichtvertauschbare Observable (genauer Operatoren) sind
gemeinsam nicht beliebig genau messbar, eine moglichst ge-
naue Messung der einen wird im Allg. die Kenntnis der anderen
storen.

Anwendung: Ort und Impuls

(i, 5] = ?5@"
(AP (B = (A5 (A3 > 7

oder 5
ApZAZL’Z Z 5, 1= 1, 2, 3.

Beachte, dass es sich um dieselbe Orts- und Impulskomponente
handelt.

Zahlenbeispiel: Groflenordnung fiir Genauigkeit der Geschwin-
digkeitsmessung eines Teilchens der Masse M.

Ap> h
M — 2AzM’

Av =

h~ 1073 kg m?/s.

1. Elektron: M =m, = 9,1 x 1073 kg ~ 1073 kg.
Annahme: Az = 10710 m.

Av > 05 %1002
S

2. Makroskopisch: M = 100 kg. Az = 1073 m.

Av > 0,5 x 10732
S

6.4 Zeitliche Veranderung eines Systems
Gegeben: Zustand

U(7) = U(Z,t = 0).
Gesucht: Bewegungsgleichung fiir W(Z, ).
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6.4.1 Schrodinger-Gleichung

Fur eine Hamilton-Funktion

lautet die Verallgemeinerung der freien Schrodinger-Gleichung
mit Hilfe der Resultate aus Abschnitt 6.3

LO0U(Z,t) [ hPA , ,
oder ,,darstellungsfrei®:
d|U(t .
1h [2(®)) = H|¥(t)), (6.37)
dt
mit dem Hamilton-Operator
=R
H=—+V(X).
5 TVI(T)

Bemerkung: Grundsatzlich kann der Hamilton-Operator auch

explizit von der Zeit abhangen.
Gl. (6.36) ergibt sich aus Gl (6.37) durch Anwendung des Bras
(Z]:
1. Linke Seite:
v T |U U (&
) _ L 9E ) . 9VEY

LG ey ot ot

2. Rechte Seite:

@A) = Y

) R

(F5) @19 =-Hy (@l
= —R’AV(Z, 1),
EVEILE) = VEED)



6.4.2 Kontinuitatsgleichung, Erhaltung der Wahrschein-
lichkeit

Damit die statistische Interpretation fiir alle Zeiten gilt, muss

die Norm zeitlich erhalten bleiben. Dafiir sorgt die Kontinuitats-
gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte, die aus der Schrodinger-
Gleichung folgt.

Wahrscheinlichkeitsdichte

p(Z,t) = [U(Z,t)|% (6.38)

Im Folgenden: Argumente Z und t weitgehend unterdriickt.

L ov . ov 1 .

ov* . ov* -1 .
—1 = (HU)* = —(HU)".
iy = V)" = = 5 (HY)

dp ov T ov

ot ot~ Y o

_ % BELIRERTi]

2A * 2A
= l — —h—+V v U4 U —h—+V s
ih 2m 2m

Annahme: Hamilton-Operator hermitesch, d. h. V(Z) reell.

N TIN I N
~ ih2m
h — — —
- g (v - S
2’imv< v v )
— V-]

mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte

25 L h * (= = — = T, %[ = —
J(@ 1) =5 [mp (7,1) V(T t) — (VI*(Z, 1)) \If(:l:,t)} .
(6.39)
= Kontinuitatsgleichung
a T t — b d
W& L G 5z —o0. (6.40)
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Aus der Kontinuitatsgleichung folgt die Erhaltung der Norm,
d. h. der Gesamtwahrscheinlichkeit:

d 3 _ 3 8p(x t)
T d’z p(Z, 1) —/d 5

— —/d3xV-j(:E,t):0

mit dem Satz von Gauf}, falls ¥(z,¢) fir |#| — oo geniigend
schnell abfallt (fiir quadratintegrierbare Funktionen gewéahrlei-
stet).

p(Z,t) und 7(Z,t) sind Erwartungswerte der Dichte- und Strom-
dichteoperatoren (Teil 2, Ubung 10, Aufgabe 3)

(7) =

Exemplarisch

(W) |p(#)[¥(t) =

6.4.3 Zeitliche Anderung von Observablen

Es sei L der zu einer Observablen gehorige hermitesche Opera-
tor.

F: Welcher Operator beschreibt die zeitliche Anderung der Ob-
servablen?

Messgrofien entsprechen Erwartungswerten. Definiere £ so, dass
die Erwartungswerte von L gleich der zeitlichen Anderung der
Erwartungswerte von L sind.

273



d d

_ 3 =
Slemne) = < [ v e
ov* oL ov
_ 3 *
—/dzL’(aﬁ\If \If—a\Il \Ilﬁat).
Schrodinger-Gleichung
8@ ,L' 7 a\:[!* 'L‘ ~
— =—= = —(HY)*
ot hH\Ij’ ot h( )

oL 7 A
- 3 *x L~ *xp 0
/dx(h( U)LY U \I/L‘hH\I/>.

H hermitesch: HT = H.

oL
- 3 *
= /dx(h\IlHL'\IJ U*L— H\IJ+\I/—8t\IJ)

= / 43z <%x1;*(1?1,c — LH)T + m*%@>

ot
oL 1

_ 3 *
—/dx\Il <8t [HL'])

oL i -
= ) (G + 3l.0) o)
= (W()[L[¥(2)).

Heisenberg’sche Bewegungsgleichung fiir Operatoren

: d oL i -
= —L=—+—[H 41
£ dt£ ot + h[ £ (6.41)

w0 =) =0

Enthalt £ nicht explizit die Zeit, gilt

£=[H,L],

Kommutiert £ zusitzlich mit H , s0 heifit £ eine Konstante der
Bewegung:

L£=0 = (L£)=konst. V¢
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Beispiele (Teil 2, Ubung 10, Aufgabe 4): Es sei

—»2 R
H=21v@a)

2m

1. Zeitliche Anderung des Ortsoperators

ds _Di

dt Zj = m

2. Zeitliche Anderung des Impulsoperators

d .

dt —V,;V(Z).

Die entsprechenden Beziehungen fiir die Erwartungswerte hei-
Ben Ehrenfest’sche Satze:

%(@') = <%>

d, . 2,
S = (V).

Bemerkung: Vergleich mit der klassischen Mechanik (siehe Ab-
schnitt 2.6.3)

Klassische Mechanik QM
fla,p1) L
df _ 8f d, 0L i,
o = TULT) gf=5 T4
d. h.

Poisson-Klammer {H,f} — Kommutator %[lﬁ[ , L].
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6.4.4 Stationare Zustande

Annahme: H hange nicht explizit von ¢t ab, d. h.

oOH 2
— =0 = H=0.
ot

Gesucht: Losung der Schrodinger-Gleichung

ih%\l}(a‘:’, t) = HU(Z,1). (6.42)

Separationsansatz

U(#,1) = (@) £ (¢).

Einsetzen in Schrodinger-Gleichung und Division durch ¥ lie-
fert

indf _ ; _fi
f dt N~ o )
Separationskonstante
Losung fur f: '
1
——FEt
f(t)=ae h .

Welche Werte von E sind erlaubt?
Eigenwertgleichung (zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung)

Ho=FEy mit H =H. (6.43)
= F reeller Eigenwert von H (Energieeigenwert).
So genannte stationire Losungen fiir Gl. (6.42)

1

U,(7,t) = @n(f)e_ﬁE”t. (6.44)

Eigenschaften

1. Frequenz der Zeitperiode



2. In einem stationaren Zustand ist die Wahrscheinlichkeits-
dichte zeitunabhangig:

) 2Byt . ——Ept o
pu(Z,t) = gn(T)eh ~ pu(T)e b = pu(T)]%
=
Opn(7,t) 0
o
Kontinuitatsgleichung =
V-, =0.

3. In einem stationaren Zustand ist der Erwartungswert einer
zeitunabhangigen Observablen konstant:

00 = (G.1) =5 (), —em,) =o
denn

(LH)y = (nlCHIn) = By(nlLln) = By (L),

(HL)w = (n|HLn) = (n|HTLIn) = Ey(n|L]n) = Ex(L)n.

4. Die allgemeine Losung ist in stationare Zustande entwickel-
bar:

(1) = Z: o (e
¢, bestimmt man aus den Anfangsbedingungen, z. B. t =
0:
cn = (pn|¥(t = 0)).

6.4.5 FEindimensionale Probleme

Schrodinger-Gleichung

.h(?\IJ(:):,t) o h? 0%V (z,t)
! o 2m Oz

Separationsansatz liefert

+ V(2)¥(z,t). (6.45)

U(z,t) = e_ﬁEtcp(x)
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mit der zeitunabhangigen Schrodinger-Gleichung

h2
) + V@)e(a) = Fe(e). (640
Potenzialstufe
N ()
No
T i X
Es sei Vy > 0.
Fallunterscheidung
1. E > Vp:
2mE
(1) "= —k2<,0 mit k= ;n ,
2m(E —

Schwingungsgleichungen mit Fundamentallosungen

_ { k in (I),
g in (II).

Beispiel: Einlaufende Welle von links, nach rechts existiert

ez'Kx e—z’K:):’ K

Y

nur auslaufende Welle.

() p(z)= eik'x + Re_ikx,
(I)  o(z) = Te"",

Stetigkeitsbedingungen fiir ¢ und ¢’ bei z = 0:

1+R =T, (a)
ik(1—R) = iqT. (b)
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g x (a) = —i x (b) liefert

k_
¢1+R)=k(1—R) & R(q+k)=k—q <& R=—2,
k+q
To1+R—14079_ 2k
k+q k+q

Diskussion

(a) Wahrscheinlichkeitsdichte (zeitunabhangig, da stati-
onére Losung):

(D)
p = ‘eikw (1+Re—2ikx)|2
— (1 4 ReQikm) (1 4 Re—2ik1‘)
- 14+ R (e—2ikx + eQikm) + R2
= 14 R*+4 2Rcos(2kz).
(11)

p=T?=(1+R)
(b) Wahrscheinlichkeitsstromdichte:
h

- x |/ o /%
J= 5 (@0 = ¢7).
(1)
j — i [(e—ikx + Rezkx) ik (eikx . Re—ikx)
_ (—Zk) (e—zkx . Rezkm) (ezkm + Re—zkx)]
— % [(e—ikx + Rezkx) (eikx . Re—ikw)
+ (e—ikx . Rezkx) (eikx + Re—ikx)}
— E (1 . Re—Qikm+R62ikx . R2
2m . .
_|_1 + Re—2zkx . Re2zkx . R2)
_ Nk e
= =R
=i Jein = Jrefl,
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mit dem einfallenden Strom je, und dem reflektierten
Strom Jyef.

(1)
. h .
J = _qT2 = Jirans,
m

mit dem transmittierten Strom Ji;ans-

(c) Reflexionskoeffizient

_ reflektierter Strom @ k—q\°
einfallender Strom '

k+q
(d) Transmissionskoeflizient

. transmittierter Strom

4qk
(k+q)*

—9p2 _
einfallender Strom k

(e) E—5o00 (E>Vy): T—1, R—0.
(f) Teilchenzahlerhaltung

r+t = 1,
JI
jein - jreﬁ + jtrans-

JII,

Folge der Kontinuitatsgleichung:

0 dj
a—i —|—a—]:0 = j = konst.
L9

0

2. B <V
(I) Schrodinger-Gleichung unverandert.

(IT):

\/Qm(VO — F)
; )
:|:/€£L"

¢ =K’ mit k=

Losungen: e
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Betrachte  — oco: (4)-Losung scheidet aus.
Alte Stetigkeitsbetrachtungen konnen mit der Ersetzung
g — ik ubernommen werden. =

P k — 1k - 2k

Tk + ik’ Tk + ik
=
; k—1ik _;
I _ ikx —tkx
) pla) = ko4 B0
2k
II = —RT
) pla) = e
(a) Wahrscheinlichkeitsdichte:
(D)
- k—ik _,
ikx —ikx
= k+ik
a 2 ;s .
= 2+ R [(k* — K7) cos(2kz) — 2kk sin(2kz)] .
Insbesondere
2
p(0) = 2+ m(kQ — &)
2
= k2+l€2(k2—|-/£2—|-k2 — K?)
4k
k24 kY
(IT)
4k2 —2Kx
p(ﬂ?) T k2 i I€2 )
mit 2
4
0) = )
P0) =153
Eindringtiefe
V()| 1 1 1
= = ==
HO "k



(b) Wahrscheinlichkeitsstromdichten:
hk

jI = _(1 - ‘R|2) = jein - jreﬂ =0= jII — jtrans-

m

(c) Grenzfall Vj — oc:

K — 00,
T = 0,
R = -1,
et — e7kT fiir ¢ < 0,
olo) = { 0 fur z > 0.

= Allgemeine Randbedingung an einer unendlich ho-

hen Schwelle:
<tO‘Schwelle = 0.

Unendlich hohes Kastenpotenzial

Siehe Teil 2, Ubung 10, Aufgabe 6

Harmonischer Oszillator

H="—4+—
2m+2
- B d*
- 4 T2 F —
< omda? " 2" )gp(:):) 0
=
d? Cm , 2mE
@ et ) e =0
Setze

B mw
o = T,
d d
£ = ax = a:ad—f,
¢(&) = »(z)

(6.47)



d? 2mE
2 2¢2 _
Setze o B 9F
€:= 27 T (6.48)
=
& o =0 6.49
(d—@—ue)wo— . (6.49)

Skizze des Standardlosungsverfahrens (siehe Abschnitt 5.2.15):

1. Untersuche asymptotisches Verhalten der DGL fiur & —
Fo00:
= ¢ ~ et2€”

(4)-Losung scheidet wegen Nichtnormierbarkeit aus.

2. Ansatz

o0

mit H(¢) = a;¢.

j=0

$(€) = H(€)e 3¢

3. Einsetzen in DGL liefert Rekursionsformel:

2j — (e — 1) .
J+D(G+2) 7"

Aj+2 = (
4. Normierbare Losung erfordert Abbruch der Reihe, d. h. es
existiert ein n € Ny mit
2n =€ — 1.

Physikalische Forderung nach Normierbarkeit (Wahrschein-
lichkeitsinterpretation) resultiert in Quantisierung der Ener-
gie (diskrete Energieeigenwerte):

1
En:hw<n—|—§>, nG]N().

Zugehorige stationare Losung;:

2

u(x) = Nye > " H, (o). (6.50)
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Q
Normierungskonstante: N, = )
& "\ 2mlym

2 dn 2
Hermite-Polynom:  H,(y) = (—1)"¢’ d—e_y :
yn

5. Bemerkungen

(a) Klassisch: Niedrigste Energie Ep;, = 0.
QM: Nullpunktsenergie fw/2.

(b) Energieniveaus sind dquidistant.

Dirac’sche Operatormethode

nENo.

Losung des quantenmechanischen harmonischen Oszillators mit
Hilfe einer algebraischen Methode, die im Wesentlichen auf Ver-

tauschungsrelationen basiert.
Dirac (The Principles of Quantum Mechanics, 1930)

This example is of importance for general theory, be-
cause it forms the corner stone in the theory of radia-
tion.

Hamilton-Operator

3 hw 152 242
H=7<a2h2—l—ax ,

wobei

h

-

Definiere dimensionslose Operatoren

1 - T,
ar + —

7 D)

oo L ag}—iﬁ .
V2 hao

284

o>
I



Teil 2, Ubung 11, Aufgabe 2:

6,61 =1
Es gilt
b = L ai—-"p) (ai+-p
2 hap hap
L 5.9 P> Lry o
= slaz"+ 9 2+—[£l},p]
2( h*a* _ h -
~ 1
H = hw (BTIS + 5) . (6.51)

Zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung

. e 1
H|p) = hw <bTb+ 5) p) = Elp)

s E 1
biblp) = (% — 5) ).

Wir definieren den Anzahl- oder Besetzungszahloperator

umgeschrieben zu

N =bfb = Nt (6.52)
und suchen Losungen der Eigenwertgleichung
NIA) = MA).

Fir die Energieeigenwerte gilt dann

1
E)\:hw()\+§).

Eigenschaften:
1. A >0, denn
A= (BT B|N) = > 0.
(A[bTBIA) = (¥l¢) =
[¥)
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2. A =0« b[0) =0.
3. [N,b = —b und [N, b] = bf, denn:
[N,b] = [blb,b] = bT [b,b] +[bT, 8] b = —b,

4. Konsequenz:

g‘”)‘)é } ist Eigenzustand zu N mit Eigenwert { i_T_ i’
Begriindung:
R = (V.84 58) 13) = (=b+83) 1y
= (A=1)b|N),
NIty = ([N, 6 bw) A) = (BHBTA) )
= (A1),

Zusammen mit 1. und 2. : Figenwerte von N sind aus N,
Deshalb Schreibweise A — n.

5. b und b' heiBen Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren
oder Ab- und Aufsteigeoperatoren. Sie erniedrigen und
erhohen die Energie um eine Energieeinheit hw.

6. n = 0 ist der kleinste FEigenwert von N mit Eigenzustand
0). Es gilt

b|0) = 0.
=
(@lBl0) = —(a]-p + ad|0) = 0
7 x ozhp az|0) = 0.
=
7 ~ .
L@l = —oXeil0) = —a%a(a]0) = —o’wgu(a)
h d ( )
——o(x
ida:('po
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= DGL

Normierte Losung:

15,

—=<Oo X o
wo(z) = Noe 2 —. (6.53)

Ny =
) 0 ﬁ
7. Sukzessive Konstruktion hoherer Energieanregungen aus-
gehend vom Grundzustand (Zustand niedrigster Energie)

bl = e+ 1),
bln) = I|n—1).

Betrachte
P = 1P Pn + 1n + 1)
= (n|bb'|n)
_ Lopt ptr
— () + B Jn)
1 N
= (n+1)(n|n)
= (n+1).
Wir benutzen die Phasenkonvention
biln) =vn+1n+1), n>0. (6.54)
Analog A
bjn) = v/nln —1), n>1. (6.55)
Auflerdem A
b0) = 0. (6.56)
Aus GL (6.54) folgt
I Gl TSy (R €Ny (657)
n) = T 0 .= hw [ n 5 ) n 0- )

Besetzungszahl- oder Fock-Darstellung.

8. Dreidimensionaler harmonischer Oszillator

|n:177nyanz>a Ny Ny, Ny S NO;
3

FE, = hw <n+§), n=n; +n,+n,.
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6.5 Drehimpuls und Spin

6.5.1 Drehimpulsoperatoren als Erzeugende von Dre-
hungen

Betrachte zwei Koordinatensysteme KS und KS’, die relativ zu
einander um den gemeinsamen Ursprung gedreht sind.

Abschnitt 3.1:
2t = Dijz; mit D'D=1 und det(D)=1.

Z. B.: KS’ relativ zu KS um gemeinsame 3-Achse gedreht:

A

T3 = T
T
Z2
T1 T
Infinitesimal:
0 -1 0
D3(e)=1—¢€¢T3, T3=|1 00
0 00
Explizit:
/
Ty = T1+ €xg,
$,2 = I9 — €X,
/
I3 = Ig,
mit der Umkehrung
/ /
Ir1 = xl - 6372,
/ /
Ty = Ty~ €xy,
T3 = .
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e Vorgabe: Wellenfunktion ¥(zy, 29, x3,t) in KS.
e Gesucht: Wellenfunktion U'(z], x5, 25, t) in KS’.

e Fragestellung: Wie erhalt der Beobachter in KS’ seine Wel-
lenfunktion aus der Kenntnis der Wellenfunktion des Be-
obachters in KS?

e Gesucht: Linearer Operator U , der den Zusammenhang
herstellt.

e Forderung:
U(zy, T2, 3, 1) = V(2] 1), 73, 1).

(Im Prinzip ist auch noch ein von der Drehmatrix abhéngi-
ger Phasenfaktor denkbar.)

Wechsel zu Notation x,y, z.
V(' y, 2 t) = U\I/(x',y', 2t =V (z,y, 2 t)
/

= V(2 —ey,y +ex', 2 1)
= U2,y 2 t)+e(—y'Vu +2'V,) V(2 ¢ 2/ 1)+ -

— (1 + %elA;,) U(z' o, 2 t).

Umbenennung gestrichene in ungestrichene GroBen + Uber-
gang von infinitesimaler Drehung zu endlicher Drehung:

Us(p) = exp (ﬁ(ﬁl:),) .

Analog fiir Drehungen um die z- und y-Achse.

Die unitiren Operatoren U bilden eine Darstellung der Dreh-
gruppe SO(3) auf dem Hilbert-Raum H der quadratintegrier-
baren Funktionen.

Die hermiteschen Bahndrehimpulsoperatoren bilden (bis auf
einen Faktor) eine Darstellung der zugehorigen Lie-Algebra so(3)
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auf H.

Zusammenstellung:
7 A
1 __lia
Ti — -
U A
[7i, T;] = €iji T — [_Elia _Elj]
= _ﬁiheijkik

MR
= €ijk <_ﬁlk> :
d. h. Struktur der Vertauschungsrelationen bleibt erhalten.

3 .3 .
R — 1 A~ 'L_, 5
B=) oTi=¢T — —ﬁE pili = —5 @1
i=1 1=1

Ubergang von Lie-Algebra zu Lie-Gruppe mit Hilfe der Expo-
nentialfunktion:

D =exp(—B) = exp(—@-T) = U(F) = exp (% & - l:> :
(6.58)

Bemerkungen:

1. Wir sind von einer Drehung des Koordinatensystems aus-
gegangen (,,passive Drehung*). Man kann auch danach fra-
gen, wie der gedrehte Zustand aussieht (d. h. Drehung der
Versuchsapparatur).

Beispiel: Apparatur sei um ¢ bzgl. der 3-Achse gedreht =
wmaﬂ::Ug—¢ﬁwf¢):exp<—%¢g)quat%
d. h. im Vergleich zur passiven Drehung muss man den

inversen Operator verwenden.

2. Translationen werden analog behandelt: KS’ um a relativ
zu KS verschoben, d. h. #' = ¥ — d.

V(& 1) = T@)u(@',t)=9(&,t) = V(3 +a,t)
= exp <FL- 6’) (7,

~+
~—

I
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d. h.

T(@) = exp <%a : ﬁ) . (6.59)

6.5.2 Bahndrehimpulseigenzustande
Betrachte die Drehimpulsoperatoren
€ijkZ Dk

mit den Vertauschungsrelationen (siehe Teil 2, Ubung 9, Auf-
gabe 4):

>
>

= ihéijklk,

—
<
-
o~~~
.

= 0,

= ihe;jry,

S~
b)) S
k‘,N>

.—
=>
~.
S
ST

—_ e e

—
>
%
-
o~
)

= ihéijkﬁk.

Drehimpulsoperatoren in Kugelkoordinaten

Wir verwenden spharische Polarkoordinaten

r = rsin(f) cos(¢),
y = rsin(d)sin(¢),

z = rcos(f),

und driicken /; und 12 als Differentialoperatoren in den Winkel-
variablen 6 und ¢ aus.
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Behauptung:

» h . 0 h 0
L = —Zsm(qb)%—;Cot(Q)cos(qﬁ)%, (6.60)
- h J h .
ly = —Cos(qb)%—;cot(@)sm(qb)a—qb, (6.61)
- h o
I3 = .62
s i 0¢’ (6.62)
Z 1 0 9, 1 02
2 = —R? —
[sin( 6) 96 (Sm( )39> T SnZ(6 )a¢2] (6.63)
Begriindung;:
1.
om0 o 020
0p ~ 0¢dx 040y 040z
= —rsin(6) sin(¢)% + rsin(6) cos(¢)§y
o0
— Yo xay
=
(9 _ 9\ _ho
3=\ "oy Yoz ) T 04
2. Zwischenrechnung
jo_ h( 0 0O ho_ ;3 h 0
L= 5 Vs Jy i Oy 1T Yoz
o= (9 _,92y o ho_; n O
2= 3 \Cor o2 o 2T e



ho  h(0rd 8y 0 0z 0
00 i (ae Oz aeay aeaz)
ok 9 s 0 0
= = (rcos cos(p)— —|—rcos( )sm(¢)a—y — rsin(6 )g)
— ? ( z— + sin( )z% — rsm(Q)%)
= cos(¢)ly — sin(¢)l;
A 0
Lm0+ yo) o) 5
sin(f) cos?(¢)+r sm(@) sin?(¢)—r sin(6)=0
= —sin gb)ll + Cos(qb)ig. (6'64)
4.
h 0 h 0 0
i COt(@)% = = cot(0) <x8_y - ya—x)
= ?cot(e) <r sin(0) Cos(qb)(% — rsin(6) sin(qb)%)
— ? <r cos(0) Cos(qb)(% — rcos(6) sin(qb)%)
— iz—:b (cos(qﬁ)zagy — sm(qb)z%)
h 0
= — cos(qﬁ)ll + ; Cos(qb)y&
—sin(¢)ly — = sm( )x%

— cos(¢)l1 — sm( )i
0

[cos(qﬁ)r sin(#) sin(¢) — sin(¢)r sin(6) Cos(qﬁ)]a

— cos(qﬁ)ll — sin(¢)l. (6.65)

5. —sin(¢) GL (6.64) — cos(¢) Gl. (6.65) =

h 0 h

lp = —— sm(qb)— — —cot(0) cos(qb)i.

90 i 9
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6. cos(¢) Gl. (6.64) — sin(¢) Gl. (6.65) =

h 0 h

. 9]
ly = — cos(qﬁ)% - cot(0) sin(¢)a—¢.

7. Definition der Leiteroperatoren

0 0
— +ig ' .
Iy =11+ ily=he (:I:ae—l-zcot( )8¢> (6.66)

Denn
Iy +ily = —? [sin(d)) 59 + cot () COS(@(%]
0
ii? [cos(qb)% — cot(6) Siﬂ(d))%]
B
— Hoos(d) & isin(9)] |5 + icon(6) |

: 0 0
— +ig
= he (:I:ae—l-zcot( )8q5>
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)

F+5+10
5 <(l1 + ’ng)(ll — ’ng) + (ll — Zlg)(ll + Zlg)) + lg
%(ZJ_ Fid) 4+
L2 | gio 0) 2 ) eio (-9 0
2h [e < + i cot(6 8 > +zcot(9)a¢
: ) 0 . 0
—ip [ _ — ] oo

+e ( 89+ZCOt(0)8q§> (ae—l—zcot( )8¢>]
1.,[/0 : 9] 0 9]
§h [(89 + cot(6) + zcot(9)8—¢) <—% + i cot(0) 8¢)

_ 2—
h 96
1., 0? 0 2 0’ 2 o
[ 82 0 82 82
2| 9 2 I _
" g T ot gg + ot Ot W]

[ 1 0 (. 0 1 02
—h _sin(@)% <s1n(9)%) + sin®(# )8q52] '

Eigenfunktionen und Eigenwerte zu [

Eigenwertgleichung fiir ls:

h o

30 =pl & ——U(r,0,¢) = pl(r0,q).

i 0¢

Separationsansatz

U(r,0,¢) = f(r)g(0)h(¢).

h d
;@h(@ = ph(9).
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i .
h(¢) = aeih?.

Eindeutigkeit der Wellenfunktion:
h(0) =h(2r) = p=hm, meLZ.

Im Intervall [0, 27] lauten die auf eins normierten Losungen

M m e 7. (6.67)

=

Eigenfunktionen und Eigenwerte zu

Eigenwertgleichung fiir 12

AN
—

PV =)\ &
2 ()L P -
h [Sln(@) 00 Sln(e) 06 - Sin2(9) 8¢2 \I/(T, 0; ¢) — )\\I/(’I”, 97 ¢)
Separationsansatz

U(r,0,¢) = f(r)g(0)h(e).
Einsetzen in DGL und Division durch ¥ =

[ 1 1 0 . a9 1 1 02 _
—h [g(Q) sin(6) 00 ( (0)89) 9(0) + h(¢) sin’(6) 8¢2h(¢)] A

Beachte: Partielle Ableitungen konnen jetzt durch gewohnliche

Ableitungen ersetzt werden.
Division durch —h? liefert

1 d*h(¢) 1 1 d[. dg(6)] A B
sin®(0)h(¢) d¢*  g(6) Lm(e)@ lsm(")wl T ﬁg(e)] =0.

Ersetze h(¢) durch h,,(¢) (vollstindiges Funktionensystem) =

_81:;(0) =0
N
31111(9) % [sm(e)di—;)] - [ ;2 si:;ze)] () =0



Substitution

z = cos(),
G(Z) = 9(9)7
dz = —sin(6)ds,
14 d
sin(9)dd ~ dz’
=
d 2 dG(2)]  [A m?
&[(1_2) = ]+ [ﬁ—1_22] G(z) = 0
&
di(Qz) B QZdeiZ) n <% _ 171122) G(z)=0 (6.68)

= allgemeine Legendre-DGL (siehe Gl. (5.65)).
Losungen sind die zugeordneten Legendre-Funktionen (siehe
Abschnitt 5.2.17):

m d”
Bl

B"(z) Z(—Dmﬂ—Z%(kmB@%
1=0,1,2,---; m=0,1,---,1, (6.69)
mit
A=FRI(I+1).

Aus den Losungen in beiden Winkelvariablen entstehen die Ku-
gel(flachen)funktionen Y}, (6, ¢) als simultane Eigenfunktionen

A

zu Z3 und 2:

Yim(e, QS) — \/2l +1 (l - m)!PZm(COS(Q))eimqﬁ,

4 (I+m)!

L)

[\)

BYim(0,¢) = B+ 1)Yin(6, ),
3Yim (0,0) = hmY;,(0,0). (6.70)
Eigenschaften: Orthonormiert und vollstandig + - - - . Siehe Ab-
schnitt 5.2.17.
Auferdem

1Y (6, ¢) = ha/I(1 + 1) — m(m £ 1)Y, nz1(6, ¢).  (6.71)
Beweis: Entweder durch explizites Nachrechnen oder mit Hilfe
des nachsten Abschnitts.

>

S~
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6.5.3 Algebraische Ableitung der Drehimpulseigenwer-
te

“ zur Kennzeichnung von

Im Folgenden wird das Symbol ,, ~
Operatoren unterdrickt. Aulerdem unterscheidet sich die Nor-
mierung der Operatoren um einen Faktor A von derjenigen der
Drehimpulsoperatoren.

Gegeben: Hilbert-Raum mit drei hermiteschen Operatoren J;,

die die Vertauschungsrelationen
[Ji, J;] = i€ijiJy (6.72)
erfullen. Mit den Definitionen
J2i=Jidi, Je=Jitids

ergeben sich folgende Beziehungen:

(T2, 0 = [Jidi, Jj) = JilJi, Jj] + [ i, T} i = Jiieijndi + ieijndi;
= ieiijiJk — ieiijiJk =0, = [jQ, Ji} =0, (6.73)
[J5, Je] = [J3,J1 i) =iJo + Jp = 4, (6.74)
[J+, J_] = [Jl + iy, J1 — ’LJQ} = 2J3, (675)
- 1 1
J2:§uJAJJg+g:LL—aﬁJ4+g
= J.J. —J+J2 (6.76)

1
::LL—jLJq+£:LL+h+ﬁ (6.77)

e 1. Schritt: Da vertauschbare Operatoren denselben Satz
von Eigenzustanden besitzen, wollen wir J3 und J? si-
multan diagonalisieren. Bezeichnung der entsprechenden
Eigenzustande zunéchst mit |A, p):

AN ) = A, ), (6.79)

mit reellen g und A, da J? und J3 hermitesch sind.

Satz 1: Seien A und B lineare Operatoren mit Ala) = ala)
und [A, B] = aB. Dann gilt: Bla) ist Eigenzustand zu A mit

298



Eigenwert a 4 «, falls B|a) # 0. Denn:

A(Bla)) = (AB)|a) = (BA+ [A, B])|a) = BAla) + aBla)
— (a+a)(Bla)).

e 2. Schritt: Konstruktion weiterer Zustande durch Anwen-
dung von Satz 1 mit Hilfe von Gl (6.73) und (6.74) liefert:

T2\ ) = M\, ),
J3(JelA ) = (pE 1) (J£|A, 1),

falls Ji |\, p) # 0. Jy ist Auf- bzw. Absteigeoperator fiir
Js. Die Eigenwerte von J3 sind in Abstanden von 1 ange-
ordnet.

Satz 2: Sei A ein hermitescher Operator. Dann gilt (| A%|)) >
0 fiir einen beliebigen normierten Zustand. Denn: Entwickle
einen allgemeinen Zustand nach Eigenzustanden eines vollstandi-
gen Satzes vertauschbarer hermitescher Operatoren, von denen
A einer sei:

=Y Coplo§) mit Ala B) = hola. B), Ao € R,

wobei [ kollektiv fiir die restlichen zur vollstandigen Bezeich-
nung notwendigen Eigenwerte steht.

W) = > Y CisCap (o ﬂ\A2|a = |Cap’A2 > 0.
e A2 (o, Bl > "

e 3. Schritt: Zusammenhang zwischen A\ und einem maxi-
malen Eigenwert 5 von J;. Gegeben sei ein Eigenzustand
I\, 1) zu J 2 und Js. Mit Hilfe von Satz 2 gilt

0 < A= (Al T2\ m) = (N ul TR+ T3 + 2|\ ) > .

Wenden wir nun J; auf |A, z) an und normieren das Re-
sultat, finden wir analog

A> (p+1)°
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oder nach n-maliger Wiederholung
A> (p+n)

was fur gentigend grofles n auf einen Widerspruch fiihrt.
Deshalb nehmen wir an, dass fir ein s =: J

J+‘)‘7]> =0
gilt. Mit Hilfe von Gl. (6.77) finden wir fiir diesen Zustand
A G) = 2N 3) = - Je Ja(Js+ DN, ) = GG+ DI 5),

d. h. A = j(j+1). Fiir die Eigenvektoren schreiben wir im
Folgenden |j, m), benutzen also insbesondere die Quanten-
zahl j statt des Eigenwertes j(j+41) zur Charakterisierung.

4. Schritt: Existenz eines minimalen Eigenwertes —j zu
J3. Gegeben sei |j,j). Wende nun J_ an, normiere das
Resultat und gehe wie oben vor: = j(5+1) > (j—1)? und
nach n-maliger Anwendung j(j+1) > (j —n)? = (n—j)?,
was fur gentigend grofles n auf einen Widerspruch fiihrt.
= 3 fmin mit

J—|j7 Mmin> =0.

Mit Hilfe von Gl. (6.76) gilt

](] + 1)|]7 Mmin> — j2|j7 Mmin> — [J+J— + J3(J3 - 1)”]7 :umin>
- Mmin(,umin - 1)‘], ,umin>

mit den Losungen ppi, = —7 und pmin = J + 1, wobei die
zweite wegen m.x = J verworfen werden kann.

5. Schritt: Welche Werte fiir j sind moglich? Fiir ein ge-
gebenes j reicht das Spektrum von J3 von —j bis 7 in
ganzzahligen Schritten. Die Anzahl der Eigenwerte 25 4 1
entspricht der Multiplizitat bzw. Dimensionalitat der Dar-
stellung, muss also eine positive natiirliche Zahl sein. =

1 3
—0.-.1.2....
] ’27 727
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o [ V- @2+

S

Anschauliche Darstellung der Richtungsquantisierung des
Drehimpulses fiir ;7 = 2. In einem Eigenzustand zu J?
und J3 sind die beiden anderen Drehimpulskomponenten
unscharf (siehe Teil 2, Ubung 12, Aufgabe 1):

(A2 = 500+ 1) —m?).

6. Schritt: Festlegung der relativen Phasen der Zustande
eines Multipletts. Betrachte die Norm

| Telg,ml? = (G, m|TLTeljm) = (5, m| = J<|j,m).
Benutze Gl. (6.76) und (6.77)

JeJe=J2—J2F Js =

1> = (,m|(J?— J2F Ja)|j,m) = j(j + 1) —m(m+1)

= UFm)(GEm+1).

171, m)

Wir benutzen die Phasenkonvention

Jeljm) = VEFm)(GEm+1)j,m=E1)
= /i +1) = m(m=E1)[j,m+1).
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6.5.4 Spin

Motivation

e Ausgangspunkt: Die Bahndrehimpulsoperatoren aus Ab-
schnitt 6.5.2 fithren nur auf ganzzahlige Eigenwerte j =
[=0,1,---.

e Frage: Sind die zusatzlichen halbzahligen Werte aus Ab-
schnitt 6.5.3 nur ein (iiberfliissiges) mathematisches Kon-
strukt, das in der Natur nicht realisiert ist?

Antwort: Nein!

e Empirische Tatsache: Die in der Natur beobachteten Ele-
mentarteilchen besitzen neben ihrer Masse und Ladung
einen vom Bewegungszustand unabhangigen Eigendreh-
impuls, der Spin genannt wird.

e Fermionen besitzen halbzahligen Spin, Bosonen ganzzahligen
Spin (inklusive Null).

e Beispiel: Die Quarks und Leptonen des Standardmodells
der Elementarteilchenphysik besitzen Spin %
Die Austauschteilchen Photonen, Gluonen sowie W=*- und
Z-Bosonen besitzen Spin 1.
Das Higgs-Boson (bisher noch nicht nachgewiesen) besitzt
Spin 0.

e Fiir ein Teilchen mit Ladung ¢ auflert sich der Spin durch

ein magnetisches Moment:
i=g—L3. (6.80)

g: gyromagnetisches Verhaltnis, S Spin.

1. Dirac-Gleichung fiir Elektron: g = 2.

2. Quantenelektrodynamische Korrekturen (fiir Elektron):
o
m
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o~ ﬁ: Feinstrukturkonstante.

3. Zurzeit: Kontroverse bzgl. ¢ — 2 des Myons: Physik
jenseits des Standardmodells?

4. Proton: g = 5, 586, kein elementares Teilchen!

e Historie:

1922: Stern und Gerlach entdecken die Raumquantisierung
des magnetischen Momentes in Atomen.

Strahl von Silberatomen fliegt senkrecht zu einem inho-
mogenen magnetischen Feld. Der Strahl teilt sich in zwei
getrennte Strahlen anstelle einer kontinuierlichen Vertei-
lung.

imhomogunes B

A

Energie eines magnetischen Dipols in einem aufleren Feld
W =—f-B.
Kraft auf den Dipol:
F=-VW=V(i-B)
Mit B = B(z)é; ergibt sich

= o 0B .

1925: Goudsmit und Uhlenbeck postulieren Existenz des
Elektronenspins.
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e Vergleich mit dem magnetischen Moment aufgrund eines
Bahndrehimpulses.
Ausgangspunkt: Magnetische Dipoldichte aus Gl. (5.102),

. 1 .
M(#) = 7 x J(@).

Setze fur die elektrische Stromdichte

o i — A [ S - (Su(E U
T#) = aj(@) = 5o [0(@) V(@) - (V@) ()],
wobei ¢ die Ladung des Teilchens ist. =

M(Z) = 4 [\If*(f)fx VU(Z) — (7 x W(f))*\p(f)}

= Das mit der Bahnbewegung verkniipfte magnetische
Moment ist proportional dem Bahndrehimpuls:

L g >
— T .
I 2mc(>

Darstellung fiir Spin 3, Pauli-Matrizen

Teil 2, Ubung 12, Aufgabe 3:
11
22
1
2’

Dazu gehort die Matrlxdarstellung (Hiite weggelassen)

p—\OOl—‘

5 = o= 5(? (1))
= bt (07)
s - ne2( )
5:25,
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mit den Pauli-Matrizen o; (i = 1,2, 3).

Eigenschaften:
[O'Z',O'j] = 2i€ijk0'k,
{O'Z',O'j} = 252']']1,
Tr(o;) = 0,
0']-L = O0;.

1

Jede 2 x 2-Matrix A lasst sich als Linearkombination
3
A=agl + Z a;0;
i=1

mit (Teil 2, Ubung 12, Aufgabe 6)

1 1
ag = §Tr(A), a; = §Tr(A0i),

darstellen.

Spinoren

Betrachte zweidimensionalen komplexen Hilbert-Raum mit Ele-
menten

] 1 0
m:(\yj):qx+<0>+\1}_<1)::\1}+><++@_x_

mit ¥, , ¥_ € C zur Beschreibung des Spinzustands eines Elek-
trons.
Normierung;:

LGRS

Interpretation: |U.|? ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Mes-
sung von S3 den Wert ig zu finden.

Gegeben sei eine beliebige Richtung, dargestellt durch den Ein-
heitsvektor n:

sin(f) cos(p)éy + sin(0) sin(¢p)és + cos(f)és. (6.81)

n
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Wie sieht der Zustand ¥ aus, der
o-n¥ =y

erfiillt? Sprechweise: Das Teilchen ist in Richtung n polarisiert.

Beispiele:
o3V =V = U=y,
2. 1= —é3
—o3U =¥ = V¥=yx_
Beachte
a-n
B cos(6) sin(6) cos(¢) — i sin(0) sin(¢)
~ \_sin(6) cos(d) + isin(6) sin(¢) — cos(f)

N <si(f(sb()ee)i¢ i E;i)se(g; )

Gesucht:

oo (e ke ) (32)+ (31)
oder : i
(oo 2 =) (32) -0

det () = —[cos*(8)—1]—sin®*(f) = 1—cos*(§)—sin’(8) =0 V 6,¢

Wegen
existiert eine nichttriviale Losung:
0\ ,—i2
(‘h ) _(eos()es ) (6.82)
W_ sin (g) ez

1. Phase ist Konventionsfrage.

Bemerkungen:
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2. Die Komponenten von Spinoren konnen auch von Ort und
Zeit abhangen.

Beispiel: Hamilton-Operator eines Elektrons in einem aufle-
ren Magnetfeld B,

%9 .
. p 5 [ 505
H=—+YV + —+ 2 B(z,t :
o (Z) + up : S (2, 1) (6.83)

?) = K—h—2A+V(f)+%BlQ-
+upd - B(E, t)] (ijg ?

mit dem Bohr’schen Magneton

eh

:2mc’ e > 0.
€

KUB

3. Besonderheit von Spinoren

Betrachte ¢ — ¢ + 27

. . v, v,
n —n aber <\I!_>_>_<\Il_>'

Erst nach 47 wird der Originalzustand wieder erreicht.

(Gruppentheorie: Spinoren sind Darstellung der Gruppe
SU(2)).

6.6 Das Zentralkraftproblem
Das Symbol ,, © “ wird in diesem Abschnitt unterdriickt.

6.6.1 Zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung

<_M N V(f)) U(7) = BU(E). (6.85)

2m
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Annahme: Zentralpotenzial
V(Z)=U(r), r=]|Z| (6.86)

Zerlegung von p’2:

7t =p; + 2

mit dem hermiteschen Operator (Radialimpuls)

1/, % &
pr=g\0 P

2 r
Explizit:
. h]s (Z_ | T =,
pV(Z) = 2% _V- (;W(a:)) + V\If(x)]
h|(= (T . r =
h(1 0
= —| -4+ =) ¥(Z2).
? (r +8r> (7)
~ h(o 1 h (10
- 1 6
2 321 07
p. = —h pwis (6.88)

Kombiniere Laplace-Operator in Kugelkoordinaten (siche Ab-
schnitt 5.2.15) mit Gl (6.63) und Gl. (6.88).
= Stationare Schrodinger-Gleichung

( h? 1 62 N I -|-U(7")—E> U(r,0,¢) =0. (6.89)

-
2mr Or? 2mr?
Separationsansatz:

\I/(’I”, 0, ¢) - R(T)Yim(ea ¢) (690)

( R21d*>  RAI+1)

 9mr dr? r 2mr?

+U(r) — E) R(r) =0.
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Setze

_m@:ﬂ?. (6.91)
- R? 1 d?
“omrat) =0
oder
wKHA—%;<E:IKﬂ——EQ%%;%)uW):0. (6.92)
- eff(r)

Riickfithrung auf eindimensionale Schrodinger-Gleichung mit

einem effektiven Potenzial (siehe auch Gl. (1.40)).

6.6.2 Qualitative Betrachtungen

Normierung;:
Hmwz/ﬁg/mmﬂﬁmﬂmﬂa@F:/mmm%ﬁ:L
_ 0 0

e Fiir r — co muss u?(r) starker als 1/r abfallen.

e Fiir r — 0 muss u?(r) schwacher als 1/r zunehmen.

Tatséchlich gilt u(0) = 0, denn:

(py) = /000 dr r*R(r)p,R(r) = ?/000 dr u(r)d/(r)
h . d , h o, | ho,
= i dr ¢ (r) = ;U (r)‘o = —gu (0).

= u(0) = 0, da der Erwartungswert aufgrund der Hermitizit&t
von p, reell sein muss.

e Asymptotisches Verhalten fur » — 0.

Annahme: Fir r — 0 lasst sich U(r) gegeniiber dem re-
pulsiven Zentrifugalpotenzial

RA(1+1)
2mr2
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=

).
(1 J; 1)ul(r) R )

vernachlissigen (I > 1

uy (r) —

Ansatz fiir w(r) fir r — 0:

r

w(r) =r*(ag + ayr + - -+ ).
= (Fiir den fithrenden Term)
s(s—1)=1(+1).

Regulare Losung: s =1 + 1.

Irregulare Losung: s = —I.
=
u(r) ~ ™ = Ry(r) = wlr) rl.
r
e Asymptotisches Verhalten fir r — oo.
Annahme: U(r) — 0 fiir r — oo.
2mkE

u'(r) = —k*u(r), k*= o

=
U(T) ~ eizkr-

E > 0: asymptotisch periodische Losungen.

FE < 0: asymptotische Exponentialldsungen. (Normierbar-
keit schliefit exponentiell wachsende Losung aus.)

6.6.3 Freie Bewegung

U =0.

DGL
2mE

R

p_ WI+1)

l B u; + k2Ul = 0, k2 =
r

Allgemeine Losung
w(r) = Argi(kr) + Byry(kr)
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mit den spharischen Bessel-Funktionen der ersten Art, j;, und
der zweiten Art, y;.
Asymptotisches Verhalten:

l
z—0 ¥4

a(z) "~ 1-3.5--(2+1)
cso 1935 (2—1)
w(z) "~ - S+l ’

1
gi(z) TRF p; sin (z — lg) :

Z—00 1
y(z) “X —~ cos (z—l%).

Allgemeine Losung der freien Bewegung zur Energie E:

U(z) = Z [Aim j1(kr) + B yi(kr)] Yim (6, ¢).

gﬂt Blm =0VI.
Beschreibung in Kugelkoordinaten

(ka eka qsk)a
(r,0,9).

8]

et = am il i(kr) Yo, (O, k) Yim (6, 6)-

l,m
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Alternative Beschreibungen der freien Bewegung;:
Operatoren P1, P2, P3 H, f2, I3
Eigenwerte hky, hks, hks | E, B21(1 + 1), km

Eigenfunktionen eiF-Z Ji(kr) Y1 (0, @)

6.6.4 Das Wasserstoffatom

Attraktives Potenzial:

DGL fur u(r):

2 Zer  RA(l+1
u”(r)+h—?<E+ e hIl+1)

- T )u(r) —0.  (6.94)

A\ - g

~

—Uest(7)
Gesucht: Spektrum der gebundenen Zusténde (£ < 0).
1. Schritt: DGL dimensionslos schreiben.

2m|E
K W;LL | bestimmt das asymptotische Verhalten der
Radialwellenfunktion,
p = KT,
B 2mZe?
Po R2r
v(p) = u(r)
I(I+1
- v”—[l—@%—(_‘; ) (6.95)
p p

2. Schritt: Verhalten fiir p — oc.
p—oo: vV —-—v=0 = wv~e”
(e” ist nicht quadratintegrierbar).

3. Schritt: Ansatz fir allgemeine Losung.

v(p) =e” Z a;p’. (6.96)



Bemerkung: Es ist in der Regel ratsam, sowohl das Verhalten
bei Null als auch das asymptotische Verhalten fir grofle p aus
der Radialwellenfunktion herauszuziehen.

Vo= e’ Zai (—pi + z'pi_l) ,
i
U” — e—PZai [pZ . ,L'pi—l . ,L'pi—l 4 2(2 . 1)p2—2:| .
i
Einsetzen in DGL. Faktor e™” # 0 kann gekiirzt werden. =

0 — Za [gi —2ip i =)
von ’U” von F
toop U4 DA }
von Coul.  Zentrifugalpot.

-y {aipi_2[i(i —1) =1+ 1)) + aip Y (po — 22-)},

i

1

Beachte: Der erste Term des ersten Summanden (i = [ + 1)
verschwindet, deshalb Indexverschiebung ¢ — 7 4 1:

0= Z {am[(i + 1) —I(1+ 1)] + ai(po — 22')} P

s NG 4
1 D'

=0

da Potenzreihe nur dann identisch verschwindet, wenn jeder
Term verschwindet.
= Rekursionsbeziehung

21 — po
) - . 7. 6.97
R FRE S T (6.97)
Fiir grofle 4:
2
a;+1 =~ —aj.

Vergleiche mit




bisw 2 4l 2

J— o
~

by (+1)12 i+1

v(p)=e" Z .-~ e divergiert,
i

fur grofle 1.

<. Do

es sei denn, die Reihe bricht ab.

=
po=2n, né&N.
Diskussion:
1.
2mZe? on = mZe? L2 2m|E|  m?2Z%et
= 4N KR = K- = =
h2k h2n h? hin?2
=
(Ze)? h?
E,=— , = —. 6.98
2apn2 9B = e ( )
Bohr-Radius: ag = 0,529 A = 0,529 - 10710 m.
Z = 1:
13,6
E,=—-—¢eV, neN. (6.99)
n
Z
Kp = —. (6.100)
napg

2. Kennzeichnung der Radialwellenfunktion durch zwei Quan-
tenzahlen n und [:
a,T.L’l = 2(2 _ n) CI,T-L’I
UG D) -1+ )

im;m: Q*\ /f' ;
Brormady oo m Y Ll
Qm ﬂ(: O ) ﬁm-\-\ = O.

314



3. Nomenklatur

n | [ | n, | Nomenklatur | Entartung
1100 1s 1
210]1 2s 1
10 2p 3
310 2 3s 1
1] 1 3p
3d 5

(a) Hauptquantenzahl n =1+ n, + 1.

(b) Entartungsgrad: n? (x2 mit Spin).

(c) my: Anzahl der Knoten in der Radialwellenfunktion.
Nullstelle im Ursprung und in co nicht mitgezahlt.

(d) Vergleich: Dreidimensionaler Oszillator
3
E, = hw <n—|—§>, n=2n.+1, n,>0.

4. Beispiele

(a) n=1

10 _ 2(z — 1)a},0

i+1 Z(’l"‘l) 7 "

Beginn bei ¢ = 0+ 1 = 1, Abbruch bei 7 = 1:

a

Rip(r) = u1o(r) ~ e T,

Uy, (7) = (Z—Z)Qe_ﬁ. (6.101)



Test der Normierung

1 = /dQ/ dr r2| Ty, |2
7

o 24
= —347r/ dr r2e=Fr (ﬁ = —>

A
= 45— [ dre™
a%dﬁ2/0 re

| =

VARRY:

ap (22’
ap

r? R} o(r)dr = uf (r)dr: Aufenthaltswahrscheinlichkeit

fur das Elektron in einer Kugelschale mit den Radien
r und r + dr.

d /o 2z 027\ _22r |
—<re “B): 2r—r“— 1 e 8 =0
dr ap

r=—.

Z
Wasserstoffatom: Maximum auf Kugelschale bei r =

= 4 =1 /.

ap.
Schwere Kerne: Maximum ~ 1/7, ndher am Kern.

(b) Allgemeine Form der Coulomb-Wellenfunktion:

(Z|n,l,m) = U, (Z)
= Nye 7 (2k,7) L2 (26,7) Yo (6, ¢).

n+l

i. Normierungskonstante (Vorzeichen ist Frage der
Konvention)

N, = — ((n —1- 1)!(2,%)3)%.

2n[(n + )13

ii. Liljll: Zugeordnetes Laguerre’sches Polynom.
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5. E > 0 fihrt zu kontinuierlichem Spektrum.
Losungen: Kummer’sche oder konfluente, hypergeometri-
sche Funktionen.

6. (Einfachstes) Schalenmodell des Atoms

Betrachte Z Elektronen mit Koordinaten #; im Feld eines
Z-fach geladenen Atomkerns unter Vernachlassigung der
Wechselwirkung zwischen den Elektronen.

Hamilton-Operator

A
RN, Ze?
H=Y (— _Z ) — (6.102)

2m ri
1=1

Losung der stationaren Schrodinger-Gleichung
HY = EV

mit Hilfe des Produktansatzes

VA VA
U(Z, -, F7) = | [ Ynoom, (%) fir E=) E,,.
1=1 1=1

(6.103)
Auffiillen der einzelnen Zustande unter Berticksichtigung
des Pauli-Prinzips: In jedem atomaren Einteilchenzustand,
der durch die Quantenzahlen n, [ und m beschrieben wird,
konnen sich gemafl der zwei Spinorientierungen mg; = i%
nur zwei Elektronen befinden.

Die Gesamtheit der Elektronen eines Atoms, die Zustande
mit gleicher Hauptquantenzahl n besetzen, bilden eine Elek-
tronenschale.

n = 1: K-Schale, n = 2: L-Schale, usw.
Beispiele
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Z | Element | Elektronenkonfiguration
1 H 1s

2 He (1s)?

3 Li (1s)22s

10 Ne (18)%(2s)%(2p)"

11 Na (18)%(2s)%(2p)?3s

18] Ar | (15(29(20)°(3(3)°
19 K (15)2(2s)%(2p)%(3s)?(3p)%4s

Einfaches Modell kann nicht erkldaren, weshalb im An-
schluss an Argon nicht die 3d-Niveaus als nachste auf-
gefiilllt werden. = Bertcksichtigung der Wechselwirkung
zwischen den Elektronen (Abschirmung des Kernfeldes).

6.7 Naherungsmethoden fiir stationare Zustande

Motivation: Viele quantenmechanische Probleme sind nicht ex-

akt losbar. = Notwendigkeit von Naherungsverfahren.

6.7.1 Zeitunabhangige Storungstheorie

Gegeben: Hamilton-Operator der Form

Gesucht: Losungen zu

H|T) = E|T)
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unter der Voraussetzung, dass die Eigenwerte E° und Eigen-
zustande |n") von Hy exakt bekannt sind, d. h.

Ho|n®) = E%|nY). (6.105)

Annahme: Bei hinreichend schwacher Storung lassen sich Eigen-
energien und -zustande in eine Potenzreihe des Parameters A
entwickeln:

E, = EY+ \E! + N°E* + .- (6.106)
In) = 0% + Alnt) + NEn?) + - . (6.107)

Bemerkungen:

1. Haufig ist die Reihe nicht konvergent.
Statt dessen asymptotische Reihe

f(A) = Xm: arA* + Ry, (N)
k=0

mit
lim Bn(Y) = 0,
A0 M
lim Rm()\) = 0.
m—oQ

2. Ob die Storung klein ist, hangt sowohl von A als auch den
Matrixelementen von H; ab.

6.7.2 Storungstheorie fiir nicht entartete Zustande

Annahme: {|n")} nicht entartet und orthonormiert.

Einsetzen von Gl. (6.106) und (6.107) in stationére Schrodinger-
Gleichung liefert

(Ho+ MHy) (|n°) + Aty + - --)
= (EY+AE, +--+) (In”) + An") +--+).
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Koeffizientenvergleich:

A Holn®) = EP|nY), (6.108)
A Holn'y + Hyn') = Ent) + E}n?), (6.109)
A Hg|n®) 4 Hy|n') = E°n®) + E}n') 4+ E2|n°), (6.110)

»Rechentrick“: Lege Normierung von |n) durch

() = 1
fest, d. h.
A%ty + X2 (n°n?) 4 -+ = 0,
= 0! =®|n?) =--- = 0. (6.111)

1. Energieverschiebung der ersten Ordnung.
,Multipliziere“ Gl. (6.109) mit (n|:
(n’|Hi|n") + (n°|Holn") = Ey(n"|n") + E, (n°[n”) .
S———— SN——
Ey(n"|n") 1

E! = (n°|Hy|n"). (6.112)

2. Erste Korrektur zum Zustand |n°).
Entwickle |n!) nach {|n°)}:

Gl. (6.111
Z|m (m°|n') (6.111) ¢k 1m®  (6.113)

m#n
mit

cr. = (m'nt). (6.114)

mn

,Multipliziere“ Gl. (6.109) mit (m°| # (n°] und verwende
GL (6.114):

(ml[Hy[n")+  m°|Holn') = Ey(m"[n)+ B, m"[n") .
N— —— N—_——
Ep(m°|n') = B 0



L O

A (6.115)

) = 3 ) = 3 D oy | (.116)

m#n m#n

3. Energieverschiebung der zweiten Ordnung.
,Multipliziere“ Gl. (6.110) mit (nY|:
(n°[Ho|n®) +(n°|H1|n') = Ey)(n"[n*)+E, (n°In!) +E} (n°|n”) .
S———r SN—— S——
Ep(n’n®) 0 1
Verwende Gl. (6.116) fiir |n!). =

O
H
B2 = (n°|Hy|n") Z‘ ‘1‘””. (6.117)

m#n

4. Bemerkungen:

(a) Fiir den Grundzustand ist die Energieverschiebung zwei-
ter Ordnung immer negativ.

(b) Wegen des Energienenners liefern benachbarte Nive-
aus einen grofleren Beitrag, sofern die Matrixelemente
von H; vergleichbar sind.

6.7.3 Storungstheorie fir entartete Zustande

Annahme: |n° i) N,-fach entartet, d. h.

Holn® i) = E°n°d) (i=1,---,N,). (6.118)
Storungstheorie ist Entwicklung in
(] H o)
EO — EO -

Verwende Basissystem mit
(n’, a|Hy|n®, B) = Hipnobag (a,8=1,---,N,), (6.119)
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um divergente Energienenner zu vermeiden.

Beachte: H; ist hermitescher Operator =

Hin = ((no, i|H1\n0,j)) ist hermitesche N,, x N,-Matrix.
(6.120)
Ahnlichkeitstransformation fiir hermitesche Matrizen: Zu einer
hermiteschen Matrix H' existiert eine unitiare Matrix .S, so dass

H=S"HS

eine reelle Diagonalmatrix ist.

Hier: H;,, := H' und 7:21,” = H mit
7:21,11 = ((no,a|H1|n0,ﬁ>)

= <Z<n07 a‘noa Z) <’I’LO, i‘Hl|n07 j><n07 j‘noa /8>>
]
= S"H,.,8, (6.121)
wobei (Basiswechsel)

S = ((n’, 4n°, B)) .

Mit den neuen Basiszustanden |n°, o) ldsst sich die Storungs-
theorie wie zuvor aufziehen.

6.7.4 Variationsprinzip

Fiir einen Hamilton-Operator H mit Basis {|n)} gilt fiir belie-
biges |U):

(VH|T) = ) (¥[H|n)(n|T)
= D E{¥n)(n|¥)

> Eo Y (¥|n)(n|T)
— B(Uw
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und somit
V| H W

< (6.122)

Ritz’sches Variationsprinzip: Wahle |¥(u)) als Funktion eines
bzw. mehrerer reeller Parameter ;4 und bestimme Minimum des

Ausdrucks
V() [H Y (1))
P =" (i)

Es gilt
min {E(u)} > Ep.

Beispiel: Eindimensionaler harmonischer Oszillator. Setze h =
w=m=1.

Testfunktion

1 o0
(U|H|T) = 5/ dz exp(—pz®)(—p*z? + p+ 7).
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Verwende

6] e ¢) 8
/ dz 2% exp(—pz?) = —/ dz — exp(—pz?)
o o O
= [ dw exp(o?)
= /. z exp(—pz
_ 4 r
du'\ p
1
2\

=N
1 1
1 1 !
P = (1) Lo
() 4 ,UQ
= pu =1 mit
: 1 1 1
min{F(u)} = Z(l +1) = 5 > Fy = 5"

Bemerkung: Wir haben das tatsachliche Minimum gefunden,
da der Ansatz vom Typ der Grundzustandswellenfunktion ent-
spricht (siehe Gl. (6.53)).
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Kapitel 7

Zusammenstellung einiger
mathematischer Grundbegriffe

Definition eines Korpers. Eine nichtleere Menge K heifit ein Korper,
falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Auf K ist eine Verkniipfung + je zweier Elemente erklart, die folgende
Eigenschaften hat:

(a) Abgeschlossenheit bzgl. Addition:
VabeKist a+b € K.

(b) Assoziativgesetz bzgl. Addition:
Va,bceKgilt (a+b)+c=a+ (b+c).

(c) Neutrales Element bzgl. Addition:
J0eKmit0+a=aVackK.

(d) Inverses Element:
Vae K3Jdbe Kmita+b=0.

(e) Kommutativgesetz bzgl. Addition:
a+b=b+aVabel.

2. Auf K ist eine weitere Verkniipfung (Multiplikation) erklart, die fol-
gende Eigenschaften besitzt:

(a) Abgeschlossenheit bzgl. Multiplikation:
Va,beKist ab € K.

(b) Assoziativgesetz bzgl. Multiplikation:
V a,b,c € K gilt (ab)c = a(be).

(c) Einselement bzgl. Multiplikation:
J1eKmitl#0und la=aVackK.

(d) Inverses Element zu a # 0:
VaeK/{0} 3be K mit ba = 1.

(e) Kommutativgesetz bzgl. Multiplikation:
ab="ba V a,b € K.
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3. Es gilt das Distributivgesetz:

alb+c¢)=ab+ac, (a+bc=ac+bcV ab,celK.

Standardbeispiele: R und C. Im Folgenden stehe K fiir R oder C.

Definition einer Gruppe. Unter einer (abstrakten) Gruppe G verstehen
wir eine nichtleere Menge, in der jedem geordneten Paar (a,b) € G X G ein
Element ab von G zugeordnet wird (Abgeschlossenheit), so dass gilt:

(G1) a(be) = (ab)c V a,b,c € G (Assoziativgesetz).

(G2) Es existiert ein Element e € G mit ea = ae = a ¥V a € G (Einsele-
ment).

(G3) Zu jedem a € G existiert ein ¢~ € G mit aa™' = a7 'a = e (inverses
Element).

Eine Gruppe G heifit genau dann kommutativ oder abelsch, wenn ab =
baV a,beG.

Definition eines Vektorraums. Sei K ein Korper. Eine Menge V' heif3t
ein K-Vektorraum (K-VR) oder linearer Raum iiber K, falls gilt:

1. Auf V ist eine Verkniipfung + (Vektoraddition) definiert, und V ist
bzgl. + eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen das neutrale Element
von V' mit 0.

2. Fiir jedes v € V und jedes £ € KK ist genau ein Element kv € V
(Skalarmultiplikation) definiert. Dabei gilt:
(a) Ist 1 das Einselement von KK, so ist lv =v Vv € V.
(b) (kl + kg)?) = kl’l) + kQU, (klkg)v = kl(kgv) A klkg € K,U eV
(c) k(vy +v3) = kv + kv V k € K v,v9 € V.
Definition eines affinen Raums. Ein affiner Raum A = (V,P,v) be-
steht aus einem K-Vektorraum V', einer Menge P, deren Elemente Punkte
genannt werden, und einer Abbildung v : P x P — V, die je zwei Elementen

P, @Q aus P einen Vektor v(P, Q) € V zuordnet und folgende Eigenschaften
besitzt:

1. Fiir alle Punkte P € P und alle Vektoren v € V existiert genau ein
Punkt @ € P mit v(P, Q) = v.

2. v(P,Q)+v(Q,R)=v(P,R)Y P,Q,R € P.

Schreibweise: v(P, Q) = ]@, d.h. ]@ ist der dem Paar (P, )) zugeordnete
Vektor in V.
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Bemerkungen:

1. Jeder Vektorraum V ist in trivialer Weise ein affiner Raum tiber sich
selbst, wenn man die Abbildung V x V' — V mit (v,w) — w — v
betrachtet.

2. Der euklidische Raum [E" ist der abstrakte affine Raum iiber dem
Vektorraum R™.

Definition einer Norm. Sei V' ein IK-VR. Eine Abbildung ||.|| : V — Ry
heifit eine Norm auf V', wenn gilt:

L ||| =0 v=0,
2. ||kv]| = |k||lv|| Vv eV ke K,
3. JJlu+v]| < |lu|| + ||v]] ¥ u,v, € V (Dreiecksungleichung).

||v|]: Norm von v. (V,]|.||): Normierter Vektorraum.

Definition einer Cauchy-Folge und eines Banach-Raums.

1. Eine Folge (v,)n>n, in einem normierten Vektorraum (V,||.||) heifit
Cauchy-Folge, wenn gilt: Zu jedem € > 0 gibt es ein kg = kq(€) mit
|vm — vnl| < € fiir m,n > k.

2. Der normierte Raum (V;||.||) heiit vollstdndig oder ein Banach-
Raum, wenn jede Cauchy-Folge in (V, ||.||) einen Grenzwert in V' hat.

Definition eines Skalarprodukts. Sei K = R oder K = C. Sei V ein
K-VR. Eine Abbildung (-|-) : V' x V' — K heifit ein Skalarprodukt oder
inneres Produkt auf V, wenn gilt:

L (wp)y >0VveV, (vju)y=0&0v=0,
2. (ulv) = (vju)* ¥ u,v € V, insbesondere (u|u) reell,
3. (ulav + pw) = alulv) + fl{ulw) ¥ u,v,w € V,a, f € K.

(u|v): Skalares Produkt von u mit v. (V, (:|-)): Skalarproduktraum oder Pré-
Hilbert-Raum. (u|v) =0=u L v.

Nomenklatur: Ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum iiber dem Kérper

R (C) heifit euklidischer Raum (unitdrer) Raum.
Satz: Sei U ein vollsténdiger Unterraum des Pra-Hilbert-Raums (V/, (:|-)).
Dann 1483t sich jedes x € V eindeutig darstellen in der Form

r=y+2z mit yelUzeU

Es gilt also V =U @ U+,
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Sei (V, (-|-)) ein Skalarproduktraum. Kanonische Norm: ||u|| := /(ulu).

Definition eines Hilbert-Raums. Sei (V,(-|-)) ein Skalarproduktraum
und ||.|| die kanonische Norm auf V. Ist (V, ||.||) vollstédndig, so heifit V ein
Hilbert-Raum.

Definition eines metrischen Raumes. Eine nichtleere Menge M heif3t
genau dann ein metrischer Raum, wenn zwei beliebigen Punkten u, v € M
eine reelle Zahl d(u,v) > 0 zugeordnet ist, so dass fiir alle u, v, w € M gilt:

1. d(u,v) = 0 genau dann, wenn u = v;
2. d(u,v) = d(v,u) (Symmetrie);
3. d(u,w) < d(u,v)+ d(v,w) (Dreiecksungleichung).

d(u,v) heiBlt der Abstand zwischen den beiden Punkten u und v, das Paar
(M, d) wird metrischer Raum genannt.

Fiir uns relevant:
Normierte Raume, Hilbert- und Banach-Raume sind metrische Raume:

d(z,y) = ||z — y|.
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