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Wichtige Vorbemerkungen zur Web-Version

“Denn was man schwarz auf weiB3 besitzt,
Kann man getrost nach Hause tragen.”

Diese Worte, die Goethe dem Schiiler in seinem Faust in den Mund legt, sind natiirlich
ironisch zu nehmen — Informationen, die auf dem Schreibblock (oder im iPad), aber
eben nicht im Kopf existieren, sind kein Wissen, man hat also durchs bloBe
Nach-Hause-Tragen nichts dazugelernt.

In diesem Sinne kann auch der Download dieser Folien zum Mathematik-Briickenkurs
den Besuch der Vorlesung und das intensive eigene Nacharbeiten derselbigen
bestenfalls ergdnzen, jedoch keinesfalls ersetzen — zumal in den Folien die durch das
gesprochene Wort transportierten Informationen ebenso fehlen wie die zahlreichen an
der Tafel behandelten Herleitungen und Beispiele.

Unter Vorausschickung dieses caveat werden die Folien fiir den gesamten Briickenkurs

hiermit fiir die Kursteilnehmerlnnen in der Hoffnung, bei der Nachbereitung hilfreich
zu sein, zum ausschlieBlich personlichen Gebrauch verfiigbar gemacht.
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Sinn und Zweck des Brlickenkurses

Mathematik ist wichtig
o "Das Buch der Natur ist in mathematischer Sprache
geschrieben.” (nach Galileo)
o ... oder zumindest naturwissenschaftliche Theorien sind es!
o Mathematische Kompetenz als Voraussetzung fiir das Studium
der Naturwissenschaften

Unterschiedliches Ausgangsniveau

Unterschied von Schul- und Universitatsmathematik

Ziel des Briickenkurses: Licken schlieBen
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Sinn und Zweck des Brlickenkurses

@ Mathematik ist wichtig
@ Unterschiedliches Ausgangsniveau

o Unterschiedliche Bundeslander
o Unterschiedliche Schultypen und —profile
o Unterschiedliche Leistungskurse und Lehrer

@ Unterschied von Schul- und Universitatsmathematik

@ Ziel des Briickenkurses: Licken schlieBen
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Sinn und Zweck des Brlickenkurses

Mathematik ist wichtig

Unterschiedliches Ausgangsniveau

Unterschied von Schul- und Universitatsmathematik

e “Matheschock”

o Schule: spezifische Typen von Rechenaufgaben, Losungswege
lernen

o Universitat: allgemeine Theoreme, Beweise verstehen

@ Ziel des Briickenkurses: Liicken schlieBen
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Sinn und Zweck des Brlickenkurses

Mathematik ist wichtig
Unterschiedliches Ausgangsniveau

Unterschied von Schul- und Universitatsmathematik
Ziel des Briickenkurses: Liicken schlieBen

o Ausgleich von Wissensunterschieden
o Briicke zur Universitatsmathematik

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19



Literatur

© J. Erven, M. Erven, J. Horwick, Vorkurs Mathematik, Oldenbourg
(Miinchen, 2010)

@ H. J. Korsch, Mathematik-Vorkurs, Binomi Verlag (Barsinghausen, 2008)

© H. J. Korsch, Mathematische Ergdnzungen zur Einfiihrung in die Physik,
Binomi Verlag (Barsinghausen, 2008)

@ M. Kallenrode, Rechenmethoden der Physik: Mathematischer Begleiter
zur Experimentalphysik, Springer (Berlin, 2005)

© P. van Dongen, Einfiihrungskurs Mathematik und Rechenmethoden,
Springer Spektrum (Wiesbaden, 2015)

Q G. Walz, F. Zeilfelder, G. RieBinger, Briickenkurs Mathematik, Springer
Spektrum (Berlin und Heidelberg, 2014)

@ K.-H. Goldhorn, H.-P. Heinz, Mathematik fiir Physiker 1-3, Springer
(Berlin, 2007)

@ K. Janich, Mathematik 142: geschrieben fiir Physiker, Springer (Berlin,
2005)

© I.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, G. Musiol, H. Miihlig, Taschenbuch
der Mathematik, Harri Deutsch Verlag (Frankfurt/Main, 2008)

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19



Ubersicht

@ Mengen und Zahlen

@ Folgen und Reihen

© Funktionen und ihre Ableitungen

@ Integration und Integrale

© Vektoren, Matrizen und Determinanten
© Funktionen mehrerer Variablen

@ Fehlerrechnung

@ Gewohnliche Differentialgleichungen
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Ubersicht

© Mengen und Zahlen

o Etwas Logik und Mengenlehre
o Die natirlichen, ganzen und reellen Zahlen
o Die komplexen Zahlen

@ Folgen und Reihen

© Funktionen und ihre Ableitungen

© Integration und Integrale

@ Vektoren, Matrizen und Determinanten
@ Funktionen mehrerer Variablen

@ Fehlerrechnung

© Gewohnliche Differentialgleichungen
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Ubersicht

© Mengen und Zahlen
@ Folgen und Reihen

o Folgen
o Grenzwerte
o Endliche und unendliche Reihen

© Funktionen und ihre Ableitungen

© Integration und Integrale

@ Vektoren, Matrizen und Determinanten
@ Funktionen mehrerer Variablen

@ Fehlerrechnung

© Gewohnliche Differentialgleichungen
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Ubersicht

@ Mengen und Zahlen
© Folgen und Reihen

© Funktionen und ihre Ableitungen

Eigenschaften von Funktionen

o Elementare Funktionen

o Stetigkeit und Differenzierbarkeit
o Taylor-Reihen

© Integration und Integrale

© Vektoren, Matrizen und Determinanten
@ Funktionen mehrerer Variablen

@ Fehlerrechnung

© Gewohnliche Differentialgleichungen
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Ubersicht

o
2]
o
o

Mengen und Zahlen
Folgen und Reihen

Funktionen und ihre Ableitungen
Integration und Integrale

o Integration und Integrierbarkeit
o Integrale elementarer Funktionen
o Integrationsregeln

Vektoren, Matrizen und Determinanten
Funktionen mehrerer Variablen

Fehlerrechnung

0000

Gewohnliche Differentialgleichungen
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Ubersicht

@ Mengen und Zahlen
© Folgen und Reihen
© Funktionen und ihre Ableitungen

© Integration und Integrale

© Vektoren, Matrizen und Determinanten

o Vektoren und Vektorraume

o Skalarprodukte und Vektorprodukt im R3

o Lineare Abbildungen und Matrizen

o Lineare Gleichungssysteme und Determinanten

@ Funktionen mehrerer Variablen
@ Fehlerrechnung
© Gewohnliche Differentialgleichungen
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Ubersicht

o
2]
o
o
o
o

Mengen und Zahlen

Folgen und Reihen

Funktionen und ihre Ableitungen
Integration und Integrale

Vektoren, Matrizen und Determinanten
Funktionen mehrerer Variablen

o Partielle Ableitungen
o Integration im R”
o Vektoranalysis im R3

Fehlerrechnung

© 0

Gewohnliche Differentialgleichungen
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Ubersicht

© Mengen und Zahlen

@ Folgen und Reihen

© Funktionen und ihre Ableitungen

© Integration und Integrale

© Vektoren, Matrizen und Determinanten

@ Funktionen mehrerer Variablen
@ Fehlerrechnung

o Mittelwert und Varianz von Messreihen
o Die Normalverteilung
o Fehlerfortpflanzung

© Gewohnliche Differentialgleichungen
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Ubersicht

o
2]
o
o
o
o
o
o

Mengen und Zahlen

Folgen und Reihen

Funktionen und ihre Ableitungen
Integration und Integrale

Vektoren, Matrizen und Determinanten
Funktionen mehrerer Variablen

Fehlerrechnung
Gewohnliche Differentialgleichungen

o Wichtige Beispiele
o Losungsmethoden
o Schwingungen mit und ohne Dampfung
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Etwas Logik

a2

b2

@ Mathematik muss prazise sein ~ benotigt eine prazise Sprache

@ Beweise miissen schlissig sein ~ (informale) Logik als Lehre
vom korrekten Schlussfolgern

@ Aussagen sind sprachliche Ausdriicke, denen ein eindeutiger
Wahrheitswert zugeordnet werden kann.

o Zweiwertige Logik: Jede Aussage ist entweder wahr (W) oder
falsch (F) — “tertium non datur".
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Etwas Logik — Il

@ Aussagen konnen zu neuen Aussagen kombiniert werden
(Aussagenlogik): “Heute ist Montag und ich bin in Mainz.”

@ Logische Verkniipfungen verbinden Aussagen zu einer neuen
Aussage.

@ Wahrheitswerte zusammengesetzter Aussagen konnen in
Wahrheitstafeln dargestellt werden.

[ <>

7 S -~ —

=]

LubwiG WITTGENSTEIN
(1889-1951)
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Etwas Logik — Il

@ Aussagen konnen zu neuen Aussagen kombiniert werden
(Aussagenlogik): “Heute ist Montag und ich bin in Mainz.”

@ Logische Verkniipfungen verbinden Aussagen zu einer neuen

Aussage.
@ Negation (“nicht”, —=): —p ist wahr genau dann, wenn p
falsch ist.
p|-p
W| F
F | W
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Etwas Logik — Il

@ Aussagen konnen zu neuen Aussagen kombiniert werden
(Aussagenlogik): “Heute ist Montag und ich bin in Mainz.”

@ Logische Verkniipfungen verbinden Aussagen zu einer neuen
Aussage.

@ Konjunktion (“und”, A): p A q ist wahr genau dann, wenn
(g.d.w.) p und g beide wahr sind.

| pAg

nmTE Sl
m=T S
mTm S >
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Etwas Logik — Il

@ Aussagen konnen zu neuen Aussagen kombiniert werden
(Aussagenlogik): “Heute ist Montag und ich bin in Mainz.”

@ Logische Verkniipfungen verbinden Aussagen zu einer neuen
Aussage.

o Disjunktion (“oder”, V): pV q ist wahr g.d.w. wenigstens
eine von p und g wabhr ist.

| pVgq

s Slo
m=sT S
M= <
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Etwas Logik — Il

@ Aussagen konnen zu neuen Aussagen kombiniert werden
(Aussagenlogik): “Heute ist Montag und ich bin in Mainz.”

@ Logische Verkniipfungen verbinden Aussagen zu einer neuen
Aussage.

o Implikation (“wenn ..., dann ...", =): p = g ist wahr, es sei

denn p ist wahr und q ist falsch.

P qlp=gq
W W | W
W F| F
F wW| w
F F| W
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Etwas Logik — Il

@ Aussagen konnen zu neuen Aussagen kombiniert werden
(Aussagenlogik): “Heute ist Montag und ich bin in Mainz.”

@ Logische Verkniipfungen verbinden Aussagen zu einer neuen

Aussage.
e Aquivalenz ("g.dw.”, &) p< qist wahr g.d.w. pund ¢

beide denselben Wahrheitswert haben.

P qlpeg
W W | W
W F| F
F W| F
F F| W
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Etwas Logik — Il

@ Aussagen konnen durch die Anwendung von Pradikaten auf
Variablen oder Konstanten gebildet werden (Pradikatenlogik):
“Jede natiirliche Zahl hat einen Nachfolger.”

@ Eine Aussageform ist ein Ausdruck, der mindestens eine
Variable enthalt, und zu einer Aussage wird, wenn man fir
jede auftauchende Variable einen Ausdruck aus dem in Frage
kommenden Diskursbereich einsetzt.

@ Quantoren erlauben die Bildung logischer Aussagen aus
Aussageformen:

o Universalitat (“fur alle”, V): Vx P(x) ist wahr, wenn P(x) fiir
alle x wahr ist.

o Existenz (“es gibt”, 3): 3x P(x) ist wahr, wenn es ein xg gibt,
fiir das P(xp) wahr ist.
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Etwas Logik — Il

@ Aussagen konnen durch die Anwendung von Pradikaten auf
Variablen oder Konstanten gebildet werden (Pradikatenlogik):
“Jede natiirliche Zahl hat einen Nachfolger.”

@ Eine Aussageform ist ein Ausdruck, der mindestens eine
Variable enthalt, und zu einer Aussage wird, wenn man fir
jede auftauchende Variable einen Ausdruck aus dem in Frage
kommenden Diskursbereich einsetzt.

@ Bei Aussagen mit Quantoren spielt deren Reihenfolge eine
wesentliche Rolle — z.B. ist Vx Jy y ist Mutter von x
zweifellos wahr, wenn der Definitionsbereich “Saugetiere” ist,
die Vertauschung der Quantoren aber ergibt eine eindeutig
falsche Aussage.

@ Informalerweise werden wir den Quantor V oftmals
weggelassen — z.B. in (a4 b)? = a° + b? + 2ab fiir
Va Vb (a+ b)? = a® + b? + 2ab.
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Etwas Logik — IV

Regeln von De Morgan:

—(pAq) & (—pV—q)
—(pVq) e (mpA—q)
=(Vx P(x)) < (3x =P(x))
=(3x P(x)) < (Vx =P(x))

AucusTus DE MORGAN
(1806-1871)

Direkter Schluss (modus ponens):
((p=aq)ApP)=q

Schluss durch Widerspruch (modus tollens):

((p=aq)A=q)=—p

Kettenschlussregel:

CHRYSIPPOS
((p=a)r(@g=r))=(p=r) (ca. 279-206 v.Chr.)
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Etwas (naive) Mengenlehre

Definition:
Eine Menge ist die Zusammenfassung von bestimmten unterscheid-
baren Gegenstanden unseres Denkens zu einem Ganzen, das heiBt,
zu einem neuen Gegenstand.

[nach Cantor]

@ Fundamentale Beziehung: Gegenstand x ist
Element von Menge A, x € A.

e Fiir =(x € A) schreiben wir kurz x ¢ A.

@ Die Menge aller x, fiir die P(x) wahr ist,
wird als {x|P(x)} geschrieben. Es gilt:
x € {x|P(x)} & P(x).

GEORG CANTOR
(1845-1918)
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Etwas (naive) Mengenlehre

Definition:

Eine Menge ist die Zusammenfassung von bestimmten unterscheid-
baren Gegenstanden unseres Denkens zu einem Ganzen, das heiBt,
zu einem neuen Gegenstand.

[nach Cantor]

@ Endliche Mengen konnen auch einfach
aufgezahlt werden, z.B.
{1,2,3} ={x|[x=1vx=2Vx=3}
@ Extensionalitatsprinzip: Eine Menge ist
durch ihre Elemente eindeutig bestimmt,
d.h. insbesondere {1,2,3} = {3,2,1},
{a, b, b} = {a, b} etc.

GEORG CANTOR
(1845-1918)
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Etwas Mengenlehre — [l

@ Eine Menge A ist Teilmenge einer anderen Menge B, A C B,
wenn alle Elemente von A auch Elemente von B sind:
ACB&e (VxxeA=x¢eB)

@ Wenn A Teilmenge von B ist und B zudem noch Elemente
enthalt, die nicht Elemente von A sind, sagen wir, dass A eine
echte Teilmenge von B ist, A C B.

@ Wegen des Extensionalitatsprinzips gilt:
(ACBABCA) < A=B
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Etwas Mengenlehre — [l

@ Eine Menge A ist Teilmenge einer anderen Menge B, A C B,
wenn alle Elemente von A auch Elemente von B sind:
ACB&e (WxxeA=x¢eB)

@ Relationen zwischen Mengen konnen durch Venn-Diagramme
veranschaulicht werden.

\
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JOHN VENN
(1834-1923)




Etwas Mengenlehre — Il

@ Mengenoperationen erlauben, aus bekannten Mengen neue
Mengen zu bilden.
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Etwas Mengenlehre — Il

@ Die Vereinigungsmenge AU B von A und B enthalt alle
Elemente von A und alle Elemente von B:
x€(AUB)& (xe AvxeB).

A B
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Etwas Mengenlehre — Il

@ Die Schnittmenge AN B von A und B enthalt alle Elemente
von A, die auch Elemente von B sind:
xe(ANB)& (xe AAx e B).

A B

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19



Etwas Mengenlehre — Il

e Die Differenzmenge A\B von A und B enthilt alle Elemente
von A, die nicht Elemente von B sind:
x€(A\B)<= (xe AANx ¢ B).

A B
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Etwas Mengenlehre — IV

o Nitzlicherweise definiert man die leere Menge () = {}.

@ Eine weitere wichtige Definition ist das kartesische Produkt:
Fir Mengen A1, A ist

A1 X A2 = {(Xl,X2)|X1 c A1 N\ Xo € A2}

die Menge der (geordneten) Paare, deren i-te Komponente
aus A; stammt.

o Firx,ye AixAgiltx=y < (x1=y1 Ax2 = y).
@ Fur Ay = ... = A, = A schreibt man kurz A" = A x ... x A.
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Gleichungen

@ Eine Gleichung ist eine Aussageform, die die Gleichheit zweier
Ausdriicke feststellt.

@ Definitionsmenge D, soweit nicht anderweitig eingeschrankt,
ist die groBte Menge, fiir deren Elemente die Gleichung
eindeutig wahr oder falsch ist.

@ Losungsmenge L C D ist die Menge aller x € D, fiir die die
Gleichung wabhr ist.
° Aquivalenzumformungen sind solche Operationen, die L
unverandert lassen:
o Anwendung derselben umkehrbaren Operation auf beiden
Seiten,

o Ersetzen eines Teilausdrucks durch einen fiir alle x € D
gleichwertigen.
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Die naturlichen Zahlen

e "Zahlzahlen" -N={0, 1, 2, 3, ...}
@ Fundamentale Operation: zahlen, d.h. Bildung der
nachsthoheren Zahl (Nachfolger) a+— a+1

@ Fundamentale Eigenschaft: Prinzip der vollstandigen
Induktion, d.h. jede natiirliche Zahl wird von Null aus durch
wiederholte Nachfolgerbildung erreicht

o Formal: Peano-Axiome

0eN

VnneEN=n+1€N

VaneN=n+1#0

vnvm (neNAmeENAn#m)=n+1#m+1

VU(UCNAO€eUAVn(neU=n+1el)) =
U=N

GIUSEPPE PEANO
(1858-1932)
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Die naturlichen Zahlen — I

@ Auf N sind Addition + und Multiplikation - sowie eine
Ordnung < definiert.
@ Die Addition
e ist assoziativ, (a+ b) +c=a+ (b+c),
o ist kommutativ, a+ b= b+ 3,
o hat 0 als neutrales Element, a + 0 = a.
@ Die Multiplikation
o ist assoziativ, (a-b)-c=a-(b-c),
e ist kommutativ, a-b=b"- a,
o hat 1 als neutrales Element, a-1 = a.
@ Addition und Multiplikation sind distributiv,
(a+b)-c=a-c+b-c.
@ Die Ordnung
o ist transitiv, (a< bAb<c)=a<c,
o ist vollstindig, a< bV b < a, sowie (a<bAb<a)ea=b
o ist mit der Addition vertraglich, a< b=a+c<b+c.
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Die naturlichen Zahlen — IlI

@ Fir a, b € N existieren eindeutig bestimmte Zahlen s,r € N
mit r < b, sodass a=sb+r

@ r heiBt der Rest bei Division von a durch b. Man schreibt
auch a mod b = r und sagt, a sei kongruent zu r modulo b.

@ Wenn r =0, so heit b ein Teiler von a, und a durch b (ohne
Rest) teilbar.

@ Jede naturliche Zahl ist durch 1 und durch sich selbst teilbar.

@ Eine natiirliche Zahl mit genau zwei Teilern heit Primzahl.
(1 ist also keine Primzahl!)

@ Jede natiirliche Zahl n > 1 kann in eindeutiger Weise als
Produkt von Primzahlen dargestellt werden.
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Rekursive Definitionen

Aufgrund des Prinzips der vollstandigen Induktion konnen
Operationen auf N rekursiv definiert werden.
Beispiele:

@ Potenz a", definiert durch a° =1, a"*1 = a- a".

o Fakultat n!, definiert durch 0' =1, (n+ 1)l =(n+1) - nl.

@ Summenzeichen mit Definition

m+1 m

n
E aj = ap, E ai:am+1+§ aj,
i=n i=n i=n

wobei
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Beweis durch vollstandige Induktion

Aufgrund des Prinzips der vollstandigen Induktion konnen wir
Vn € N P(n) beweisen, indem wir P(0) und
Vn e N P(n) = P(n+ 1) zeigen.

Beweisschema:
O Induktionsanfang: Wir lberpriifen, dass P(0) gilt.

@ Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass P(n) (mit n beliebig)
gilt, und zeigen damit P(n+ 1).

© Damit ist Vn € N P(n) bewiesen!
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Die ganzen Zahlen

@ x+ a= b hat fir a, b € N nur dann eine Losung
x=(b—a)eN, wenn a<b.

@ Um auch fiir a > b eine Losung angeben zu konnen, erweitern
wir den Zahlenbereich auf die ganzen Zahlen
Z=Nu{-1,-2,-3,...}.

@ Die Addition, Multiplikation und Ordnung von N setzen sich
auf naturliche Weise auf Z fort.

@ Die Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze gelten
auch auf Z. Zudem hat jedes z € Z ein additives Inverses
(—z) €Z mit z+(—z) =0.1

@ Esgilt: (-1)-a=(—a)und (-1)-(-1)=1.

o Fiir a < bgilt (—b) < (—a), und fiir ¢ > 0 auch ac < bc.

!Mathematisch gesprochen: Z ist ein Ring mit einer Eins.
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Die rationalen Zahlen

@ a-x = b hat fiir a, b € Z nur dann eine Lésung x = b/a € Z,
wenn a ein Teiler von b ist.

@ Um fiir alle a # 0, eine Losung angeben zu konnen, erweitern
wir den Zahlbereich auf die rationalen Zahlen

Qz{g p,ququl}-
o Fiir 2,2 c Qgilt £ = 2 < p1g2 = p2q1.

o Die Addition, Multiplikation und Ordnung von Z setzen sich
auf natirliche Weise auf Q fort, wenn wir

P1 | P2 p192 + p2q1 p1 P2 p1p2
AR _RARTRA g 2.2_AR
q1 qz2 q1q2 qa Qg2 q1q2

definieren.
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Die rationalen Zahlen — I

@ Die Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze gelten
auch auf Q. Zudem hat jedes x € QQ ein additives Inverses
(—x) € Q, und jedes x € Q\{O} hat ein multiplikatives
Inverses (x 1) € Q mit x- (x71) =1.2

-1

o Es gilt: z—g = g, (g) = %.

@ Die Ordnung auf Q ist in sich dicht: zwischen zwei rationalen
Zahlen liegen stets unendlich viele weitere rationale Zahlen.

2Mathematisch gesprochen: Q ist ein Kdrper.
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Irrationale Zahlen

@ Die Menge der rationalen Zahlen hat trotzdem “Liicken”.
@ Beispielsweise hat x? = 2 keine Losung x € Q.

@ Die Losungen ++/2 von x2 = 2 sind Beispiele fiir irrationale
Zahlen.

Weitere Beispiele fiir irrationale Zahlen sind 7 und e.

@ lrrationale Zahlen lassen sich jedoch beliebig genau durch
rationale Zahlen annahern, z.B. durch endliche Dezimalbriiche
der Form

L
"z dvdy...d" :z+zﬁ

mit z € Z, dx € {0,1,...,9}.
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Die reellen Zahlen

@ Durch Erweiterung des Zahlbereichs auf alle unendlichen
Dezimalbriiche (mit dem Verstandnis, dass z.B.
0,2999... = 0,3) konnen wir auch irrationale Zahlen
darstellen und erhalten so die reellen Zahlen R.

@ Addition und Multiplikation mitsamt ihren Inversen, sowie die
Ordnung setzen sich von QQ auf R fort.
@ Im Gegensatz zu Q ist die Ordnung auf R zudem vollstandig:
o Fur alle nicht-leeren U_ C R, Uy C R mit
Vx_ € U_ Vx; € Up x_ < x; existiert ein xg € R mit
Vx_ € U_ Vxy € Uy x— <xg < Xy
o Jede konvergente Folge reeller Zahlen konvergiert gegen eine
reelle Zahl.

\

N
U_ /\\ Uy

Xo
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Die reellen Zahlen — I

@ Wichtige Teilmengen von R:
o Intervalle:

[a;b] = {x € Rla < x < b}, (a; b) = {x € Rla < x < b},
(a; 6] = {x e Rla < x < b}, [a; b) = {x € Rla < x < b},

e positive reelle Zahlen R* = (0; 00),
o multiplikative Gruppe R* = R\{0},

o Betrag, definiert durch

Ix| = x ,x2>0
] —x ,x<0

erfiillt |ax| = |al|x| und |x7| = |x|7! (fiir x # 0) sowie die
Dreiecksungleichung

la+ b| < |a + ||



Die reellen Zahlen — 11l

Wir erweitern den Potenzbegriff wie folgt:
e Fiir b€ Z\N ist (—b) € N und wir setzen a® = (a=?)~! fiir
ae R
e Firb e Q\Z ist b= B mit p, q € Z teilerfremd, g > 2, und

wir setzen a® (\/_)” mit ¢/a € R der eindeutig
bestimmten Losung von x9 = a fir a € RT.

e Fiir b € R\Q, a € R* definieren wir a” als den (eindeutigen)
Grenzwert von aP mit by € Q, by — b.

Mit diesen Definitionen gelten die bekannten Potenzgesetze:

(ab)c — b€ (ab)c — abc abac — ab—‘,—z:
Va2 = |al
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Die reellen Zahlen — |V

Der Logarithmus zur Basis b ist definiert durch
x=logya<s b =a
Es gelten die Logarithmengesetze:

log,(ac) = logy, a + logy, ¢ log,(a“) = clogy a

log.a = log, a

1
logy, ¢

Haufig wird log x = In x = log, x, 1g x = log;y x und 1d x = log, x
abgekiirzt.
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Schreibweisen fur Zahlen

Wissenschaftliche Schreibweise:
m x 10¢

mit e so gewahlt, dass m genau eine Vorkommastelle ungleich Null
hat. (Beispiele: 0,031 = 3,1 x 1072, 5010 = 5,01 x 103)

Prozent und Promille:

1% = 15 = 0,01 = 1072
1% = 145 = 0,001 = 1073 = 0,1%
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Polynome

@ Ein Polynom vom Grad D ist ein Ausdruck der Form

D
p(x) = Z aix',
i=0

wobei x? = 1.

@ Die Summe und das Produkt zweier Polynome sind wiederum
Polynome.3 Der Grad des Produkts ist dabei die Summe der
einzelnen Grade (wenn wir dem Polynom p(x) = 0 formell den
Grad oo zuordnen).

@ Eine algebraische Gleichung D-ten Grades ist eine Gleichung
der Form

p(x) =0

fiir ein Polynom p vom Grad D.

®Die Polynome bilden also einen Ring.
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Polynome — |l

@ Wenn x = c eine Losung einer algebraischen Gleichung vom Grad D
ist, so kann diese als

(x— c)(x) =0
mit g einem Polynom vom Grad D — 1 geschrieben werden.

@ Fiir Polynome p(x), g(x) vom Grad D, > Dy schreibe
p(x) = m(x)q(x) + r(x) mit Polynomen m(x) und r(x) vom Grad
D, und D, < D,

Polynomdivision

@ Bestimme den fiihrenden Koeffizienten von m(x) so, dass der
fiihrende Koeffizient von p(x) — m(x)q(x) verschwindet.

@ Ersetze p(x) durch den Rest p(x) — m(x)g(x) und wiederhole den
vorangehenden Schritt fiir den jeweils nachsten Koeffizienten von
m(x) solange, bis der Grad des verbleibenden Restes kleiner als Dy
ist.

@ Der letzte verbleibende Rest ist r(x).
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Polynome — |lI

@ Es gilt: Polynome iiber R konnen durch Polynomdivision in
die Form

p(x) = al_.I(x2 + bix + ¢;)% H(x — &)

mit b,? — 4¢; < 0 zerlegt werden.

@ In R hat jede algebraische Gleichung mit ungeradem Grad
mindestens eine Losung.

@ Die einzigen Losungen, die algebraischen Gleichungen in R
“fehlen”, kommen daher, dass x?> = —1 keine Losung in R hat.

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19



Die komplexen Zahlen

@ Indem wir R um eine Losung x = i von x2=-1 erganzen,
erhalten wir die komplexen Zahlen
C={a+bi|abeR}.
Im z
o Visualisierung als
Gauss'sche Zahlenebene: .

o S 2 :
CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777-1855)

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19




Die komplexen Zahlen — Il

Wir bezeichnen i als imaginare Einheit und nennen fur z = a + bi

Im z

@ Re z = a den Realteil,

elmz=bden S ij

Imaginarteil, Lk -
.
o |z| =+Va?+ b? den 1 ;
Betrag,
@ arg(z) = arctan ‘3’ +s»xdas

Argument (fiir z # 0),
@ z¥ = a — bi die komplex
konjugierte Zahl

von z. Damit gilt |z*| = |z| und arg(z*) = — arg(z).
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Die komplexen Zahlen — IlI

@ Addition und Subtraktion wirken auf Real- und Imaginarteil
separat:
(a+bi)+(c+d)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i

Imz ,
+z
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Die komplexen Zahlen — IlI

@ Addition und Subtraktion wirken auf Real- und Imaginarteil
separat:

(a+bi)+(c+d)=(a+c)+(b+d)i
(a+bi)—(c+di)y=(a—c)+(b—d)i
@ Die Multiplikation mischt Real- und Imaginarteil:
(a+ bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
@ Die Division ist wegen zz* = |z|? durch
=2 |2f

definiert.

@ Diese Operationen geniigen den Assoziativ-, Kommutativ- und
Distributivgesetzen.*

*Also ist auch C ein Korper.
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Die komplexen Zahlen — IV

@ Eulersche Formel:

¢’ = cos¢+ ising

fir ¢ € R. Es gilt || =1,
2wni __ LEONHARD EULER
€ =L nci (1707-1783)

@ Polardarstellung komplexer
Zahlen als z = |z|e/28(2).

@ Multiplikation in -
Polardarstellung:

(1) (s0) = Gaptons o

@ Beachte: Logarithmen sind
in C mehrdeutig.
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Die komplexen Zahlen — V

Fundamentalsatz der Algebra

Jede algebraische Gleichung vom Grad > 0 hat eine Losung in C.

@ Mathematisch gesprochen: C ist ein abgeschlossener Korper.
@ C schlieBt somit den Bereich der Zahlen in gewisser Weise ab.

@ Wir haben die folgenden Beziehungen zwischen den
Zahlenbereichen:

NcZcQcRcC

@ Im Gegensatz zu R lasst sich C nicht mehr in einer mit den
algebraischen Operationen vertraglichen Weise ordnen.
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Anwendungen der komplexen Zahlen

@ Trigonometrische Identitaten lassen sich wegen
e'® = cos ¢ + isin ¢
1/ . .
cos ¢ = 5 <e’¢ + e_’¢>
sing = l (ei¢ — e_i¢)
2i

leicht herleiten.

@ Darstellung von Phasenbeziehungen im Zeigerdiagramm,
komplexe Widerstande.
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Anwendungen der komplexen Zahlen — Il

@ Wegen des Fundamentalsatzes der Algebra lassen sich
rationale Funktionen (n < m) als

a0+ aix + ...+ apx”  an(x —xg)M e (x — x )

bo+ bix+...+xm  (x—y)---(x—ys)

schreiben.

@ Damit konnen wir eine Partialbruchzerlegung

a,,(x—xl)dl-- X—x,)d’
e (x = ZZ X_YI)J

(X_yl)el i=1 j=1

durchfiihren und die A;; durch Koeffizientenvergleich finden.

@ Anwendung in der Integralrechnung (s. spater).
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Funktionen

Definition

Eine Funktion f : D — W ist eine Vorschrift, die jedem Element x
der Definitionsmenge D genau ein Element f(x) der Zielmenge W
eindeutig zuordnet, x — f(x).

Beispiele:

o F:R— R, x— x2.

o g:R — R, x+— Losung fir z von 72 = x, ist keine Funktion,
aber h: [0;00) — [0;00), x — /X, ist eine.

o Matrikelnummer : JGU-Studierende — N,
s — Matrikelnummer von s.
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Funktionen

Definition

Eine Funktion f : D — W ist eine Vorschrift, die jedem Element x
der Definitionsmenge D genau ein Element f(x) der Zielmenge W
eindeutig zuordnet, x — f(x).

o Fir f: A— B und g: B — C definieren wir die Verkettung
gof:A— Cdurch (gof)(x) =g(f(x)).

@ Die Bildmenge Im f = {f(x)|x € D} C W ist die Menge aller
auftretenden Funktionswerte.

@ Eine Funktion kann durch ihren Graphen
Graph f = {(x, f(x))|x € D} C D x W reprasentiert werden.
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Funktionen — 1l

Eine Funktion f : D — W heiBt
e injektiv, wenn x1 # xo = f(x1) # f(x2),
o surjektiv, wenn Vy € W3x € D y = f(x),
o bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

P
S
-

'\_/."
Fir bijektives f : D — W existiert eine Umkehrfunktion
f~1: W — D, so dass Vx € D f~1(f(x)) = x und
Vy € W f(f~(y)) = y.



Funktionen — 1l

Eine Funktion f : D — W heiBt
e injektiv, wenn x1 # xo = f(x1) # f(x2),
o surjektiv, wenn Vy € W3x € D y = f(x),
o bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

W

i

Fir bijektives f : D — W existiert eine Umkehrfunktion
f~1: W — D, so dass Vx € D f~1(f(x)) = x und
Vy € W f(f~(y)) = y.
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Funktionen — 1l

Eine Funktion f : D — W heiBt
e injektiv, wenn x1 # xo = f(x1) # f(x2),
o surjektiv, wenn Vy € W3x € D y = f(x),
o bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
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Fir bijektives f : D — W existiert eine Umkehrfunktion
f~1: W — D, so dass ¥x € D f~}(f(x)) = x und
vy e WF(fl(y)) =y.



Funktionen — 1l

Eine Funktion f : D — W heiBt
e injektiv, wenn x1 # xo = f(x1) # f(x2),
o surjektiv, wenn Vy € W3x € D y = f(x),
o bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
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.\*\%
“~

Fir bijektives f : D — W existiert eine Umkehrfunktion
f~1: W — D, so dass ¥x € D f~}(f(x)) = x und
vy e WF(fl(y)) =y.



Zahlenfolgen

Definition

Unter einer Zahlenfolge verstehen wir eine Funktion N — R, n — a,
(oder N — C, n+ a,). Die a, heiBen Glieder der Folge.

Beispiele:
@ a, = n; Folgenglieder: 0, 1, 2, 3, ...

@ a,= Folgenglieder: 1, 1/4, 1/9, ...

1.

(n+1)2"
1 :

e a, = mn2; Folgenglieder: /m, w2/3, 73/4 ...

@ a, = (—2)"; Folgenglieder: 1, —2, 4, —8, ...
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Zahlenfolgen — Il

Eine Zahlenfolge heiBt

@ nach oben beschrankt, wenn 3S € RVne N a, < §,
nach unten beschrankt, wenn S e RvVne N a, > S,
beschrankt, wenn 3S € RVne N |a,| < S,
monoton wachsend, wenn Vn € N a,,1 > a,,
monoton fallend, wenn Vn € N a,y1 < a,,
streng monoton wachsend, wenn Vn € N a1 > a,,
streng monoton fallend, wenn Vn € N a,11 < ap,
alternierend, wenn Vn € N a,;1a, <0,
Nullfolge, wenn Ve >0 3N € NVn > N |a,| < e.
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Grenzwert einer Folge

Definition

Eine Zahl a heiBt Grenzwert (Limes) der Folge a,, a = Ii_)m i
n—o0

wenn (a, — a) Nullfolge ist.

Beispiele:
@ eine Nullfolge hat den Limes Null, lim a, =0,
n—oo
. 1) _
 Jim 2+ 5h) =2
o Jim 7t =1

o lim (vVa+ 1) =0
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Grenzwert einer Folge

Definition

Eine Zahl a heiBt Grenzwert (Limes) der Folge a,, a = Ii_)m an,
n o0

wenn (a, — a) Nullfolge ist.

Fira= lim a,, b= lim b, gilt:
n—oo n—o0
lim (apn £ by) =axb
n—o0

I|_>rrc1>o(a,,-b,,):a-b

, a
nll—>nc1>ob_n_57 bn#oab#o
lim a2 =a® a,>0,a>0
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Konvergente und divergente Folgen

@ Eine Folge heiBt konvergent, wenn sie einen Grenzwert hat.

o Eine Folge, die keinen Grenzwert hat, heit divergent.
@ Von einer reellwertigen Folge, die keinen Grenzwert hat, sagen
wir
o sie divergiere gegen +00, wenn
VSeRINeNVn> N a,> S, und
o sie divergiere gegen —oo, wenn
VSeRINeNVn>Na,<S.
@ Von sonstigen reellwertigen Folgen sagen wir auch, sie seien
unbestimmt divergent.
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Rekursiv definierte Folgen

@ Aufgrund des Prinzips der vollstandigen Induktion kann eine
Folge liber eine Rekursionsrelation a,+1 = f(an,...,an—k)
zusammen mit Startwerten ag, ..., a, definiert werden.

@ Ein wichtiger Spezialfall ist die Fixpunktiteration: Fiir
Funktionen f : D — D, D C R mit |f(a) — f(b)| < gla — b,
q € (0; 1), konvergiert die Folge a,+1 = f(an) gegen die
(eindeutige) Losung von x = f(x).

Beispiel: Iteriertes Wourzelziehen,

apt1 = a2+ ap, ag = 0.

Fixpunktgleichung x = Va2 + x =

x:%+%\/4a2+1.

ﬂﬂ/ 05 10 15 20
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Rekursiv definierte Folgen — Il

Fir Rekursionen der Form api 1 = agan + ... + aga,_g ist der
Ansatz a, o< A" nutzlich:
@ Man 18st \<t1 = agA\f + ... + a, um k +1 Losungen \; € C
zu finden.
@ Da mit A7 auch a, = GIA{ +... + Ck+1>\Z+1 die Rekursion
Iost, konnen die k + 1 Konstanten C; aus den k + 1
Startwerten bestimmt werden.

Beispiel: Fibonacci-Zahlen

ap = 1, a; = 1, dn+1 = a@n + ap_1

mit Losung a, = (AT — AT /(A — AL),
Ao =115

FiBoNacct
(1170-1250)
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Unendliche Reihen

Fir eine Folge aj, definieren wir die Partialsummen

Sw=>)_a
und die unendliche Reihe
= |
nz:(:)an Ninoo SN’

falls dieser Grenzwert existiert.

Ansonsten heiBt die unendliche Reihe divergent.
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Unendliche Reihen — 1l

Beispiele:
@ Die geometrische Reihe

fir |g| < 1 (sonst divergent) wegen

N
an: 1_qN+1
n=0 1_q ’

@ wahrend die harmonische Reihe
=1
1o
n=1 n

wegen Son > 1+ % divergiert.
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Funktionen einer reellen Variablen

Wir betrachten Funktionen f : D — R mit D C R.
Eine solche Funktion heiBt

@ nach oben beschrankt, wenn 3S € RVx € D f(x) < S,
nach unten beschrankt, wenn 35S € RVx € D f(x) > S,
beschrankt, wenn 35S € RVx € D |f(x)| < S,

monoton wachsend, wenn x >y = f(x) > f(y),

monoton fallend, wenn x > y = f(x) < f(y),
e streng monoton wachsend, wenn x >y = f(x) > f(y),
e streng monoton fallend, wenn x > y = f(x) < f(y).
Falls ferner x € D = —x € D gilt, heiBt eine Funktion
e gerade, wenn f(—x) = f(x),
@ ungerade, wenn f(—x) = —f(x).
Falls x € D = (x+ p) € D und f(x + p) = f(x) gilt, heiBt die
Funktion periodisch mit Periode p.
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Elementare Funktionen

fx)=y D w f~(y) = x

)
x* a<0 (0;00) (0;00) yl/a
eX R (0; 00) log y

sin x -5:5] [-L1] arcsin y
oS X [0;7] [-1;1]  arccosy
tan x (—=%:5) R arctany
cot x (0;7) R arccot y
sinh x R R arsinh y
cosh x [0;00) [l;00)  arcosh y
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Die Hyperbelfunktionen

Analog zu den trigonometrischen Funktionen

cosx = % (eix +e_ix)
sinx = % (eix — e_ix)

definiert man die Hyperbelfunktionen

1
coshx =3
H _1/.x —X
sinhx =3 (eX—e™)

(und entsprechend tanh x = ng;ti :

Die Hyperbelfunktionen gentigen der Identitat

cosh® x —sinh?x =1

welche eine Hyperbel anstatt eines Kreises beschreibt.
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Elementare Funktionen als Graphen

4 2 3
X X X
20 X2
2
X3
15F B
X2
1
X 4
10
05|
| \ \ \
05 10 15 20
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Elementare Funktionen als Graphen
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Elementare Funktionen als Graphen
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Elementare Funktionen als Graphen

b
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Elementare Funktionen als Graphen

coshx sinhx

-arsinhx
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Stetige Funktionen

Definition
Eine Funktion f : D — R heiBt (folgen-)stetig an der Stelle a € D,
wenn fir alle Folgen a, mit a, € D und lim a, = a gilt, dass

. n—o0
nIer;o f(an) = f(a).

Eine Funktion, die an allen a € D stetig ist, nennen wir auch stetig
auf D.
Fur stetige Funktionen f, g : D — R, h:Im f — R, sind auch

o f+g:x— f(x)+ g(x),

o f-g:x— f(x)g(x),

@ hof :xr— h(f(x)),

o fiir g(x) #0, f/g: x— f(x)/g(x),
stetig.
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Stetige Funktionen — ||

@ Die elementaren Funktionen sind auf ihrem jeweiligen
Definitionsbereich stetig.

@ Ein Beispiel fiir eine nicht-stetige Funktion ist die
Vorzeichenfunktion

+1, x >0,
sgn x =¢ 0, x=0,
-1, x <0,

die bei Null unstetig ist, oder die charakteristische Funktion
der rationalen Zahlen

_ ]-7 X € Q7
XQ(X) - { 0, X € R\@,

welche nirgends stetig ist.
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Grenzwerte von Funktionen

@ Wenn fiir eine Funktion die Grenzwerte lim f(a,) fir alle
n—o0o
Folgen a, mit a, € D und lim a, = a libereinstimmen,
n

— 00
definieren wir den Grenzwert der Funktion als

X3, FO) = i, Flan)

o Fiir stetiges f gilt lim f(x) = f(a).
X—a
@ Ein rechtsseitiger Grenzwert Iim+ f(x) l3sst sich definieren,
X—a
falls die Grenzwerte lim f(ap) fir alle Folgen a, mit a, € D,
n—o0

an > aund lim a, = a ubereinstimmen.
n—oo

@ Entsprechend kann man einen linksseitigen Grenzwert

lim f(x) definieren.
X—a~—
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Differenzierbarkeit

Definition

Eine Funktion f : D — R heiBt differenzierbar an der Stelle a € D,

wenn der Grenzwert Ii_r}n %‘Z(a) = f’(a) existiert. Dieser heiBt die
X—a

Ableitung von f an der Stelle a.
@ Oft schreibt man auch "
f'(x) = g—i, wobei der
Differentialquotient den
Grenzwert des o)1)
Differenzenquotienten »
symbolisiert. !

+h

@ Eine differenzierbare
Funktion ist auch stetig.
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Differenzierbarkeit

Beispiel: f(x) =x", ne N.

n

n —_—
f'(x) = lim Xy
y=x X —Yy

— lim 2 X7 —(x=h)

h—0 h

:Ilm—( Zk'n— (h)k"k)

h—0 h

)k—an—k

- ;Hoz k'(n - k)l
_ n! n—1
BCEES

= nx"1
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Differenzierbarkeit — Il

@ Die Ableitung von f definiert wieder eine Funktion
f': D' =R, x+— f'(x) mit D' C D.

@ Die Ableitung f” von f’ heiBt die zweite Ableitung von f. Fiir
die dritte und hohere Ableitungen schreiben wir auch
Fln) — %f("*l) — %_

@ Die elementaren Funktionen sind auf ihrem jeweiligen
Definitionsbereich (z.T. mit Ausnahme der Randpunkte) auch
differenzierbar.

@ Ein Beispiel fiir eine stetige, nicht-differenzierbare Funktion ist
die Betragsfunktion |x|, die bei x = 0 nicht differenzierbar ist.
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Ableitungen elementarer Funktionen

fx)  f'(x)

X rx™1
eX eX

1
Ic?gx %
sin x COS X
CoS X —sinx

sinhx cosh x
coshx sinhx
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Differentiationsregeln — Summen und Produkte

Wenn f, g : D — R an der Stelle x differenzierbar sind, so gelten
die Summenregel

S 8) =110 +8(x)
sowie die Produktregel

1) = ()8 (x) + F(08 ().
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Differentiationsregeln — Verkettungen und Umkehrungen

@ Wenn f : D — R an der Stelle x differenzierbar ist, und

g :Im f — R an der Stelle f(x) differenzierbar ist, so gilt die
Kettenregel

Lgo N =g(FO)F ().

@ Wenn f: D — W, W C R bijektiv und an der Stelle x
differenzierbar mit '(x) # 0 ist, so ist die Umkehrfunktion
f~1: W — D an der Stelle y = f(x) differenzierbar, und es
gilt die Umkehrfunktionsregel

d _ 1
GO
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Differentiationsregeln — Quotienten

@ Aus der Produkt- und der Kettenregel folgt, dass wenn
f,g : D — R an der Stelle x mit g(x) # 0 differenzierbar
sind, die Quotientenregel

A f_ f(x)g(x) — f(x)g'(x)
dx g g(x)2

gilt.

o Fiir Quotienten f(x)/g(x)
mit f(x) = g(x) = 0 gilt die
Regel von de I'Hbpital,

GUILLAUME DE L’HOPITAL
(1661-1704)
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Taylor-Entwicklung

@ Tangente nahert differenzierbare
Funktion nahe Aufpunkt an:

f(x) = f(x0) + ' (x0)(x — x0)
+ R(x)
——
—0, x—xo
@ Bessere Naherung (fiir hinreichend

oft differenzierbares 1) durch
Polynome (Taylor-Entwicklung):

) =3 1 90) (x — 0)"

k=0
+ Ra(x)
——

—0, x—xp
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Taylor-Entwicklung — Il

Wenn lim R,(x) = 0, spricht man von einer reell analytischen
n—oo
Funktion, die durch ihre Taylor-Reihe dargestellt wird:

= 1
Fx) = 1 00)(x = )
k=0
Beispiele:
° X = f;,’
n=0
S (1" 2041

BRrROOK TAYLOR —
(1685-1731)
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Extrema von Funktionen

Definition
Die Funktion f : D — R hat ein lokales {',\\AA?:I'EEQ} bei xg, wenn

Je>0VxeDN(xo—€x0+¢€) f(X){g}f(Xo).
Gilt sogar Vx € D f(x) {5} f(xo), heiBt xo globales {MaXim“m}.

Minimum
o Der Uberbegriff fir Maximum und Minimum ist Extremum.

@ Es gilt: Ein Extremum xg
o liegt entweder auf dem Rand von D,
oder
o f ist an der Stelle xg nicht

differenzierbar, oder
e f'(xp) = 0.

D=fab]
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Extrema von Funktionen

Definition

Minimum

Die Funktion f : D — R hat ein lokales {MaXim“m} bei xg, wenn
Je>0Vxe DN (xo—€x +€) f(x){é} f(x0)-
Gilt sogar Vx € D f(x) {g} f(xo0), heiBt xo globales {MaXim“m}.

Minimum

o Der Uberbegriff fir Maximum und Minimum ist Extremum.

@ Wenn f/(x9) =0, so ist xp

o fiir f”/(xp) > 0 ein Minimum und

o fiir f”"(xp) < 0 ein Maximum;

o bei f/(xp) = 0 entweder ein
Sattelpunkt, f()(xp) # 0, oder es
miissen hohere Ableitungen ;
betrachtet werden. - E
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Asymptotisches Verhalten

@ Wenn fiir alle Folgen a,, die nach +0o divergieren, derselbe
Grenzwert lim f(a,) existiert, definieren wir
n—oo

lim f(x)= lim f(a,)

X—Fo0 n—o0

als den Grenzwert von f fur x — $00.

@ Im Ubrigen sind folgende Notationen zur Beschreibung des
Verhaltens einer Funktion in der Umgebung einer Stelle a

ublich:
fix)~gx) (x—a) < )I(i_rpa%:l
() =ola()) (x+a) & fim 5 —0

f(x)=0(g(x)) (x—=a) & 3C>0If(x)]< Clg(x)]
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Integration — Stammfunktionen

Eine Funktion F : D — R heiBt Stammfunktion von f : D — R,
wenn F auf D differenzierbar mit F'(x) = f(x) ist.

@ Wenn F Stammfunktion von f ist, so auch F + ¢, c € R.

x)= [

fir die Stammfunktion von f (unbestimmtes Integral).

@ Man schreibt
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Stammfunktionen elementarer Funktionen

f(x) [ f(x) dx
)1<r, r ?é 1 lrﬁxr+1
5 ec;g x|

log x xlogx — x
sin x — COS X
CoSs X sin x

sinh x cosh x
cosh x sinh x
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Integration — Bestimmtes Integral

Wir definieren das bestimmte (Riemann-)Integral als Flache unter
dem Graphen einer Funktion f : [a; b] — R mit Hilfe von
Stufensummen,

b
/af( dx—nlngto xi) (Xir1 — X;)

wenn dieser Limes unabhangig von der gewahlten Zerlegung x;
(a=x0 <...<xp=Db)ist.

£0x)

BERNHARD RIEMANN
(1826-1866)

b

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19



Integration — Bestimmtes Integral |l

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Fir f: [a; 6] = R, F = [ f(x) dx, gilt
b
/;, 69l che— A — L)

Plausibilitatsbeweis:
o Intuitiv ist F(x) = [ f(t) dt verstandlich, da f(x) angibt,
wie schnell die Flache unter dem Graphen wachst.
@ Algebraisch nutzt man f(t) = F’(t) und nahert
F'(t)h = F(t+ h) — F(t), um die Stufensumme (xx = a+ kh,
h= ?) in eine Teleskopsumme zu verwandeln, wobei die
Naherung im Limes h — 0 exakt wird.
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Integrationsregeln — Summen und Produkte

Fir integrierbare Funktionen f, g und Konstanten ¢ € R gilt
700+ 800y ax= [ £ ax+ [ () ax

/(c-f(x)) dx = c/f(x) dx

Aus der Produktregel fiir die Ableitung folgt, dass fiir
differenzierbare Funktionen f, g die Regel zur partiellen Integration,

/f’ g(x) dx = f(x)g(x) — /f(x (x) dx,

gilt.
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Integrationsregeln — Substitution

Aus der Kettenregel fiir die Ableitung folgt, dass fiir
differenzierbare Funktionen f, g mit f injektiv die Identitat

[ @) dz = [ 00y (e) dx

mit z = f(x) und dz = f'(x) dx gilt.
Fiir bestimmte Integrale miissen auch die Grenzen transformiert
werden:

b F=1(b)
z)dz = f(x))f'(x) dx
[ sraz= [ et
bzw.

b f(b)
[ etrenreo ax= [ ez) dz
a f(a)
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Integrationsregeln — Partialbruchzerlegung

Rationale Funktionen lassen sich durch Partialbruchzerlegung
integrieren:

P(X Biix + C;;
) o) TR o oy =

i=1 j=1 i=1 j=1

wobei Paare komplex konjugierter Wurzeln von @ in der Form von
(iber R irreduziblen) quadratischen Polynomen zusammengefasst
werden.

Die Partialbriiche lassen sich alle elementar integrieren:

/ dx Iog]x—y| e=1,
(x—y) = 1—)(x et €7 L

und entsprechende Formeln fiir quadratische Nenner.
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Uneigentliche Integrale

@ Wenn ein Grenzwert der Form

existiert, so schreiben wir hierfiir auch

/:o f(x) dx

und nennen dies ein uneigentliches Integral.
o Entsprechend definieren wir die uneigentlichen Integrale

/b f(x) dx = a_li>r1100/ab f(x) dx

—00

/Oo f(x) dx= lim  lim /abf(x) dx

N a——00 b—00o
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Uneigentliche Integrale — Il

Wenn f(x) fiir einen (oder beide) Randpunkte x = a oder x = b
nicht definiert ist, definieren wir ferner uneigentliche Integrale der

Form
b b
/ f(x) dx = lim / f(x) dx
a c—at J¢

/ab f(x) dx = ciT— /ac f(x) dx

sofern die entsprechenden Grenzwerte existieren.
Beispiele:

° fooo e Xdx = Iim foA e X dx = lim (1 —e_A) =1

N—o00

1dx _ | _
° OW_)\[E&IAW_ I|m (2—2\/X>—2
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Vektoren

@ Viele physikalische GroBen (Geschwindigkeit, Kraft, ...) haben
neben einem Betrag auch eine raumliche Richtung ~»
Vektoren (/at. “Fahrer")

@ Raumlich gerichtete GroBen konnen als Pfeile dargestellt
werden, deren Lange dem Betrag der GroBe entspricht.
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Vektoren

@ Viele physikalische GroBen (Geschwindigkeit, Kraft, ...) haben
neben einem Betrag auch eine raumliche Richtung ~
Vektoren (/at. “Fahrer")

@ Raumlich gerichtete GroBen kénnen als Pfeile dargestellt
werden, deren Lange dem Betrag der GroBe entspricht.

o Pfeile konnen mit einem reellen Betrag skaliert, sowie durch
Aneinanderreihung zueinander addiert werden
(Parallelogrammregel).
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Vektoren — |l

v=(2,3)

Durch Einfiihren von kartesischen Koordinaten identifizieren wir
den Raum der zwei- bzw. dreidimensionalen Pfeile mit R? bzw.
R3, wobei das Skalieren bzw. die Addition in R”
komponentenweise erfolgen:

A(X1s -y Xn) = (AX1, ..o, AXp)
(X1ye s Xn) + W15 os¥n) =0+ Y1,y Xn + Yn)
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Abstrakte Vektorraume

Eine mit zwei Verkniipfungen +: VXV -V und - : K x V —» V
(K =R bzw. C) ausgestattete Menge V ist ein reeller bzw.
komplexer Vektorraum, wenn die Verkniipfungen den folgenden
Axiomen gentigen:

Va,b,ce V (a+b)+c=a+(b+c)
HVeVVvVacVa+t0=a

VaeV 3(-a)eVa+(-a)=0
VaybeVa+b=b+a

VA, ue KVae V ANpa) = (A\p)a
VApeKVaeV (A+u)a=Na+pa
VAXeKVa,beV ANa+b)=Xa+ Ab
Vae V la=a
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Linearkombinationen

@ Aus einer endlichen Menge {v1,...,v,} von Vektoren
v, € V konnen weitere Vektoren durch Linearkombinationen

Z)\kvk eV
k=1

erzeugt werden.

@ Die Frage, wann ein Vektor als Linearkombination anderer
Vektoren dargestellt werden kann, fiihrt auf die Definition:
Eine Menge W C V von Vektoren heiBt linear unabhangig,

wenn aus
n
Z)\kvk =0
k=1

mit v, € W immer Yk Ay = 0 folgt.
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Basis eines Vektorraumes

@ Eine linear unabhangige Menge B C V/, zu der kein weiterer
Vektor hinzugefiigt werden kann, ohne die lineare
Unabhangigkeit zu zerstoren, nennen wir eine Basis von V.

@ Im R" haben wir als besonders wichtige Basis die kanonische
Basis {e1,...,e,} mit

e, =(0,0,...,1)

bzw. kompakter (e;); = J;; (wobei das Kronecker-Symbol
durch 6;; =1 und 0;; = 0, j # i definiert ist).
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Skalarprodukt

@ Aus der Physik wissen wir, dass die verrichtete Arbeit das
Produkt aus dem zuriickgelegten Weg und der langs dieses
Weges wirkenden Kraft ist.

@ Definiert man dieses Produkt als Produkt der zugehorigen
Vektoren, so erhalt man das skalare Produkt

a-b=al|b|cos?
mit |x| dem Betrag des Vektors x und ¥ dem Winkel zwischen

a und b.
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Skalarprodukt

@ Man (berpriift leicht, dass dieses Produkt die Eigenschaften
a-b=>b-a
a-a>0, a#0
a-(b+c)=a-b+a-c
a-(A\b)=X(a-b)
besitzt, die wir zur Definition eines Skalarprodukts erheben.
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Skalarprodukt — Il

@ Im R” ist das Skalarprodukt als

definiert.

@ Es gilt entsprechend

und b
a .
cost = ——
|a||b|
und diese Gleichungen konnen als Definitionen auf beliebige
Vektorraume, auf denen ein Skalarprodukt definiert ist,

erweitert werden.
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Vektorprodukt im R3

axb

a

@ Speziell im R3 lisst sich ein weiteres Produkt zweier Vektoren a, b € R3
definieren: Es gibt genau eine Richtung, die senkrecht auf der von a und b
aufgespannten Ebene steht und mit @ und b ein rechtshandiges System bildet.
Ein Vektor a x b mit dieser Richtung und dem Betrag

|a x b| = |a||b|sinV

(entspricht dem Flicheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelograms)
definiert das Vektorprodukt a x b € R3.
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Vektorprodukt im R3

a

@ Man (berpriift leicht, dass dieses Produkt die Eigenschaften
axb=-bxa
ax(b+c)=axb+axc
a x (Ab) = A(a x b)
a-(axb)y=b-(axb)=0
besitzt.
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Vektorprodukt im R3

axb

@ In Komponenten gilt

a x b= (aybs — azby,a3by — a1bz, a1by — axby)
oder kompakt

3
[a X b], = E EUkajbk
. AP Jrk=1
mit dem Levi-Civita-Symbol
1,  jjk zyklisch,
€jjk = —1, jjk antizyklisch,
0, sonst.
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Analytische Geometrie des

Gerade in Parameterform:
x=p+u

mit Stiitzpunkt p und Richtungsvektor u
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Analytische Geometrie des Raumes

Ebene in Parameterform:
X =p+Au+ \v

mit Stiitzpunkt p und linear unabhangigen Richtungsvektoren u, v
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Analytische Geometrie des

Ebene in Normalenform:
n-(x—p)=0

mit Normalenvektor n oc u x v und Stiitzpunkt p
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Analytische Geometrie und lineare Gleichungssysteme

@ Die Suche nach den Schnittmengen von Geraden und Ebenen
untereinander (wie zuvor schon die Partialbruchzerlegung)
fuhrt auf lineare Gleichungssysteme der Form

auxi + ... + aixs = b

amX1 + ... 4+ amnxn = bm

@ Die geometrische Anschauung lehrt, dass diese Systeme
entweder keine, genau eine oder unendlich viele Losungen
haben.
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Analytische Geometrie und lineare Gleichungssysteme

@ Die Suche nach den Schnittmengen von Geraden und Ebenen
untereinander (wie zuvor schon die Partialbruchzerlegung)
fiihrt auf lineare Gleichungssysteme der Form

anxi + ... + amnxn = b

amixXt + ... + amnXn = bm

@ Eine kurze Uberlegung zeigt, dass die Reihenfolge der
Gleichungen keine Rolle spielt, und dass wir jede Gleichung
durch beidseitige Addition einer anderen Gleichung umformen
konnen, ohne hierdurch die Lésungsmenge des Systems zu
verandern.
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Losen linearer Gleichungssysteme

Gausssches Eliminationsverfahren

Fiir jedes j € {1,..., m}

stelle, falls notig, durch Vertauschen von Gleichungen a;; # 0
sicher,

eliminiere fiir jedes i € {j +1,..., m} den Term mit
Koeffizienten aj; durch beidseitige Subtraktion des
ajj/ aji-fachen der j-ten Gleichung von der i-ten Gleichung.

Wenn hierbei eine Gleichung der Form 0 = ¢ mit ¢ # 0
auftritt, hat das System keine Losung.

Wenn hierbei am Ende weniger nichttriviale Gleichungen als
Variablen auftreten, hat das System unendlich viele Lésungen,
die durch die redundanten Variablen parametrisiert werden
konnen.

Ansonsten ist das System durch Riickwartseinsetzen
ausgehend von der letzten Gleichung eindeutig Iosbar.

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19



Lineare Abbildungen

- X2y

T fxe2y)
/= f00+2f(y)

f(x),

Seien V und W Vektorrdume. Eine Funktion f : V — W hei3t
lineare Abbildung, falls fiir alle x,y € V, A, u € K

f(Ax + py) = M(x) + puf(y)

gilt.
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Lineare Abbildungen und Matrizen

@ Eine lineare Abbildung ist wegen

f (Z )\kvk> = Z)\kf(vk)
k k
durch die Bilder der Vektoren einer Basis von V eindeutig
bestimmt.

@ Fir lineare Abbildungen f : K" — K™ konnen wir daher f mit
der m x n Matrix

a1 -+ Aaln
dml " amn
flej) =Y aje
i
identifizieren.
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Addition von Matrizen

@ Seien f, g : V — W lineare Abbildungen. Dann ist wegen

ng(Aa+ub)+&f(Aa+ub) = A(ng(a)+¢f(a))+u(ng(b)+Ef (b))
auch ihre Linearkombination (ng + £f) : V — W eine lineare
Abbildung.

o Fir f, g : K" — K" mit zugehorigen Matrizen A und B bildet
(ng +&f) : K" — K™ den Basisvektor ej € K" auf

(ng +¢F)(g) = > _nbjei+ Y _Cajei = > _(nbj + Eaj)e;

i
ZU.

@ Entsprechend definieren wir die Summe und skalare
Multiplikation von Matrizen elementweise als

(A+ B)jj = ajj + bj (AA)jj = Aajj
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Matrixmultiplikation

o Seien f: U—V, g:V — W lineare Abbildungen. Dann ist
wegen

g(f(Aa + pb)) = g(Af(a) + pf(b)) = Ag(f(a)) + ng(f (b))

auch die Verkettung go f : U — W eine lineare Abbildung.
o Fir f: K" — K" und g : K" — K™ mit zugehorigen Matrizen
A und B bildet g o f : K" — K™ den Basisvektor e; € K" auf

(gof)(ej) =s(f(e))) = Za,jg(e,-) = zaijbk:‘ek
i i,k

ab.
@ Entsprechend definieren wir das Matrixprodukt als

(BA) Z byiajj
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Rechnen mit Matrizen

o Mit diesen Definitionen gelten die Rechengesetze

A+(B+C)=(A+B)+C
A+B=B+A
(A4+B)C=AC + BC
A(B+ C)=AB+ AC
A(BC) = (AB)C

@ Die Summe A + B ist nur definiert, wenn A und B dieselben
Dimensionen haben.

@ Das Produkt AB ist nur definiert, wenn A soviele Spalten wie
B Zeilen hat.

@ Wenn zwei Matrizen A und B in beide Richtungen miteinander
multipliziert werden kénnen, so gilt im Allgemeinen AB # BA.
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Matrizen und lineare Gleichungssysteme

@ Unter der linearen Abbildung f : K" — K™ mit zugehoriger
Matrix A wird x € K" nach

Fx) =1 xej| =D xfle) =) ajxe
j j i

abgebildet.

@ Die Frage nach dem Urbild x € K" eines Vektors b € K™
unter f entspricht also dem linearen Gleichungssystem mit
Koeffizienten a;; und rechter Seite b;, das wir als

Ax=b

schreiben konnen, wenn wir Vektoren im K" als einspaltige
Matrizen (Spaltenvektoren) auffassen.
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Lineare Unabhangigkeit, Losbarkeit, Bijektivitat

@ Fiir m = n ist das lineare Gleichungssystem
Ax=b

genau dann fiir beliebiges b € K" I6sbar, wenn die zu A
gehorige lineare Abbildung bijektiv ist.

@ Dies ist genau der Fall, wenn das Bild der kanonischen Basis
{e;} wieder eine Basis des K" bildet.

@ Letzteres wird durch die n Spalten von A gegeben. Diese
miissen also linear unabhangig sein.

@ Das ist genau dann der Fall, wenn sie zusammen ein
nichtverschwindendes n-dimensionales Volumen aufspannen.
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Determinanten

@ Das von den Spalten der n x n Matrix A aufgespannte
n-dimensionale (orientierte) Volumen bezeichnen wir als die
Determinante det A von A (oft schreibt man auch |A| hierfiir).

@ Die Determinante hat folgende Eigenschaften:

o Vertauschung von zwei Zeilen oder von zwei Spalten fiihrt zu
det A— —det A,

o Addition von Zeilen oder Spalten lasst det A unverandert,

o lineare Abhangigkeit der Spalten oder Zeilen impliziert
det A=0,

o es gilt det(AB) = det A - det B,

o fiir det(A) # 0 ist Ax = b fiir beliebiges b € K" |dsbar.
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Determinanten — ||

\><></
N /><><\

a21 a22

@ Fur n = 2 ist die Determinante einfach
det A = aj1a2 — arzaz:
o Fiir n = 3 gilt die Regel von Sarrus:

det A = ar1axass + arpazasy + aizazias

— d134224d31 — 411423432 — 412421433
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Determinanten — ||

\x></
N /><><\

a1 azo

@ Fiir n > 4 benotigt die Berechnung einige allgemeinere Ideen
(Permutationsgruppe) ~ Mathematikvorlesungen

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19



Eigenwerte und Eigenvektoren

@ Eine lineare Abbildung K" — K" lasst die Richtung eines
Vektors v € K"\{0} unverdndert, wenn fiir die zugehdrige

n x n Matrix A
Av = v

oder aquivalent
(A= A1)y =0

mit A € K gilt, wobei 1 die Einheitsmatrix mit Einsen auf der
Diagonalen und Nullen tberall sonst bedeutet.

@ ) heiBt Eigenwert, v Eigenvektor von A.

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19



Eigenwerte und Eigenvektoren

o Offensichtlich muss
det(A—)\1)=0
gelten, d.h. die Nullstellen )\; des charakteristischen Polynoms
xA(A) = det(A — A1)

von A sind die Eigenwerte von A.
@ Es gilt: det(A) =[[; Ai, d.h. die Determinante von A ist das
Produkt der (ggfs. komplexen) Eigenwerte von A.

o Fiir det(A) = 0 existiert daher v # 0 mit Av =0, und wenn
Ax = b, so auch A(x + £v) = b fiir beliebiges ¢ € K.
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Vektorwertige Funktionen einer reellen Variablen

@ Wir verallgemeinern die Parameterform
der Geraden, um allgemeine
| Bewegungen von Teilchen darstellen zu
konnen: x : R — R”, t — x(t).
@ Ableitung erfolgt komponentenweise.
@ Physikalisch gesehen ist

d
X = d_): die Geschwindigkeit,
. d?
X = d_t;( die Beschleunigung,

wenn wir t als Zeit interpretieren.

i @ Geometrisch gesehen ist x ein
Tangentialvektor zur Kurve

{x(t)|t € R}.



Funktionen mehrerer reeller Variablen

NN = -7 7 7
NNXNNNN S = r 7 r
NNNNNN N~ -y
NNNNNNN e

IR T T T A A |

O A A N N T

I A A NN N |

I A R NANAN
VAT I T LN NN

VOV PR TN NN

g VORI E Sl A NN
16 -16 //////‘/“'“\\\

In einem weiteren Verallgemeinerungschritt betrachten wir im
Folgenden allgemeine Funktionen f : R" — R™. Beispiele:

@ eine parametrisierte Flache x : R2 — R3,

o die Hohenfunktion h: R? — R, die dem Punkt (x, y, h(x, y))
auf der durch (x, y) parametrisierten Flache seine Hohe
h(x, y) zuweist,

@ das Vektorfeld £ : R3 — R3, das jedem Punkt im Raum die
an diesem Punkt herrschende elektrische Feldstarke zuweist.



Partielle Ableitungen

Fur eine Funktion f : R” — R ist die partielle Ableitung % nach
x; dadurch definiert, dass nach x; differenziert wird, wahrend alle
anderen Komponenten von x konstant gehalten werden, d.h. z.B.
. fa+hxo, ... xn) — F(x1,...,Xn)
— = lim .
8X1 h—0 h
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Partielle Ableitungen — Il

@ Hohere partielle Ableitungen konnen sowohl nach derselben

Variablen, z.B.
Pr_ o (o
Ox? Oxg \0x1 /)’

oder nach verschiedenen Variablen (gemischte Ableitung), z.B.

Pf 9 [ of
(9X18X2 N 8X1 3X2 ’

erfolgen.
o Esgilt
0?f B 0?f
Oxi0x;  OxjOx;’

wenn beide gemischten Ableitungen existieren und stetig sind.
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Das totale Differential

o Fiir die Verkettung (f o x) : R — R von Funktionen
x:R—=R" f:R" — R gilt die verallgemeinerte Kettenregel

Z 8f dX,
Ox; dt '
@ Das totale Differential

df—ZOXI

gibt an, wie sich f verandert, wenn sich die x; jeweils um
einen infinitesimalen Betrag dx; verandern; fir endliche
Anderungen gilt die N'eiherung

orf

Af = —AX;
8
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Die Jacobi-Matrix

@ Fir eine Funktion f : R” — R™ gilt komponentenweise

oder in Matrixschreibweise

df = Jedx
mit der Jacobi-Matrix
o .. of
o0x1 OXn
= i
Ofm ... Ofm
Ox1 Oxn

@ Fiir m = n gibt die Determinante der Jacobi-Matrix (die
Jacobi-Determinante) an, wie sich ein infinitesimales Volumen
unter der Abbildung f jeweils lokal verandert.
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Der Gradient

Fur eine Funktion f : R™ — R ist die Jacobi-Matrix ein

Zeilenvektor,
g (of . of
f = 8x1’ ) 8x,, )

und der zugehorige Spaltenvektor
Of
Ox1
grad f = :
of
Oxn

ist der Gradient von f, der in die Richtung der maximalen
Zunahme von f unter Variation der x; zeigt.
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Der Gradient — Il

@ Der Gradient steht senkrecht auf den Flachen f = const..
@ Damit f an einem Punkt x € R" ein Extremum hat, ist

grad f(x) =0
eine notwendige (aber nicht ausreichende) Bedingung.
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Der Nabla-Operator

Der Gradient lasst sich mit Hilfe
des Nabla-Operators

90
Ox1
v=|
e}
OXn
als Die Nabla ist eine altoriental-
grad f = Vf ische Harfe, deren dreieckiger

Form das V-Symbol dhnelt.
schreiben.

Wir konnen den Nabla-Operator wie einen Vektor behandeln, wenn
wir folgende Rechenregeln beachten:

V(f+g)=Vf+Vg
V(fg) = (Vf)g + f(Vg)
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Der Nabla-Operator

Der Gradient lasst sich mit Hilfe
des Nabla-Operators

0
Ox1
v=| :
e}
Oxn
als Die Nabla ist eine altoriental-
grad f = Vf ische Harfe, deren dreieckiger

Form das V-Symbol dhnelt.
schreiben.

Das totale Differential kann als

df = Vf - -dx
geschrieben werden.

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19



Divergenz und Rotation

o Fiir eine Funktion f : R3 — R3 konnen wir mit Hilfe des
Nabla-Operators die Divergenz

div fF=V-Ff

und die Rotation
rot F=V xf

definieren.

@ Es gelten die wichtigen Beziehungen
V- (VxFf)=0
V x(Vf)=0

d.h. ein Gradient ist wirbelfrei und ein Wirbelfeld ist
quellenfrei.
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Divergenz und Rotation — Il

——
A

e

Physikalisch gesehen ist die Divergenz ein Skalarfeld, das die
Quellstarke des Vektorfeldes f misst, und die Rotation ein
Vektorfeld, das die Wirbelstarke des Vektorfeldes f misst.
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Kurvenintegrale

Wir definieren das Kurvenintegral eines
Vektorfeldes f : R” — R" entlang der Kurve
C = {x(t)|t € [a; b]}, x(a) = xa A x(b) =
Xp,

durch

n—1
/Cf -dx = nIi_)n;()% f(xi)-(xit1— xi)

n—1
. . dx
_;lino 2 f(X(a‘i‘lh))ah

i=0
b
:/a f(x(t)) - x(t) dt

Das Kurvenintegral bei umgekehrtem Durchlaufen der Kurve hat
den gleichen Betrag und das entgegengesetzte Vorzeichen.
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Kurvenintegrale

Wir definieren das Kurvenintegral eines
Vektorfeldes f : R” — R" entlang der Kurve
C = {x(t)|t € [a; b]}, x(a) = xa A x(b) =

xbl
durch
n—1
g f-dx = nll—>n;o¥ f(xi)- (xiy1 —x;)
n—1
] ) dx
= M‘o 2 f(x(a+ ih)) - Eh
b

Bei Aneinandersetzen zweier Kurven addieren sich die
Kurvenintegrale.
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Pfadunabhangigkeit des Kurvenintegrals

Wenn fiir ein Vektorfeld £ : R" — R" ein
Skalarfeld ¢ : R” — R existiert, so dass f =
V¢ gilt, heiBt f ein Gradientenfeld, und es

gilt
b
/Cf-dx:/ F(x(1)) - x()dt

/ Vo(x(t)) - x(t)dt
- / S o(x(B)dt

a

= ¢(xb) — &(xa)

so dass das Kurvenintegral nur von den Endpunkten von C, jedoch
nicht vom gewahlten Pfad abhangt.
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Pfadunabhangigkeit des Kurvenintegrals — |l

@ Insbesondere verschwindet fir ein Gradientenfeld das
Kurvenintegral liber eine geschlossene Kurve mit x, = x;, da

/f-dx — §(xa) — B(x5) = 0
C

o Im R3 gilt: f ist ein Gradientenfeld g.d.w. V x f = 0.
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Mehrfachintegrale

Wir definieren das Integral einer Funktion g : R? — R iiber die
Flache F = {(x,y)|x € [a; b] A y € [y1(x); y2(x)]} tiber

jjg dF = / /y2(X) (x,y) dydx
yi(

_ / (G(x,y2(x)) = G(x,11(x))) dx

a

mit G einer beliebigen Stammfunktion von g beziiglich y fiir alle x,

%(Xay) =g(x,y).
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Mehrfachintegrale — Il

Entsprechend definieren wir das Volumenintegral einer Funktion
g : R® — R iiber das Volumen V ={(x,y,z)|x €la;b] Ny €
b1(x): y2(X)] A z € [21(x, y); 22(x, y)]} als

y2(x)  pz2(y,x)
fj gdV= / / / g(x,y,z) dzdydx.
y

1(x)
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Oberflachenintegrale

Wir definieren das Oberflachen-
integral eines Vektorfeldes

g : R3 — R3 iiber eine Oberfliche
F ={x(u,v)|u€[ablAve[xf]}
durch

[[g-aF=im im >3 g (G 0x) Lm0

]
=m mn
i=0 j=0 7

:// (8" )dudv 7
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Oberflachenintegrale — Il

@ Das Flachenintegral tiber die entgegengesetzt orientierte
Flache hat den gleichen Betrag und das entgegengesetzte
Vorzeichen.

@ Beim Aneinandersetzen von Flachen addieren sich die
Flachenintegrale.

@ Bei Flachenintegralen iiber geschlossene Oberflachen ist es
Konvention, die nach auBen weisende Normale zu wahlen.
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Die Satze von GauB3 und Stokes

Das Oberflachenintegral eines Vektorfeldes tiber die Oberflache eines
Volumens ist gleich dem Volumenintegral der Divergenz,

va-fdvzﬂf.dr:.
% 19)%

Das Kurvenintegral eines Vektorfeldes iiber den Rand einer Flache
ist gleich dem Oberflachenintegral der Rotation,

J;J(fo)-dF:/aFf-dx.
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Krummlinige Koordinaten

Wir fiihren krummlinige Koordinaten auf dem R? ein, indem wir
ihn als die Ebene {(x,y,0)|(x,y) € R?} in den R3 einbetten und
durch (u,v) — (x,y) parametrisieren. Dann ist das
Flachenelement

Ox  0Ox
dF = (8 8v> dudv = e,|det(J)|dudv

mit J der Jacobi-Matrix der Funktion (u,v) — (x,y), und wir
konnen allgemein

dF = dxdy = | det(J)|dudv

identifizieren.
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Krummlinige Koordinaten

rAd

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten (r, ¢)

X = rcosp g [ cose —rsing
y =rsinp ~ \sing rcosp

det(J) = rcos?p + rsin®p = r
~ dF = rdrdyp
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Krummlinige Koordinaten — Il

In gleicher Weise kdnnen wir auf dem R3 krummlinige Koordinaten
einfiihren, indem wir ihn durch (u, v, w) — (x,y, z)
parametrisieren.

Wir erhalten das Volumenelement

dV = |det(J)|dudvdw

mit J der Jacobi-Matrix der Funktion (u, v, w) — (x,y, z).
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Krummlinige Koordinaten — Il

Beispiel:  Zylinderkoordinaten (o, ¢, z)

X = 0COS Y
y =psinp
z=z

cosp —psinp 0

J=1 sinp pcosp O

0 0 1

det(J) = pcos® ¢ + gsinp = p
~ dV = pdodpdz
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Krummlinige Koordinaten — Il

Z
x(1,6,9)
i Beispiel:  Kugelkoordinaten (r, v, ¢)
o
9// X = rsinv cos
B . .
y = rsindsiny
S : y
? z = rcost
X
sindcosyp rcost¥cosy —rsindsing
J=| sindsing rcosdsiny rsindcosyp

cos v —rsind 0
det(J) = (cos? ¢ + sin® )(cos® ¥ + sin® ) r’ sin) = r’sin
~ dV = r?sin® drdddyp
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Messfehler

@ Jede physikalische Messung ist mit Fehlern behaftet.
@ Wir unterscheiden zwei Arten von Fehlern:
o systematische Fehler, die z.B. durch fehlerhaft justierte

Messapparaturen oder andere Unzulanglichkeiten des
Messverfahrens entstehen,

o statistische Fehler, die durch zufallige Einflisse auf einzelne
Messungen entstehen.

@ Wenn eine Messung wiederholt wird, variieren die statistischen
Fehler, die systematischen Fehler bleiben gleich.

@ Im Folgenden behandeln wir nur die statistischen Fehler.
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Wabhrscheinlichkeitsverteilungen

Wenn wir eine Messung beliebig oft wiederholen konnten, wiirden
wir eine Streuung der Messwerte beobachten, bei der Werte in
verschiedenen Intervallen verschieden haufig auftauchen.

Gesetz der groBen Zahlen

Bei N-facher Messung einer zufallig verteilten GroBe gilt fiir die rel-
ative Haufigkeit, mit der das Ergebnis E erzielt wird,

i =C

(E)

wobei P(E) die Wahrscheinlichkeit von E ist.
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Wabhrscheinlichkeitsverteilungen

08|

06

04t

02f

Fir kontinuierlich verteilte GroBen gilt

b
P(x € [a; b]) = / p(y)dy

mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung (Dichte) p : R — [0; 00),
die p(y) > 0 und [ p(y)dy =1 geniigt.
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Erwartungswert und Varianz

@ Bei N-facher Wiederholung einer Messung ist der mittlere

Messwert
1 N
SE Y
n=1

und nach dem Gesetz der groBen Zahlen erwarten wir hierfiir
im Limes N — oo

(e}

(x) :/ xp(x)dx
—0o0

was den Erwartungswert definiert.

@ Als ein MaB fiir die mittlere Streuung der Ergebnisse um den
Erwartungswert definieren wir ferner die Varianz

8 = [ (x = () ax = ()~ (w2
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Die Normalverteilung

02f

01f

Eine besonders wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die
sogenannte Normalverteilung (oder Gauss-Verteilung)

(x) 1 _ (x—;;)z
X) = e 20
Puo oV?2m

mit Erwartungswert u und Varianz o2,
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Der Zentrale Grenzwertsatz

Zentraler Grenzwertsatz

Seien xi, ..., xy unabhangig voneinander identisch verteilt mit Er-
wartungswert i und Varianz o2. Dann ist im Limes N — oo der
Mittelwert % ZLV:l Xp normalverteilt mit Erwartungswert p und Var-

2
H ag
lanz N

251

20

151

10+

05

00 02 04 06 08 10
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Der Zentrale Grenzwertsatz

Zentraler Grenzwertsatz

Seien x1, ..., xy unabhangig voneinander identisch verteilt mit Er-
wartungswert p und Varianz o2. Dann ist im Limes N — oo der
Mittelwert % 22121 Xp normalverteilt mit Erwartungswert £ und Var-

2
H o
lanz N

L
00 02 04 06 08 10
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Der Zentrale Grenzwertsatz

Zentraler Grenzwertsatz

Seien x1, ..., xy unabhangig voneinander identisch verteilt mit Er-
wartungswert y und Varianz o2. Dann ist im Limes N — oo der

Mittel\zfvert % ZLVZI Xp normalverteilt mit Erwartungswert 1 und Var-
ianz .

L L L
00 02 04 06 08 10
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Der Zentrale Grenzwertsatz

Zentraler Grenzwertsatz

Seien x1, ..., xy unabhangig voneinander identisch verteilt mit Er-
wartungswert y und Varianz o2. Dann ist im Limes N — oo der

Mittelwert % ZLVZI Xp normalverteilt mit Erwartungswert 1 und Var-

2
H o
lanz N

L L L
00 02 04 06 08 10
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Statistische Schatzer

o Fir eine endliche Messreihe xi, ..., xy nehmen wir an, dass
die einzelnen Messwerte unabhangig voneinander identisch
normalverteilt mit Erwartungswert . und Varianz o2 sind, und
schatzen die unbekannten Parameter i und o durch

1 N
u= N an
n=1
1 N
o= m Z(Xn — ﬂ)z
n=1

@ Nach dem Zentralen Grenzwertsatz hat unser geschatzter
Mittelwert einen mittleren Fehler von

oo OO
TN VN
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Fehlerfortpflanzung

Fiir den Fehler einer Funktion f(x, y) von unabhangig voneinander
fehlerbehafteten GroBen x, y gilt das Fehlerfortpflanzungsgesetz

AN A
Uf(ﬂxvﬁy) - & Uﬁx + @ Uﬁy
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Gewohnliche Differentialgleichungen

@ Physikalische Gesetze bestimmen zukiinftige Zustande durch
die momentane Veranderung physikalischer GréBen in
Abhangigkeit vom momentanen Zustand.

@ Mathematisch lasst sich eine solche Beziehung durch eine
gewohnliche Differentialgleichung

f(t, x(t), x(t),%(t),...,x"(t)) = 0

ausdrucken.

@ Physikalische Gesetze sind in der Regel Differentialgleichungen
2. Ordnung (n = 2), gelegentlich auch 1. Ordnung (n =1).
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Gewohnliche Differentialgleichungen — II

@ Um eine eindeutige Losung zu erhalten, missen wir die
Differentialgleichung durch n Anfangswertbedingungen
x(0) = xo, ..., x("1(0) = xé"_l) erganzen, die den
Ausgangszustand beschreiben.

@ Beispiel: Newtonsche Bewegungsgleichung
mx = F(t, x(t), x(t)) mit Ausgangsort x(0) = xo und
Ausgangsgeschwindigkeit x(0) = v als Anfangswerten.
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Ein trivialer Fall

@ Eine Differentialgleichung der Form

hat die Losung
x(t) = /f(t)dt+ c

wobei die Integrationskonstante ¢ durch die
Anfangswertbedingung x(0) = xp bestimmt wird.
@ Entsprechend konnen Differentialgleichungen beliebiger

Ordnung der Form
x((t) = f(t)

durch n-faches Integrieren gelost werden. Die n
Integrationskonstanten sind durch die n

Anfangswertbedingungen x(K)(0) = xék) eindeutig bestimmt.
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Die Wachstums-/Zerfallsgleichung

Einfachste nicht-triviale Differentialgleichung

x(t) = Ax(t)
beschreibt einen Prozess, in dem die Veranderung einer GroBe
proportional zu dieser GroBe selbst ist.

e Fiir A > 0: Wachstumsprozess (z.B. Bakterienkolonie)
o Fiir A < 0: Zerfallsprozess (z.B. radioaktiver Zerfall)

e Losung: x(t) = xpet
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Die Wachstums-/Zerfallsgleichung

Richtungsfeld: Das Vektorfeld (1, x(t)) ist lberall tangential zur
Kurvenschar (t,x(t)) der Graphen der Losungen
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Die logistische Differentialgleichung

@ Unbegrenztes Wachstum ist
unrealistisch — endliche Ressourcen
beschranken Wachstumsprozesse.

@ Die logistische Differentialgleichung
(frz. logis = Lebensraum)

x(t) = Ax(t) [ — x(t)]

PIERRE VERHULST

beschreibt einen durch eine (1804-1849)
endliche Kapazitat x beschrankten
Wachstumsprozess.
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Die logistische Differentialgleichung

@ Die logistische Differentialgleichung
(frz. logis = Lebensraum)

x(t) = Ax(t) [ — x(t)]

beschreibt einen durch eine
endliche Kapazitat k beschrankten -
Wachstumsprozess.

@ Das Richtungsfeld zeigt, dass die
Losungskurven fiir t — 0o gegen
x(t) = K streben : ' : : ‘

K

o Lésung: X(t) = W
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Separation der Variablen

Eine Differentialgleichung der Form

dx
F(x(0) 5, = &(t)
heiBt separabel und kann durch Integration auf die Form
F(x(t)) =G(t)+c

mit F, G Stammfunktionen von f, g gebracht werden. Die
Integrationskonstante ¢ wird durch die Anfangswertbedingung
bestimmt.

Beispiele: Zerfallsgleichung, Logistische Gleichung
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Exakte Differentialgleichungen

Die Beziehungen

df _ofdx ofde  OPr o
ds Oxds Otds Ox0t  Otdx
liefern uns eine Technik, um Differentialgleichungen der Form
d 0 0
u(x, t)d—); +v(x,t)=0 mit 8_Ltl = 8—:
(sog. exakte Differentialgleichungen) durch Uberfiihren in die Form
df
B
dt
mit u = % und v = % durch
f(x(t),t)=c

zu losen, wobei die Integrationskonstante ¢ durch die
Anfangswertbedingung festgelegt wird.
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Ungedampfte Schwingungen

2 . . 2 . .
Wegen %sm t=—sint und % cost = —cost hat die lineare

Differentialgleichung 2. Ordnung

d%x 5
— = —wX
dt?

Losungen der Form
x(t) = Cysin(wt) + Gy cos(wt)
wobei die Konstanten C;, G, durch die Anfangsbedingungen
x(0) = x9 = G, x(0) = vp = Gyw festgelegt werden.
Wir konnen aquivalent auch die komplexe Losung

x(t) = Aret + Aje~iwt

betrachten — Real- und Imaginarteil sind reelle Losungen.
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Gedampfte Schwingungen

Wenn wir der Schwingungsgleichung noch einen Reibungsterm
hinzufiigen, erhalten wir die lineare Differentialgleichung 2.
Ordnung (v > 0)

d%x dx

A SR AR

de? Tae Y
Wenn wir fiir die Lésung den Ansatz x(t) = e** machen, so
erhalten wir fiir A die Gleichung

M 4292+ w? =0

mit Losungen

A= YEVE oW 2w
—vEtiywr—42 y<w
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Gedampfte Schwingungen — Il

Wir unterscheiden drei Falle:
Q@ 7 > w: Kriechfall,
x(t) = Cre~ V7=t | Cye=(=V2 =)t
Q 7 = w: aperiodischer Grenzfall, x(t) = Gie " + Gote 't
© v < w: Schwingfall,

x(t)=e" (Cl cos(y/w? — 72t) + Gysin(y/w? — 721?))

L L
5 10 15
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Gedampfte Schwingungen — Il

Wir unterscheiden drei Falle:
Q ~ > w: Kriechfall,
x(t) = Cre V=)t | Cpe—(1—V/2—w?)t
O 7 = w: aperiodischer Grenzfall, x(t) = Gie "t + Gote 't
©Q 7 < w: Schwingfall,

x(t) =e " (Cl cos(v/w? —72t) + Cosin(y/w? — ’yzt)>

L L L
0 5 10 15
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Gedampfte Schwingungen — Il

Wir unterscheiden drei Falle:

Q ~ > w: Kriechfall,
x(t) = Cre~OHV7 =t 4 Gre=(1=V/7P =)t

@ 7 = w: aperiodischer Grenzfall, x(t) = Gie 7t + Gyte 't
© 7 < w: Schwingfall,

x(t) = et (c1 cos(\/w? — 72t) + G, sin(\/mt)>

10

051

L L L
5 10 15
051
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Homogene und inhomogene Differentialgleichungen

@ Wir unterscheiden homogene lineare Differentialgleichungen

k=0

von inhomogenen linearen Differentialgleichungen

n k
d*x
E Ck@ = f(t)
k=0

@ Wenn x,(t) irgendeine Losung einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung ist und x,(t) die zugehdrige homogene
Differentialgleichung I6st, so ist auch x(t) = x,(t) + xu(t)
eine Losung der inhomogenen Gleichung.

@ Wir nennen x,(t) eine partikulare Losung der inhomogenen
Gleichung.
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Erzwungene Schwingungen und Resonanz

Wir betrachten nun erzwungene Schwingungen:

d?x dx 5 et
el +2’ya + wx = Ae'f

wobei wir unsere Gleichung nun komplexifiziert haben.
Der Ansatz x,(t) = Be/“rt liefert

(—w? + 2iywr + w?)B = A

und fiir v > 0 erhalten wir

A
B=——"27 -
(W? — wg) + 2iywr
Allgemeine Losung: x(t) = mei“” + xp(t), wobei xp(t)

fur groBes t mit e~ 7t abstirbt.



Erzwungene Schwingungen und Resonanz

Folgerung: Resonanz — fiir kleines v und ws = w wird die
Amplitude der erzwungenen Schwingung groB.
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Ruckblick

@ Wiederholt und vertieft:

Rechnen in N, Z, Q und R; Potenzen und Logarithmen
Folgen und Grenzwerte

Differential- und Integralrechnung; Ketten- und Produktregel;
Substitution, partielle Integration, Partialbruchzerlegung
Vektoralgebra und analytische Geometrie

Grundkonzepte der Wahrscheinlichkeitsrechnung

@ Neu gelernt oder vertieft:

Sprache und Begriffe der Logik und Mengenlehre

Rechnen in C, Fundamentalsatz der Algebra, Eulersche Formel
Prinzip der vollstandigen Induktion, Rekursion, Reihen
Taylor-Entwicklung, Regel von de I'Hépital

Lineare Abbildungen und Matrizen

Krummlinige Koordinatensysteme

@ Neu gelernt:

Partielle Ableitungen, Nabla-Operator
Determinanten, Eigenwerte

@ Erste Einblicke:

Vektoranalysis im R3
Fehlerrechnung
Gewohnliche Differentialgleichungen

G. von Hippel Briickenkurs Mathematik WS 2018/19



Ende des Bruckenkurses

Viel SpalB3 und Erfolg
im Studium!
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