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Vektorwertige Funktionen einer reellen Variablen

Wir verallgemeinern die Parameterform der Geraden, um allgemeine Bewegungen von Teilchen
darstellen zu kénnen: = : R — R™, ¢ — x(t). Die Ableitung erfolgt komponentenweise. Physika-
lisch gesehen ist &(t) = (é—f die Geschwindigkeit, und &(t) = ffT;” die Beschleunigung, wenn wir ¢
als Zeit interpretieren. Geometrisch gesehen ist &(t) ein Tangentialvektor zur Kurve {x(t)|t € R}
am Punkt x(t).

Funktionen mehrerer reeller Variablen

In einem weiteren Verallgemeinerungschritt betrachten wir im Folgenden allgemeine Funktionen
f :R® = R™, z.B. parametrisierte Flichen z : R? — R3, oder das Vektorfeld E : R? — R3, das
jedem Punkt im Raum die an diesem Punkt herrschende elektrische Feldstéirke zuweist.

Fiir eine Funktion f : R™ — R ist die partielle Ableitung 8%1 nach z; dadurch definiert, dass nach
x; differenziert wird, wéihrend alle anderen Komponenten von x konstant gehalten werden, d.h.
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Hohere partielle Ableitungen kénnen sowohl nach derselben als auch nach verschiedenen Variablen
genommen werden, z.B.
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wenn beide gemischten Ableitungen existieren und stetig sind.

Fiir die Verkettung (f o x) : R — R von Funktionen z : R — R”, f: R” — R gilt die verallgemei-
nerte Kettenregel

Es gilt
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Das totale Differential
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gibt an, wie sich f verdndert, wenn sich die x; jeweils um einen infinitesimalen Betrag dzx;
verandern; fiir endliche Anderungen gilt die Naherung

Afzi afol-.

ox;
i=1 v



Fiir eine Funktion f : R — R™ gilt komponentenweise
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oder in Matrixschreibweise
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Fiir m = n gibt die Determinante der Jacobi-Matrix (die Jacobi-Determinante) an, wie sich ein
infinitesimales Volumen unter der Abbildung f jeweils lokal veréndert.

Gradient, Divergenz und Rotation

Fiir eine Funktion f : R™ — R definieren wir den Gradienten von f als den Vektor
of

By

grad f =
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der in die Richtung der maximalen Zunahme von f unter Variation der z; zeigt.
Der Gradient steht senkrecht auf den Flichen f = const.. Damit eine differenzierbare Funktion f
an einem Punkt z € R™ ein Extremum hat, ist

grad f(z) =0

eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung.
Der Gradient lidsst sich mit Hilfe des Nabla-Operators
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grad f =V f

schreiben. Wir kénnen den Nabla-Operator wie einen Vektor behandeln, wenn wir folgende Re-
chenregeln beachten:

V(f+9)=Vf+Vg
V(fg) = (Vfg+ [(Vg)

Das totale Differential kann als
df =Vf -dx

geschrieben werden.
Fiir eine Funktion f : R? — R? kénnen wir mit Hilfe des Nabla-Operators die Divergenz
div f=V-f

und die Rotation
rot f=Vxf



definieren. Physikalisch gesehen ist die Divergenz ein Skalarfeld, das die Quellstdrke des Vektor-
feldes f misst, und die Rotation ein Vektorfeld, das die Wirbelstidrke des Vektorfeldes f misst.
Es gelten die wichtigen Beziehungen

V- (Vxf)=0
Vx(Vf)=0

d.h. ein Gradient ist wirbelfrei und ein Wirbelfeld ist quellenfrei.

Ho6herdimensionale Integrale
Wir definieren das Kurvenintegral eines Vektorfeldes f : R — R”™ entlang der Kurve
C ={x(t)|t € [a;b] A x(a) = x, A x(b) = p} durch

f der = lim Zf ;) - (i1 — @) —hme (a+1h)) /f
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Das Kurvenintegral bei umgekehrtem Durchlaufen der Kurve hat den gleichen Betrag und das
entgegengesetzte Vorzeichen. Bei Aneinandersetzen zweier Kurven addieren sich die Kurveninte-
grale.

Wenn fiir ein Vektorfeld f : R™ — R"™ ein Skalarfeld ¢ : R™ — R existiert, so dass f = V¢ gilt,
heifit f ein Gradientenfeld, und es gilt
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so dass das Kurvenintegral nur von den Endpunkten von C, jedoch nicht vom gewihlten Pfad
abhéngt. Insbesondere verschwindet fiir ein Gradientenfeld das Kurvenintegral iiber eine geschlos-
sene Kurve mit x, = xp, da

§ £-dw = o) ~(w,) =0
Im R? gilt: f ist ein Gradientenfeld g.d.w. V x f = 0.

Wir definieren das Integral einer Funktion g : R? — R iiber die Fliche
F =A@, y)lz € [a;0] Ay € [y1(2); y2(2)]} tiber

[/ng (/.éij) o(z.) dwm-¢éb«mexx»—rxaymw»>dw

mit G einer beliebigen Stammfunktion von g beziiglich y fiir alle z,
B ) = g(a0).

Entsprechend definieren wir das Volumenintegral einer Funktion g : R®> — R iiber das Volumen
V= {(z,y,2)|z € [a;b] Ny € [y1(x);y2(x)] A 2 € [21(z,y); 22(x, y)]} als

y2(z)  pe2(y,x)
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Wir definieren das Oberfliichenintegral eines Vektorfeldes g : R?® — R? iiber eine Oberfliche
F = {x(u,v)|u € [a;b] Av € [a; 5]} durch
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Das Fldchenintegral iiber die entgegengesetzt orientierte Fliche hat den gleichen Betrag und das
entgegengesetzte Vorzeichen. Beim Aneinandersetzen von Fléchen addieren sich die Flachenintegrale.
Bei Fliachenintegralen iiber geschlossene Oberflichen ist es Konvention, die nach aufien weisende
Normale zu wéhlen.

Es gilt der Satz von Gauss: Das Oberflichenintegral eines Vektorfeldes iiber die Oberfliche eines
Volumens ist gleich dem Volumenintegral der Divergenz,

/v//v-fdvza/v/f.dp

Ferner gilt der Satz von Satz von Stokes: Das Kurvenintegral eines Vektorfeldes iiber den Rand
einer Fliche ist gleich dem Oberflichenintegral der Rotation,

l/(fo)-dF: ) fda.

Krummlinige Koordinaten
Wir fithren krummlinige Koordinaten auf dem R? ein, indem wir ihn als die Ebene {(z, y, 0)|(x,y) €
R?} in den R? einbetten und durch (u,v) +— (z,y) parametrisieren. Dann ist das Flidchenelement

oxr Oz
dF = (8u X 81}) dudv = e, det(J) dudv

mit J der Jacobi-Matrix der Funktion (u,v) — (z,y), und wir kénnen allgemein
dF = dazdy = | det(J)|dudv

identifizieren.
Beispiel: Ebene Polarkoordinaten (r, ¢)

T =TCosy g [ cos¢ —rsing det(J) =rcos®p+rsin®p=r
y =rsing T\ sinp rcosyp ~ dF = rdrdy

In gleicher Weise kénnen wir auf dem R? krummlinige Koordinaten einfiihren, indem wir ihn durch
(u,v,w) — (z,y, z) parametrisieren. Wir erhalten das Volumenelement

dV = | det(J)|dudvdw

mit J der Jacobi-Matrix der Funktion (u,v,w) — (z,y, 2).
Beispiel: Zylinderkoordinaten (g, ¢, 2)

T =gcosp cosp —psingp 0 9 . 9

. . det(J) = pcos® @+ psin“p =y
y = psing J=| sinp pgcosp 0 .
L — . 0 0 1 ~ dV = pdpdpdz

Beispiel: Kugelkoordinaten (7,9, )

x =rsindcosy sindcosp rcosdcosp —rsindsing
y =rsindsing J=| sindsing rcosdsing rsindcosyp
z =rcos? cosv —rsind 0

det(J) = (cos?p + sin® ¢)(cos? ¥ + sin?® ¥)r? sin ¥ = r? sin ¢
~s dV = r2sind drddde



