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Funktionen einer reellen Variablen
Wir betrachten im folgenden Funktionen f: D — R mit D C R. Eine solche Funktion heifit

nach oben beschriinkt, wenn 35 €e RVx € D f(x) < S,
nach unten beschriinkt, wenn 35 € RVz € D f(x) > S,
beschriankt, wenn 35 € RVz € D |f(x)| < S,

monoton wachsend, wenn z >y = f(z) > f(y),
monoton fallend, wenn z >y = f(x) < f(y),

streng monoton wachsend, wenn = >y = f(z) > f(y),
streng monoton fallend, wenn x > y = f(z) < f(y).

Falls ferner x € D = —x € D gilt, heif}t eine Funktion

e gerade, wenn f(—x) = f(z),
e ungerade, wenn f(—z) = —f(x).

Fallsx € D = (z+p) € D und f(z+p) = f(x) gilt, heiflit die Funktion periodisch mit Periode p.
Einige besonders wichtige Funktionen sind die sog. elementaren Funktionen:

flz)=y D W Ty =2 () [ f(z) dz
z, a>0 [0;00) [0;00) yt/e ar®~1 gt
*, a<0 (0;00) (0;00) yl/e azx®! {ﬁj:lafffl
e’ R (05 00) log y e’ e*
sin x =53] [=1:1] arcsin y CoS & —cosx
cos x [0; 7] [—1;1] arccos y —sinx sin x
tan (-5:%) R arctan y 1/cos?x —logcosx
cot x (0;7) R arccot y —1/sin’x log sin x
sinh x R R arsinh y coshz coshz
coshx [0;00)  [1;00) arcosh y sinh z sinhz

Hierbei ist jeweils der maximale Definitionsbereich angegeben, auf dem eine Umkehrfunktion exi-
stiert. Natiirlich lassen sich die trigonometrischen Funktionen auf ganz R ausdehnen und sind
dann periodisch, sin(z + 27) = sinx etc. Ebenso lassen sich ganzzahlige Potenzen und der cosinus
hyperbolicus auf negative Argumente ausdehnen.

Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen
Eine Funktion f : D — R heif}t stetig an der Stelle a € D, wenn fiir alle Folgen a,, mit a,, € D

und lim a, = a gilt, dass lim f(a,) = f(a). Eine Funktion, die an allen a € D stetig ist,
n—00 n—r 00

nennen wir auch stetig auf D. Fiir stetige Funktionen f,g : D — R, A : Im f — R, sind auch
frg:axz—= flx)+gx), f-9g: 2 f(x)g(x), hof :x — h(f(z)), sowie fiir g(z) # 0 auch
flg:x— f(x)/g(x) stetig.



Die elementaren Funktionen sind auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich stetig. Ein Beispiel fiir
eine nicht-stetige Funktion ist die Vorzeichenfunktion

+1, z >0,
sgn x = 0, z =0,
-1, x <0,

die bei Null unstetig ist.

Wenn fiir eine Funktion die Grenzwerte lim f(a,) fiir alle Folgen a,, mit a,, € D und lim a, = a
n— 00 n—00

iibereinstimmen, definieren wir den Grenzwert der Funktion als

lim f(2) = lim_f(a,).
Fiir stetiges f gilt liin f(x) = f(a).

Ein rechtsseitiger Grenzwert lim f(z) ldsst sich definieren, falls die Grenzwerte lim f(a,) fiir
r—at n—oo

alle Folgen a,, mit a, € D, a,, > a und lim a, = a iibereinstimmen. Entsprechend kann man
n— oo

einen linksseitigen Grenzwert lim f(x) definieren.
T—a—

Differenzierbarkeit
Eine Funktion f : D — R heifit differenzierbar an der Stelle a € D, wenn der Grenzwert
lim W = f'(a) existiert. Dieser heifit die Ableitung von f an der Stelle a.

r—a

Oft schreibt man auch f'(x) = %, wobei der Differentialquotient den Grenzwert des Differenzen-
quotienten symbolisiert. Eine differenzierbare Funktion ist auch stetig.

Die Ableitung von f definiert wieder eine Funktion f' : D’ — R, z — f/'(z) mit D’ C D. Die
Ableitung f” von f’ heifit die zweite Ableitung von f. Fiir die dritte und héhere Ableitungen
schreiben wir auch f("™ = % =4 fn-1),

Die elementaren Funktionen sind auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich (z.T. mit Ausnahme der
Randpunkte) auch differenzierbar. Ein Beispiel fiir eine stetige, nicht-differenzierbare Funktion ist
die Betragsfunktion |z|, die bei z = 0 nicht differenzierbar ist.

Wenn f,g: D — R an der Stelle = differenzierbar sind, so gelten die Summenregel

L) =@+

sowie die Produktregel 4
. 9) = f'@)g(@) + f(z)g' ().

Wenn f : D — R an der Stelle z differenzierbar ist, und g : Im f — R an der Stelle f(z)
differenzierbar ist, so gilt die Kettenregel

d

(g0 f) =g (F@)f ).

Wenn f: D — W, W C R bijektiv und an der Stelle x differenzierbar mit f'(x) # 0 ist, so
ist die Umkehrfunktion f~! : W — D an der Stelle y = f(z) differenzierbar, und es gilt die

Umkehrfunktionsregel

iy “Hy) = S

dy FUtw)
Aus der Produkt- und der Kettenregel folgt, wenn f,g : D — R an der Stelle  mit g(z) # 0
differenzierbar sind, die Quotientenregel

ii _ [(x)g(z) — f(x)g'(x)
dz g g(x)?




Taylor-Entwicklung und Regel von de I’Hépital

Fiir eine differenzierbare Funktion f ist die beste lineare Néherung nahe x = xy durch die Tangente
gegeben f(x) = f(xo)+f (x0)(x—2x0)+R(x), wobei der Rest R(z) fiir © — x¢ schueller als (z—x)
verschwinden muss. Fiir Quotienten f(x)/g(z) mit f(z) = g(x) = 0 gilt daher die Regel von de

I’Hopital,
!

lim @ = lim f/(y) .

o gy) v g'(y)
Eine bessere als die lineare Niherung an f kann (fiir hinreichend oft differenzierbares f) durch
Polynome hoheren Grades erzielt werden, wenn wir verlangen, dass die ersten n Ableitungen an
der Stelle g mit denen von f {ibereinstimmen sollen:

1
@) =" M o) —a0)* + Rala)

—0, x—xo

wobei der Rest fiir # — x¢ schneller als (x — x¢)"™ verschwinden muss. Wenn lim R, (z) = 0,
n—oo

spricht man von einer reell analytischen Funktion, die durch ihre Taylor-Reihe dargestellt wird:
1
J@) =37 5 (@) (@ — wo)*
k=0

Beispiele sind

e’ = i o sinz = i = pntt cosx = i (=1 z?n
n! (2n +1)! (2n)!

n=0 n=0

Extrema .
Die Funktion f: D — R hat ein lokales {Ma’“m“m} bei xp, wenn

Minimum

Je >0Vz € DN (o — €;20 + €) f(m){i}f(xo)

Gilt sogar Vo € D f(z) {g} f(zo), heifit o globales {11\\4/[?;‘:2321 } Der Uberbegriff fiir Maximum
und Minimum ist Extremum.

Es gilt: Ein Extremum z( liegt entweder auf dem Rand von D, oder f ist an der Stelle zy nicht
differenzierbar, oder f'(zo) = 0.

Wenn f/(zo) = 0, so ist xg fiir f”(x¢) > 0 ein Minimum, fiir f”(z¢) < 0 ein Maximum, und fiir
f"(x0) = 0 entweder ein Sattelpunkt, f)(z) # 0, oder es miissen héhere Ableitungen betrachtet
werden, um das Verhalten von f nahe x( zu entscheiden.

Asymptotisches Verhalten
Wenn fiir alle Folgen a,,, die nach 400 bzw. nach —oco divergieren, jeweils derselbe Grenzwert

lim f(a,) existiert, definieren wir
n—00

lim f(z)= lim f(a,)

z—+o0 n—o0

als den Grenzwert von f fiir z — +o0.
Im Ubrigen sind folgende Notationen zur Beschreibung des Verhaltens einer Funktion in der Um-
gebung einer Stelle a iiblich:

fa) ~ga) @) 5 18y
@) = olg(a)) (&= 0) & lmZ o
fla) = 0(gle) (2= a) & 300170 < Clyla)



Integration
Eine Funktion F' : D — R heifit Stammfunktion von f : D — R, wenn F auf D differenzierbar
mit F'(z) = f(x) ist. Wenn F' Stammfunktion von f ist, so auch F + ¢, ¢ € R. Man schreibt

_ /f(x) dz

fiir die Stammfunktion von f (unbestimmtes Integral).
Wir definieren das bestimmte (Riemann-)Integral als Fliche unter dem Graphen einer Funktion
f :[a;b] = R mit Hilfe von Stufensummen,

n—1

/ f(z) dz = 7,1520 Z fx) (ig1 — ;)

wenn dieser Limes unabhéngig von der gewéhlten Zerlegung z; (a =z < ... < x,, = b) ist.
Fir f:[a;0] = R, F = [ f(z) d=, gilt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b
/ f(z) de = F(b) — F(a).

Intuitiv ist f(z) = f f(t) dt versténdlich, da f(z) angibt, wie schnell die Fliche unter dem
Graphen Wachst (Welche fiir = a natiirlich Null betrigt). Algebraisch nutzt man f(t) = F'(t)
und nahert F'(t)h = F(t + h) — F(h), um die Stufensumme (z, = a + kh, h = %) in eine
Teleskopsumme zu verwandeln, wobei die Ndherung im Limes h — 0 exakt wird.

Fiir integrierbare Funktionen f, g und Konstanten ¢ € R gilt

Jt@ + @) do= [ f@) @o+ [ 9w ar
e s do=c [ o) as

Aus der Produktregel fiir die Ableitung folgt fiir differenzierbare Funktionen f, g die Regel zur

partiellen Integration,
[ F@sta) do = f@)g(a) - [ o)) da

Aus der Kettenregel fiir die Ableitung folgt, dass fiir differenzierbare Funktionen f, g mit f injektiv
die Identitét

[o2) az= [ att@) s @

mit z = f(z) und dz = f'(x) dx gilt. Fiir bestimmte Integrale miissen auch die Grenzen transfor-
miert werden:

b FHE) , b , f(b)
[o@a= [ euer@da b [a@)r@ = [ g d
a f~(a) a f(a)
Rationale Funktionen lassen sich durch Partialbruchzerlegung integrieren:

P(x Biix + Oy
aw ZZ/ a3 [ e

=1 j=1

wobei Paare komplex konjugierter Wurzeln von @ in der Form von (iiber R irreduziblen) quadra-
tischen Polynomen zusammengefasst werden. Die Partialbriiche lassen sich alle elementar integrie-

ren:
/ dx { log\x—y| k=1,
(x—y)k (k 1)(myk 17k7él

und entsprechende Formeln fiir quadratische Nenner.



