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Kapitel 1

Grundbegriffe und Beispiele

1.1 Definition von Grundbegriffen

Definition 1.1.1 Eine Transformation auf einer nichtleeren Menge X ist
eine bijektive Abbildung T': X — X, z — T(z).

Eigenschaften:

1. Zwei Transformationen S und 7" kénnen hintereinander ausgefiihrt
werden:

SoT: X =X, z—(SoT)(x)=5(T(x)).

2. Die Komposition von Transformationen ist assoziativ, d. h. es gilt
(SoT)oU=So(ToU)
fiir alle Transformationen S, T', U.

3. Die Identitdt [ : X — X,  — I(z) = z ist eine Transformation mit
der Eigenschaft [ oT'=T o [ =T fiir alle Transformationen 7.

4. Transformationen konnen invertiert werden, d. h. zu jedem T gibt es
eine Transformation 77 : X — X mit ToT" = T"oT = I. Man
schreibt T~! fiir T".

Definition 1.1.2 Eine Menge von Transformationen auf einer Menge X
heifit Transformationsgruppe, falls sie die Identitdt / und mit 7', Ty, 15
auch 77! und T} o T, enthélt.

Definition 1.1.3 Die Gesamtheit aller Transformationen auf einer Menge
X nennt man die symmetrische Gruppe oder auch Permutationsgrup-
pe S(X) von X.

Die axiomatische Definition einer Gruppe entwickelte sich aus dem Begriff
der Transformationsgruppe.



Definition 1.1.4 Unter einer (abstrakten) Gruppe G verstehen wir eine
nichtleere Menge, in der jedem geordneten Paar (a,b) € G x G ein Element
ab € G, das Produkt von a und b, zugeordnet ist (Abgeschlossenheit),
so dass folgende Gesetze gelten:

(G1) a(be) = (ab)c V a,b,c € G (Assoziativgesetz).

(G2) Es existiert ein Element e € G mit ea = ae = a ¥V a € G (Einsele-
ment).

(G3) Zujedem a € G existiert ein a™' € G mit aa™! = a7'a = e (inverses
Element).

Motivation 1.1.5 In der Geometrie und der Physik kommen Gruppen
tiblicherweise als Transformationen vor, die auf Objekte (Punktmengen),
dynamische Variablen oder Zusténde wirken.

1. In der Geometrie versteht man unter der Symmetriegruppe eines Kor-
pers die Menge aller Transformationen, die die Abstédnde zwischen
allen Paaren von Punkten des Korpers beibehalten und den Korper
auf sich selbst abbilden.

2. In der Physik verstehen wir unter der Symmetriegruppe eines dynami-
schen Systems eine Gruppe von Transformationen, die eine Hamilton-
oder Lagrange-Funktion (in der QM einen Hamilton-Operator) inva-
riant lassen.

Beachte: In der Regel héangen die Symmetrieeigenschaften einer expli-
ziten Losung von den Anfangsbedingungen ab, d. h. die Symmetrie-
gruppe des dynamischen Systems manifestiert sich nicht notwendiger-
weise in einer einzelnen expliziten Losung.

Beispiele:

(a) Klassische Physik: Die Hamilton-Funktion des Kepler-Problems
ist rotationssymmetrisch. Die Planetenbahnen sind Ellipsen.

(b) Quantensysteme: Der Grundzustand besitzt oft dieselbe Symme-
trie wie der Hamilton-Operator.

i. Der Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms besitzt eine
O(3)-Symmetrie (tatsdchlich eine ,zuféllige* O(4)-Symmetrie).
Der Grundzustand ist auch rotationssymmetrisch, ein ange-
regter Zustand in der Regel nicht.

ii. Die Quantenelektrodynamik basiert auf einer elektromagne-
tischen U(1)-Symmetrie. Der Grundzustand (Vakuum) ist
elektrisch neutral.

(¢) Eine wichtige Ausnahme bilden Systeme, die eine spontane Sym-
metriebrechung hervorbringen.



i. Ferromagnet: Der Hamilton-Operator ist rotationssymme-
trisch. Im Grundzustand ist eine Richtung durch die Ma-
gnetisierung ausgezeichnet.

ii. Die chirale SU(3); x SU(3)z-Symmetrie der Quantenchro-
modynamik fiir masselose u-, d- und s-Quarks ist im Grund-
zustand nach SU(3),, gebrochen. Aufgrund des Goldstone-
Theorems erwartet man 8 masselose Goldstone-Bosonen.

iii. Im elektroschwachen Standardmodell der Elementarteilchen-
physik wird mittels des Higgs-Mechanismus eine SU(2) x U(1)-
Eichsymmetrie spontan nach U(1) gebrochen. Als Konse-
quenz werden 3 Eichbosonen massiv (W*, Z9).

(d) Die Aussagen (b) und (c) lassen sich im Coleman-Theorem zu-
sammenfassen: Die Invarianz des Vakuums ist die Invarianz der

Welt.

Begriffe 1.1.6 e Eine Gruppe G heifit genau dann kommutativ oder
abelsch, wenn ab =ba V a,b € G.

e Die Anzahl der Elemente einer Gruppe bezeichnet man als Ordnung
|G| von G (endlich, abzdhlbar unendlich, nicht abzéhlbar unendlich).

e Als Struktur einer Gruppe bezeichnet man die Angabe der Ergebnis-
se aller moglichen Kompositionen aus Paaren von Gruppenelementen.

e Jede endliche Gruppe G = {g1, -+, gn} lésst sich durch ihre Grup-
pentafel 7' = (¢;;) beschreiben, wobei ¢;; = ¢;g; € G. T ist eine
(n,n)-Matrix iiber G.

e Fiir unendliche Gruppen wird die Struktur in der Regel durch die
Angabe einer Vorschrift fiir die Gruppenmultiplikation spezifiziert.

e Zwei Gruppen G und G’ sind isomorph, G = G’, wenn zwischen
deren Elementen eine eineindeutige Korrespondenz besteht, die bzgl.
der Gruppenmultiplikation erhalten bleibt, d. h.

a't! = (Lab ).
—~ ~~
Produkt in G’  Produkt in G

Sind zwei Gruppen isomorph, dann besitzen sie dieselbe Struktur.

e Als treue Realisierung einer abstrakten Gruppe bezeichnet man ei-
ne eineindeutige Abbildung auf eine Gruppe konkreter Elemente mit
einer konkreten Angabe der Gruppenmultiplikation, die die Struk-
tur erhélt. Alle treuen Realisierungen einer abstrakten Gruppe sind
isomorph sowohl zur abstrakten Gruppe als auch zueinander. Nicht-
treue Realisierungen erhalten zwar die Struktur, dabei ist die Ab-
bildung der Gruppe allerdings nicht injektiv.



Ausblick 1.1.7 e Realisierungen in Form von bijektiven, linearen Ope-
ratoren werden als Darstellungen bezeichnet (siche Kapitel 2).

e In der Theorie der spontanen Symmetriebrechung spielen so genannte
nichtlineare Realisierungen eine wichtige Rolle.

1.2 Beispiele

Beispiel 1.2.1 Die abstrakte Gruppe der Ordnung 1, C (engl.: cyclic group,
zyklische Gruppe), ist abelsch und besteht nur aus dem Element e.
Beispiele fiir Realisierungen:

e {1} mit Multiplikation als Verkniipfung.

e {0} mit Addition als Verkniipfung.
Beispiel 1.2.2 Es existiert eine abstrakte Gruppe der Ordnung 2: C5 =

{e,a} mit a® = e. Sie ist die einfachste, nichttriviale abelsche Gruppe.
Gruppentafel:

\ e a e a
5 (G2) ela
elee=e ea=a = ele a = .
2 ale

alae=a a°=e ala e

Beispiele fiir Realisierungen:

e ¢+ 1,a— —1: {1, —1} mit normaler Multiplikation als Verkniipfung.
o X :=R3

e—1:X =X, (x,y,2)
a—S: X =X, (v,y,2)

(x,y, z) (Identitét),

H
—  (—z,y, 2) (Spieglung an der yz-Ebene).

e Geometrische Realisierung: Rotation bzgl. einer festen Achse um 0°
und 180°.

Anmerkungen 1.2.3 zur Gruppentafel.

e Voraussetzung: Die erste Zeile und die erste Spalte sind in derselben
Reihenfolge angeordnet.
Die Gruppentafel ist genau dann symmetrisch bzgl. der Hauptachse,
d. h. t;; = gig; = tji = 9;9;, wenn G abelsch ist.

e Jedes Element tritt genau einmal in einer Zeile bzw. Spalte auf. Des-
halb sind die Zeilen (Spalten) Permutationen der ersten Zeile (Spalte).
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Denn: Sei G = {g1, -, gn}. Annahme: O. B. d. A. habe die ite Zeile
in der jten und kten Spalte dasselbe Element g, d. h.

tij = 9ig; = i = gigx = g mit g; # gi.

Multipliziere mit g; ' und benutze (G3)

=g =0=0"9

im Widerspruch zur Annahme g; # g;. Analog fiir Spalten.

Beispiel 1.2.4 Abstrakte Gruppe der Ordnung 3: {e, a, b}.
Gruppentafel:

‘a b
e b Widerspruch zu 1.2.3

SR |D
o e
QL oS
QO

d. h. es existiert genau eine (abelsche) abstrakte Gruppe der Ordnung 3 mit
ab = ba = e, a®> = b, b> = a. Beachte das zyklische Muster der Zeilen und
Spalten.

Beispiele fiir Realisierungen:

2mi 4mi

° {1, exp (T) , €XP ( 3 )} mit der Verkniipfung Multiplikation.

e Rotationen um eine feste Achse mit Drehwinkeln 0°,120°, 240°.

Beispiel 1.2.5 Symmetriegruppe C,, der Drehungen eines regelméfligen
Vielecks (reguldren Polygons) mit n > 2 orientierten Seiten (n = 2: ent-
artetes Polygon, so genanntes Digon).

AN AR

Abbildung 1.1: Reguldre Polygone mit orientierten Seiten, die jeweils durch
die Rotationen von (5, C; und C} in sich selbst transformiert werden, wobei
die Orientierung sich nicht &ndern darf.

Begriffe 1.2.6 e Fiir ein Element g € G definieren wir die Potenzen
von g durch

¢ =e g =g, , ¢ i=(¢")g, neN,
g =) =g g

—_——

n-mal



e Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls alle Elemente von G Potenzen
eines einzigen Elements ¢ sind.

e Es bezeichne ¢ das Gruppenelement einer Drehung um 27” (bzgl. einer
zur Ebene der Figur orthogonalen Achse durch den Mittelpunkt der
Figur, sieche Abbildung 1.1) mit n € N:

Cc = €.

Sprachgebrauch: Das Element ¢ erzeugt die zyklische Gruppe C,, der
Ordnung n:

C,={e,c,c®....c" '} mit " =e.

Schreibweise: C,, = (c¢) mit der so genannten definierenden Relati-

on c" =e.
C,, ist abelsch, denn c"c® = "% = 51" = ¢5¢".
e Fiir eine Teilmenge X = {z1,...,x;} von G mit 0 < j < |G| sei

(X) =(1,...,2j) == {x’?xﬂxz €eX,z€li=1,...j5}
das Erzeugnis von X.

Beispiel 1.2.7 Die Symmetriegruppe eines reguldren Polygons mit n > 2
nichtorientierten Seiten heifit Diedergruppe D, (engl.: dihedral group):

D, = {c,b), " =10b*= (bc)* =e.

Beispiel 1.2.8 Dj: Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks mit nicht-
orientierten Seiten, das durch die Rotationen von Dj in sich selbst transfor-
miert wird.

Elemente:

e ¢, c,c® von Cs. ¢: Drehung um 120° gegen den Uhrzeigersinn bzgl. der
zum Dreieck orthogonalen Achse durch den Mittelpunkt des Dreiecks.

e by = b,by = be,bg = bc?: Drehungen um 180° bzgl. der gestrichelten
Achsen (siehe Abbildung 1.2). b? = e.

D3 = {¢,b) mit den definierenden Relationen ¢* = b* = (bc)® = e.

Gruppentafel siehe Ubung 1, Aufgabe 3.

Die Gruppen C,, und D,, kommen fiir n = 2, 3,4 und 6 als Symmetriegrup-
pen regelméBiger Festkorper vor (siehe Tabelle 7.3 aus N. W. Ashcroft und
N. D. Mermin, Solid State Physics, Saunders College, Philadelphia, 1976).
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Abbildung 1.2: Gleichseitiges Dreieck mit nichtorientierten Seiten, das durch
die Rotationen von Djs in sich selbst transformiert wird.

Definition 1.2.9 Eine Teilmenge H von G heifit eine Untergruppe von
G, wenn H mit der Verkniipfung von G eine Gruppe ist.

Schreibweise: H < G.
Ist G # H, so heifit H eine echte Untergruppe von G: H < G.

Beispiel 1.2.10 Die zyklischen Gruppen C,, sind Untergruppen der Dieder-
gruppen D,,.

Beispiel 1.2.11 Symmetrische Gruppe S, vom Grad n.

e In der Physik spielt die Gruppe .S,, eine wichtige Rolle bei der Beschrei-
bung von Zustanden, die aus n identischen Teilchen zusammengesetzt
sind.

e Gegeben sei die Menge M = {1,2,...,n}. Eine bijektive Abbildung
m von M auf M heifit eine Permutation von n Elementen.

e Veranschaulichung: Betrachte eine Menge von n Késtchen (oder n
Positionen), die mit 1 bis n bezeichnet seien. Jedes Kéastchen sei mit
einem Objekt belegt. Nun betrachten wir eine Umordnung der n Ob-
jekte, so dass das Objekt aus der Position 1 in die Position p;, das
Objekt aus der Position 2 in die Position ps usw. gebracht wird. Einen
solchen Ubergang beschreiben wir mittels der folgenden Symbolik:

P:<1 2 ... n)
pPr P2 ... Dn
d. h.w(k)=p, firk=1,... n.

7



Ordnung: n(n —1)(n —2)...1 =nl. Z. B.: 10! = 3628 800.
(1 2 ... n
““\12 ...

1 _ [ P1 P2 ... Dn
P _(1 2 ... n)

Anordnung der Spalten irrelevant

Identitét

Inverses Element

n > 3: Nichtabelsch

Beispiel: n =3

A[B[C|=[A[B[C] : e:P1:(1 2 3),

[A[B[Cl-[BIA1C]« n=(} 1 5).
[A[B[Cl-[CTB[A] = A= (} 5 1)
[A[B[Cl-[ATCTB] A= (] 5 3).
[A[B[Cl-[CTaTB] = A= () 5 1)
A[B[C]-[B[C]A] : pGZ(; . ‘;))

Anmerkung: Beim Nacheinanderausfithren werden die Permutationen
von rechts nach links angeordnet und von rechts nach links durch-
gefiihrt.

123 123 123
P6P4—(3 1 2><1 3 2)—(3 2 1>_P37£P2'

e Gruppentafel: Siche Ubung 1, Aufgabe 3. und Aufgabe 6.
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Zykelnotation

Betrachte folgende Permutation aus Ss:

1 345 6 78
2 1 54 7 6 8
1 —2—3— 1: (123) 3-Zykel bzw. Zykel der Lange oder Periode 3.

Der Zykel wird von links nach rechts gelesen. Innerhalb eines Zykels
kann man an jedem Punkt der Kette beginnen:

W N

(123) = (231) = (312).

4—5—4: (45) = (54), 2-Zykel oder Transposition.
6—>7—6: (67)
8 —8: (8), 1-Zykel, wird héufig unterdriickt.

I
—~
~J
D
~—

Die Identitatspermutation wird héufig durch () abgekiirzt.

Jede Permutation ldsst sich eindeutig als Produkt disjunkter Zykeln
einer Permutation schreiben. Zykeln einer Permutation vertauschen,
da sie keine gemeinsamen Symbole besitzen. Z. B. gilt fiir den obigen
Fall (die nicht beteiligten Symbole sind unterdriickt):

(123)(45) = (45)(123).
Kurzform fiir
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5
(1 23 45 1 2 3 45
o 2 3 5 4 2 314 5 )"

Jeder r-Zykel mit r > 2 lésst sich als Produkt von Transpositionen mit
gemeinsamen Elementen schreiben. Die Zerlegung ist nicht eindeutig.

—_
DO DO
DN =
W N
—_ W
(G2 QTN
= Ot
SN~—

Wir betrachten einen r-Zykel (niny...n,). Dieser kann als Produkt
von r — 1 iiberlappenden Transpositionen geschrieben werden:

(ningns ... ne_on,_1n,) = (ning)(nans) ... (ny_one_1)(ne_1n,).

Beispiel:

(ningng) = (nang)(nang) = < ni N2 N3 ) ( ny ng ns )

No N1 N3 ny N3 N2
. ny N2 N3
ng nzg ny )’
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Aber auch

(ningns...n,.) = (nn,)(nin,_1) ... (ning)(ninsg).

Beispiel:

) = oo = (172 ) (1)

ng mng Ny Ny N1 N3
. ny N2 N3
ny n3g Ny )

e Vorsicht: Hier vertauschen Transpositionen nicht, da sie gemeinsame
Symbole besitzen.

Beispiel:
1 2 3
P = ( 3 1 9 ) = (132) = (13)(32)
1 2 3
# (32)(13) = ( 9 3 1 ) = P;.
e Wann ist eine Permutation gerade bzw. ungerade?

Beispiel: Gegeben sei der 3-Zykel (213) = (21)(13). Wir betrachten
die Abbildung

(21) —

o = O

10
0 0
01

mit der folgenden Wirkung auf die kartesischen Einheitsvektoren des
R3:

010 1 0
1 00 0 = 1 , é1 — ég,
0 01 0 0
010 0 1
10 0 1] = o], eee,
0 01 0 0
010 0 0
1 00 0 = 0 , ég — ég
0 01 1 1
und analog
0 01
(13) — 010 , é1 ég, €y > ég,
1 00
100
(23) — 0 01 s €o > ég, é1 — él,
010



d. h. Transpositionen lassen sich als Matrizen mit Determinante —1
realisieren.
Verallgemeinerung auf (n,n)-Matrizen (fiir S,), z. B.

0O 1 0 ... 0\)
01 0 0 :
(13) = L0 0 0 .. : > n Zeilen, = det( )= —1.
00 0 1
: .0
0 0o 1/
n S[;zrxlten

e Eine Permutation ist gerade (ungerade), wenn sie sich nach dem oben
beschriebenen Verfahren (zunéchst Zerlegung in ein Produkt disjunk-
ter Zykeln, anschlieBend Zerlegung jedes einzelnen Zykel in ein Pro-
dukt tiberlappender Transpositionen) als Produkt einer geraden (un-
geraden) Anzahl von Transpositionen schreiben lasst. Wegen des De-
terminantenmultiplikationssatzes ist die Determinante einer geraden
(ungeraden) Permutation +1 (—1).

e Die geraden Permutationen von S,, bilden die alternierende Gruppe
A, mit %n! Elementen. Die ungeraden Permutationen bilden keine
Gruppe (z. B. Abgeschlossenheit: (—1)(—1) = 1 # —1, oder fehlende
Identitét).

Beispiel 1.2.12 Alternierende Gruppe As. Drei Elemente:

1 2 3
€=A1=P1:(1 3)7

2
o=Ay = Ps— ( ; ?) f) — (123) = (12)(23),
a’?=A3 = Py= ( ; ? 2 ) = (132) = (13)(32) = (13)(23),
denn:
a® = (12)(23)(12)(23) = ( ; f g ) = As.
Auflerdem:

., (123 123\ (123
“@=\12 31 312) \123)79%

d. h. A3 = (5. Beachte, dass die Permutationen P, P; und P, aus S
ungerade sind und keine Gruppe bilden:

P, =(12), P3;=(13), P,=(23).
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Satz 1.2.13 von Cayley. Jede endliche Gruppe der Ordnung n ist iso-
morph zu einer Untergruppe von S,,.

Begriindung: Fiir eine endliche Gruppe G = {e, a, ... } der Ordnung n fiihrt
die Multiplikation mit einem Element g zu einer Permutation der Elemente
(siche 1.2.3) {e,a,...} — {g,9a,...}, d. h. wir kénnen ¢ die Permutation

e a ...
— 11 =
g9 — Tl(g) (g ga )
zuordnen.

1. Die Abbildung ist injektiv.

Beweis durch Widerspruch: Sei I1(g) = II(¢’) fir g # ¢'. = g9: = ¢'gi.
1.2.3 = g = ¢’ im Widerspruch zur Annahme.
IT definiert eine bijektive Abbildung von G nach II(G) C S,,.

2. Die Abbildung erhélt die Struktur von G. Denn:

oo = (g o ) (o o )
_ (91 qra -..><e a >
9291 G214 ... g qa ...
. € a
a (9291 gog10a >
= II(gag1)-

Beispiel 1.2.14 Laut Ubung 1, Aufgabe 2. existieren zwei verschiedene
abstrakte Gruppen der Ordnung 4, ndmlich die zyklische Gruppe Cj mit
der Gruppentafel

und die Viergruppe V oder Klein’sche Gruppe mit Gruppentafel

Laut 1.2.13 kénnen wir folgende Isomorphismen mit Untergruppen von Sy
herstellen:

12



[} 042

o= (1330),
oo (1201)
b= (3210,
s (120),
d. h. nur zyklische Permutationen.
o V:
emo-(1201)
o= (320,
oo (1201
c H(c):(j1 3 ; %)

Beispiele 1.2.15 fiir abzdhlbar unendliche Gruppen.

1. 7Z mit Addition. Addition assoziativ. Einselement 0. Inverses Element
zun € Z ist —n. Abelsch.

2. Gerade ganze Zahlen mit Addition.
1. und 2. sind isomorph zueinander: n + 2n.
Beispiele 1.2.16 fiir Mengen, die keine Gruppen sind.
1. {0,1} mit Addition nicht abgeschlossen.
2. R mit Multiplikation. Kein inverses Element zu 0.
Beispiele 1.2.17 fiir iiberabzihlbare Gruppen.

1. O(3): Orthogonale Gruppe in drei Dimensionen (Drehspiegelun-
gen).
V :=R? = {x = (v1, 79, 13)|7; € R}. Wir betrachten die Bilinearform
B:V xV = R mit

3
B(z,y) == (z,y) = inyi = z;4; (Einstein’sche Summenkonvention).
i=1
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Betrachte die lineare Abbildung
r— 2 = Rx, ;= Rjx; mit (z/,y) = (z,y).
R'R=1.
Eigenschaften der Determinante:
det(A) = det(A”),
det(AB) = det(A)det(B).
Damit gilt
det(RT R) = det(R")det(R) = (det(R))* = 1. = det(R) = £1.

e det(R) = 1: Spezielle orthogonale Gruppe SO(3) (Drehgrup-
pe ohne Spiegelungen). SO(3)<O(3).

e {R € O(3)|det(R) = —1} ist keine Gruppe. Abgeschlossenheit:
Produkt zweier Elemente hat Determinante +1.

e Paritét
-1 0 0
P = -1 0 ] €0(3),
0 0 -1
P? = 1,
det(P) = -1,

PR = RPVY ReO(3).

e Sei R € O(3) mit det(R) = —1. Schreibe R = PR’ mit R = PR
und det(R) = +1. = O(3) = SO(3) UPSO(3) (Vereinigung
disjunkter Mengen AUB: ANB =10 ).

e Paritdt als Spiegelung an der yz-Ebene mit anschlieBender ei-
gentlicher Drehung um 180° bzgl. der x-Achse

1 —1
P = —1 1
-1 1

e Verallgemeinerung auf n Dimensionen:
O(n), SO(n) ={A4 € O(n)|det A = 1}.

e Beachte: Die Determinante der Paritdtstransformation (Spiege-
lung am Ursprung) ist nur fiir ungerades n gleich —1.

2. Unitére Gruppe U(1):
U(1) = {z € Cl[z| = 1} = {exp(ip) [0 < ¢ < 27}

mit Multiplikation.
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3. Unitdre Gruppe U(2):
U(2) := {Ulkomplexe (2, 2)-Matrix, U'U = UU' = 1}

mit Matrizenmultiplikation als Verkniipfung.
Spezielle unitire Gruppe SU(2). Zusatzlich det(U)=1.
Analog U(n) und SU(n).

Beispiel 1.2.18 Homogene Lorentz-Gruppe L oder O(1,3).

Sei V = R*. Wir definieren die Minkowski-Metrik

3
M(z, ) := zoxo — Z z;x; = o Gx

i=1

mit
10 0 0
0O -1 0 0 .
G:(GZ]) = 0 0 —1 0 , 1,7 :0,1,2,3.
0 0 0 -1

Beachte die an die Physik angepasste Nummerierung von 0 bis 3.
Betrachte die lineare Abbildung
r— o =Nz, x = Ay,

mit M(2',2') = M(x,z) = 2" A"GAx = 27 G,

d. h.
ATGA = G. (1.1)

O(1,3) = L := {A|A reelle, invertierbare (4,4)-Matrix mit ATGA = G}.
Eigenschaften 1.2.19 der (4,4)-Matrizen A.
1. det(A) = £1. Denn:
det(G) = —1 = det(ATGA) = det(A”) det(G)det(A) = —(det(A))?.
——
det(A)
det(A) = +1: Eigentliche Lorentz-Transformation.

2. Agg > 1 oder Ayg < —1. Denn:
Betrachte die Matrix-Gl. (1.1) fiir i = j = 0:

3
1= A}, Gulip = A3y — Z A},. = Behauptung.
—~

k=1
Ao ——
<0

Ago > 1: Orthochrone Transformation; Zeitrichtung bleibt erhalten.
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. : o
3. Vier so genannte Zweige L™ :

4. Untergruppe der eigentlichen orthochronen Lorentz-Transfor-
mationen:

Ll = {A|Areelle, invertierbare (4,4)-Matrix,
ATGA = G, det(A) = +1, Ay > 1}.

5. Besondere Transformationen:

1 000
e 10100 4
Identitat: E = 0010 e Ly,
0 001
1 0O 0 O
) _ 1 0 -1 0 0 4
Spiegelung der Raumachsen: P = 0 0 -1 0 el
0O 0 0 -1
-1 0 0 0
Umkehrung der Zeitrichtung;: T = 8 (1) (1) 8 S Lf,
0 0 01
-1 0O 0 o0
' - 0 -1 0 0 1
Produkt PT" PT = 0 0 —1 0 € L.
0O 0 0 -1

{E, P, T, PT}: Klein’sche Gruppe (Felix Klein, 1849 - 1925), abelsch

(Diagonalmatrizen kommutieren miteinander).
6. Li, LT, L' keine Untergruppen von L, da sie Identitét nicht enthalten.
7. L=LL uPLL UTL! U PTLL (Begrindung analog zu O(3)).
Diskussion 1.2.20 von Ll.

1. Eigentliche Drehungen (genau genommen isomorph zu SO(3)):

1 0 0 0
0 .
0 R mit R € SO(3).
0
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Jede Drehung lasst sich mit Hilfe dreier reeller Parameter beschreiben,
z. B. Drechachse n und Drehwinkel. Parametrisierung durch Euler-
Winkel:

R(a, 8,7) = R3(a)Ra(B)R3(7y), 0<a,vy<2m 0<p<m (1.2)

. Spezielle Lorentz-Transformationen L <E%>

(a) Interpretation als (passive) Transformation in ein gestrichenes
System, das sich relativ zum Ruhesystem eines Teilchens der
Masse m mit —%- bewegt (engl.: Lorentz boost).

P

(b) Interpretation als aktive Transformation mit

(m,0) — (E,,7), E,=+/m?+p2

Benutze Bra-Ket-Schreibweise

Da
D)y=1| », |, @=@eryp-).
-
Dann gilt
7 1| E v
L (%) = (1.3)
p/ T sy 1) (7]
‘p> m 3x3 + Ep—i-m
mit
E 7l 5 1
y="t>1 =L =L _gs o0<p<1,

m ym  E, 7_,/1_@2'

Beispiel: p'= |p'|é., d. h. das gestrichene System bewegt sich mit —/é,
relativ zum ungestrichenen System, wobei 5 = |p'|/E):

7] v 0 0 By
N EA - 0O 1.0 0
L(ﬁez)—L<Epez)— 0 01 0
py 0 0 ~
Wir haben benutzt:
& = 7
m
22 P
- = |_|:B’Y?
m m
00 O
Pyl = {00 0 |,
0 0 [p]?
7 (Ep+m)<Ep_m)_Ep m:7_1
m(E, +m) m(E, +m) m



Es gilt

m ym E,

R 0 0 0

L (ﬁez) O 0 - 0
0 Bym 7|

Jede spezielle Lorentz-Transformation ldsst sich durch drei reelle Pa-
rameter beschreiben, z. B. Richtung 7 und Rapiditét (engl.: rapidity)
A mit 0 < \ < oo, wobei

sinh(\) = By, cosh(\) =~, [ =tanh(\)= ’L
P

. Jedes A € Li lasst sich folgendermaflen schreiben:

A =R(a,B,0)L(ve,)R™HP,0,¥) mit v = tanh()).

(Hier v anstelle von §, um Verwechslung mit Winkel 5 zu vermeiden.)
Beweis: Benutze Gl. (1.1)
(ATGA)y; = AL Gy = AuGrlyy = Gij
fire=75=0:
1 = ApoGrifio-
Definiere Ay = Ay, d. h. 1 = A2 — Zle A? = A% — A2, Wir parame-

trisieren

1 S AOO = A() = COSh(/\),
Ay = sinh(\)sin(f) cos(a),
Ay = sinh(\)sin(f) sin(«),
Az = sinh(\) cos(3) (1.4)

mit 0 <A\, 0< g <7mund 0 < a < 27. Denn:

A2 — A7
= cosh?()\) — sinh?(\)[sin?(3) cos®(a) 4 sin®(B) sin?(a) + cos?(3)]
= cosh®(\) —sinh*(\) = 1.

Sei

o O O
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Betrachte

cosh(\)
Lweyi=| o | =B (1.6)
sinh(\)
Mit
0
Rs() Ra () 0
sinh(\)
cos(a) —sin(a) 0) cos(B) 0 sin(f) 0
= sin(a)  cos(a) 0 0 1 0 0
0 0 1 —sin(8) 0 cos(f) sinh(\)
cos(a) —sin(a) 0 sin(/3) sinh(\)
= sin(a)  cos(a) 0 0
0 0 1 cos(() sinh(\)
cos(a) sin(3) sinh(\)
= sin(a) sin(B) sinh(\) )
cos(3) sinh(\)
gilt

=t = A_IR(a, B,0)L(vé,)t,

d. h. A™'R(a, 3,0)L(vé,) ist ein Element der so genannten kleinen
Gruppe von t (engl.: little group of t), definiert als

{A e LL|At =1t}

(Uberpriifen Sie die Gruppenaxiome.) Das sind aber gerade die Rota-
tionen aus SO(3) (siehe Ubung 2, Aufgabe 2.), d. h.

A'R(a, 8,0)L(vé,) = R(P,0, V).

Multiplikation von links mit A und von rechts mit R~ (®,0,¥). =
Behauptung.

Anmerkung 1.2.21 Es existieren auch andere Moglichkeiten A € Ll ANl
parametrisieren, etwa

(P
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1.3 Weitere Begriffe mit Beispielen

Definition 1.3.1 Essei M = {m} eine nichtleere Menge und G eine Grup-
pe. Eine Abbildung A, die jedem Paar (¢g,m) € G x M genau ein Element
A(g,m) € M zuordnet, definiert eine Operation der Gruppe G auf M
(engl.: action of a group G on M), wenn gilt:

1. A(e,m)=m VY me M,

2. A(g1,A(g2,m)) = A(g192,m) ¥ g1,92 € G, Y m € M.

Beispiele 1.3.2 e M =G, A(g,m) = gm € G = M: 1. klar. 2. folgt
aus der Assoziativitit der Gruppenmultiplikation.

o M =R3 G=0(3), Ai(9,m) = gim;.
e Ubung 3, Aufgaben 1. und 2.
Die Untermenge aller Elemente, die aus der Operation aller Elemente von G

auf ein Element mg entsteht, heiffit die Bahn von mg in M oder G-Orbit
von my.

Beispiel 1.3.3 Bahnen der Drehgruppe im R? sind Oberfliichen von Ku-
geln mit Radius r fiir jedes 0 < r < oo. Der Ursprung wird auf sich selbst
abgebildet.

Beispiel 1.3.4 So genannte Gruppeninvarianten sind triviale, d. h. ein-
elementige Bahnen.

Beispiel 1.3.5 aus der klassischen Physik. Es sei M = {H(p, %)} die
Menge der Hamilton-Funktionen eines Teilchens in drei Dimensionen. Die
Hamilton-Funktion eines Teilchens in einem Zentralpotenzial,

=2

- p =
H(p,©) = o +V(|Z]),

ist invariant unter

T; Rijxja
pi —  Ripj,

mit R in O(3).

Beispiel 1.3.6 aus der Feldtheorie. Es sei G = O(2) = SO(2)J 5550(2),

wobei
-1 0
s=(To 1)
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eine Spiegelung an der 2-Achse ist. Jedes g € G lisst sich entweder als

~( cos(p) —sin(yp) B
R(p) = ( sin(y) cos(yp) ) , det(R(p)) =1,

oder als

_( —cos(p) sin(p) B
Safte) = (7o) ) derlsuf(e) = -1

parametrisieren (0 < ¢ < 27). Gegeben sei eine Lagrange-Dichte

1 2

L(P1, @2, 041,04 %2) = 5 D (0,2,0"0; — mI®}) — V(D1,0y) (1.7

=1

zweier reeller, skalarer Felder ®;(t,7), ®; € C*M*), i = 1,2 (M*
Minkowski-Raum). Wir definieren als Operation der Gruppe G auf M =

{(®1,P2)},
(9 )= atre) @ o= (GF) “A ) (2 ) e

sin(p)  cos(p)
fiir R(¢) € SO(2) und analog fiir SoR(yp) € S2SO(2). Beachte

ao. @) = (o 1) (5 )= (o)

A1, A(ga, (@1, 92))) = A(g192, (1, P2)).

(Das Produkt von Drehmatrizen ist wieder eine Drehmatrix.) Wir betrach-
ten die Menge aller Lagrange-Dichten mit der Form aus Gl. (1.7). Die
Lagrange-Dichte £ ist genau dann eine Gruppeninvariante, d. h.

L(Dy, Dy, D, D1,0,Ps) = L(D], D, 0,P],0,P)),
wenn
® My =My
und

e V nur eine Funktion von ®% + ®2 ist.

Ausblick 1.3.7 Die Lagrange-Dichte des Standardmodells der Elementar-
teilchenphysik ist eine Gruppeninvariante mit G =SU(3)xSU(2)xU(1). Da-
zu bendtigt man die (lokale) Operation der Gruppe G auf der Menge der
Quarks und Leptonen (Materiefelder) sowie der Eichbosonen und der Higgs-
Felder.

Das Ziel der folgenden Uberlegungen besteht darin, Gruppen in Mengen
mit ahnlichen Eigenschaften zu zerlegen.
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Definition 1.3.8 Aquivalenzrelation. Eine binire Relation R in einer
Menge M heifit Aquivalenzrelation, falls R

1. reflexiv
a~ a,

2. symmetrisch
a~b=0bn~a,

3. transitiv
a~bundb~c=a~c

ist.

Salopp ausgedriickt steht a ~ b fiir eine Ubereinstimmung ,in gewisser
Hinsicht“ in Abschwéchung zur vollstandigen Gleichheit.

Definition 1.3.9 Partition. Eine endliche oder unendliche Menge P von
Teilmengen einer vorgelegten Menge M heifit eine Partition von M, wenn
gilt: M = UpepT und SNT = ( fiir je zwei Mengen S, T € P.

Beispiel: Zerlegung der natiirlichen Zahlen N in die Menge G := {2,4,6,... }
der geraden und U := {1, 3,5, ...} der ungeraden Zahlen.

Satz 1.3.10 Jede Aquivalenzrelation R auf einer Menge M liefert eine Par-
tition in (disjunkte) Aquivalenzklassen

T, ={be M|b~ a}.

Begriindung: Beginne mit a € M und konstruiere T,. Ist T, # M, wihle
b ¢ T, und konstruiere T, usw. T, NT, = (), denn sei d € T, und d € T,
= an~d,b~d. = a~bim Widerspruch zur Annahme b ¢ T,,.

Definition 1.3.11 Konjugation. Es seien a,b € G. b heifit zu a kon-
jugiert, falls ein ¢ € G mit b = gag™! existiert. ¢ heifit konjugierendes
Element.

Anwendung 1.3.12 Konjugation stellt eine Aquivalenzrelation dar, denn

1. a ~a mit a = eae™ .

2. a~b=a=gbg ' =b=g'ag = b~ amit g~! als konjugierendem
Element.

3. a=gibgi ', b= gacgs'. = a = gigecgs 97" = g1g2¢(g192) L. Konju-
gierendes Element g;¢gs.

1‘?510 Zerlegung der Gruppe in disjunkte Konjugationsklassen

(a) = {bb = gag™, g € G}.
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l=eVy.

Folgerungen 1.3.13 1. (e) = {e}, denn geg~
2. a € (a).
3. be (a) e (a) = (b).

Beispiele 1.3.14 1. Sei G eine abelsche Gruppe. Fiir a € G gilt

(a) = {bb = g@:,g € G} = {a},
g 'a

d. h. jedes Element einer abelschen Gruppe ist nur zu sich selbst kon-

jugiert.
2. D3 = (c,b) mit ¢ = b> = (bc)?> = e. Gruppentafel siche Ubung 1,
Aufgabe 3.:
e 2 b be b2
c 2 b2 b be
c? bc  bc? b
b |be b2 e ¢
be |bc® b 2 c
b’ b be ¢ & e

o C
el = ec=c,
beb™! = beb =2,
bee(be)™t = bctbe = 2,
bc?e(bc®)™ = bbc* = 2.
= (0 = () ={cc’}
o b
cbe™t = ¢be® = be,
Ab(cA)™t = Pbe = be?.

= (b)) = (bc) = (bc?) = {b,bc,bc*}.

Wir benutzen nun das Konzept einer Untergruppe H von G, um G in dis-
junkte Nebenklassen zu zerlegen.

Definition 1.3.15 Sei H eine Untergruppe von G und g € G.
gH :={ghlh € H}, Hg:={hglh € H}
heiflt eine Links- bzw. Rechtsnebenklasse von H in G.
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Es gilt
1. G =UgeqgH.
2. Entweder g H = goH oder g H N go H = 0.
3. g2 € giH = g2 H = g1 H.
Beweis:
1. Daee H, gilt g =ge € gH.
2. Definiere Aquivalenzrelation a ~ b, wenn b € aH.

(a) e€ H=a=uae € aH = a ~ a = reflexiv.

(b) a ~b=beaH = b= ah firein h € H. = a = bh™! mit
h=' € H = a € bH = symmetrisch.

(¢c)a~b b~c =be€aH,cebH = b= ahund ¢ = b mit
h,h € H. = ¢ = ahh/ mit hh' € H = ¢ € aH = a ~ ¢ =
transitiv.

Wende nun Satz 1.3.10 an.
2.
3. p€gH = g1~go= g1 € g2 = g1 H = goH.

Definition 1.3.16 Normalteiler. Eine Untergruppe H von G mit der Ei-
genschaft
Hg=gHV geG

heifit Normalteiler von G: H < G.

Multipliziere von rechts mit g~':

Hy=gHVgeG < gHg'=HVgeaq,

d. h. eine Untergruppe H von G ist genau dann ein Normalteiler von G,
wenn h € H = ghg '€ HV g € G.

Triviale Beispiele: {e} und G.

Beispiel 1.3.17 D3 (Ergebnisse der Konjugation siehe 1.3.14).

o H = {e,b} = () ist kein Normalteiler:
(e) ={e}, (b) ={ala = gbg™', g € D3} = {b,bc,bc*}, d. h. (e) U (b) =
{e,b,bc,bc?} # {e, b}.

e H={e,c,c*}=(C;sist ein Normalteiler:

(c) ={c,?}, d. h. (e) U (c) = {e,c, .
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Beispiel 1.3.18 Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist ein Normal-
teiler, denn
ghg '=gg'h=hVheHged.

Definition 1.3.19 Zentrum. Das Zentrum Z einer Gruppe G besteht aus
allen Elementen z, die mit allen Elementen der Gruppe kommutieren:

Z ={z2€Glzg=y9zV g€ G}.

Anmerkung 1.3.20 1. Z ist eine abelsche Untergruppe von G. Siehe
Ubung 3, Aufgabe 3. (a).

2. Z ist ein Normalteiler von G. Siehe Ubung 3, Aufgabe 3. (b).

Gegenbeispiel 1.3.21 Betrachte G = SO(3). H = {Drehungen bzgl. z-
Achse}. H ist kein Normalteiler.
Begriindung: Sei h € H:

cos(p) —sin(p) 0
h= | sin(p) cos(p) 0
0 0 1

g Drehung bzgl. z-Achse mit Drehwinkel 7/2:

10 0 1 0 0
g=|00 -1 |, ¢gt=([0 0 1
01 0 0 -1 0

cos(p) 0 —sin(yp)
ghg™! = 0o 1 0 ,

sin(¢) 0 cos(p)
d. h. ghg™' ist Drehung bzgl. —é, mit Drehwinkel p = ghg™' ¢ H.

Definition 1.3.22 Komplexprodukt von A mit B. Seien A und B zwei
nichtleere Teilmengen von G. Wir definieren

AB = {abla € A,b € B}.

Satz 1.3.23 Faktorgruppe. Sei H ein Normalteiler von G. Die Menge
aller Nebenklassen bildet mit der Verkniipfung Komplexprodukt die so ge-
nannte Faktorgruppe G/H (sprich G nach H oder G modulo H). Beachte:
Die Elemente einer Faktorgruppe sind disjunkte Teilmengen von G.

Begriindung: Wir iiberpriifen zunéchst die Abgeschlossenheit bzgl. des Kom-
plexproduktes.

(G1)in G

(CZH) (bH) = aHbH H Norgalteiler

abHH = abH.
~~

H
(G1) — (G3) siehe Ubung 4, Aufgabe 1. (a).
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Beispiele 1.3.24 1. G = Oy = {e,a,a% a*} mit a* = ¢, H = {e,a?}.

C} abelsch. 1'%18 H Normalteiler.

G/H = {E, A} mit E = {e,a*}, A={a,ad’}, A>=F.
Anzahl der Elemente: 4/2 = 2.

2. G = 0(3), H = SO(3). SO(3) < 0(3), da det(ghg™') = det(h) =
1V heSOB)undg € O(3). Sei g ¢ SO(3): g = ph mit h € SO(3)

und
-1 0 O
p= 0 -1 0
0 0 -1
= gH = pH. = Gruppentafel
H | pH
pH | H

d. h. O(3)/SO(3) = Cy (= Ss).

Auch Zy; = {e,p} ist ein Normalteiler. Die Faktorgruppe O(3)/Z,
besteht aus {{g,pg}lg € SO(3)}. Wir werden sehen, dass O(3)/Z, =
SO(3).

Definition 1.3.25 Eine Gruppe G heifit einfach, wenn sie aufler {e} und
G keinen Normalteiler besitzt.

Beispiele 1.3.26 fiir einfache Gruppen (ohne Beweis):
1. SO(3);
2. LL.
Gegenbeispiele 1.3.27 1. O(3) ist nicht einfach, da SO(3) < O(3).

2. SU(2) ist nicht einfach, da {layg, —Tox2} < SU(2). Siehe Ubung 3,
Aufgaben 3. und 4.

Definition 1.3.28 Seien A und B Gruppen. Das kartesische Produkt G :=
AxB :={(a,b)la € A,b € B} wird durch die komponentenweise Multiplika-
tion (aq, by)(ag, by) = (ajag, b1be) zu einer Gruppe, dem externen direkten
Produkt der Gruppen A und B.

Beispiele 1.3.29 1. G = SU(3) x SU(3) (chirale Symmetrie der Quan-
tenchromodynamik fiir m,, = mg = ms = 0).

2. SU(3) x SU(2) x U(1) (Eichsymmetrie des Standardmodells der Ele-
mentarteilchenphysik).
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Definition 1.3.30 Eine Gruppe G ist das interne direkte Produkt ihrer
Untergruppen A und B, G = A X B, wenn

1. alle Elemente von A mit denen von B vertauschen,

2. jedes Element g € G eindeutig als ¢ = ab mit a € A und b € B
geschrieben werden kann.

Die Eindeutigkeit impliziert, dass AN B = {e}.

Beispiel 1.3.31 O(3) ist das interne direkte Produkt aus SO(3) und {133, —L3x3}-
Siehe Ubung 4, Aufgabe 2.

Folgerung 1.3.32 Sei A* := {(a,€')|a € A} mit ¢’ € B und analog fiir B*.
Die Untergruppen A und B (A* und B*) eines internen (externen) direkten
Produkts sind Normalteiler von G, denn

1

ga;g~' = aba;b"'a”! = aa;a”t € AV a,a; € A,b € B,

und analog fiir B. (Ebenso fiir A* und B*.)

Definition 1.3.33 Eine Gruppe G heifit halbeinfach, wenn G direktes
Produkt nichtabelscher einfacher Gruppen ist.

Beispiel 1.3.34 SO(3) x SO(3) ist halbeinfach.

Gegenbeispiel 1.3.35 SU(N) x SU(N) ist nicht halbeinfach, da SU(N)
das Zentrum

9
Z:{zn:exp< 7;\7[”) ]leN|n:0,1,...,N—1}

besitzt. Beachte:

2mni

st~ fon (Z2)]” = et 1.

1.4 Homomorphismen

Definition 1.4.1 Seien G und G’ Gruppen. Eine Abbildung
p:G— G mit g p(g)

heifit (Gruppen-) Homomorphismus von G in G, falls

©(9192) = ©(91)p(g2)-
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*Seit X CGund Y CG”:

p(X) = {plg)lg € X} : Bild von X,
1Y) ={g € Glp(g) €Y} : Urbild von Y unter ¢ ,

Kern(p) = {g € Glp(g) = ¢'}.
@ heiflt

Epimorphismus: ©(G) = G, surjektiv

Endomorphismus: G’ =G

Monomorphismus: ¢ injektiv, d. h. g; # g2 = ©(g1) # ©(g2)
[somorphismus: ¢ bijektiv, d. h. ¢(G) = G’ und ¢ injektiv, G = G’
Automorphismus: ¢ bijektiver Endomorphismus

Konsequenzen aus den Gruppenaxiomen:
1. p(e) =¢.
2. p(g7!) = (p(9)) " Vg €G.
3. H<G= ¢(H) <G
4. H <G = ¢ '(H) <G.
Beweis (exemplarisch):

ple)p(g) = pleg) = w(g) = w(ge) = p(g)p(e) V g € G. ¢ eindeutig
= p(e) =¢€.

Beispiel 1.4.2 Zusammenhang zwischen SL(2,C) und L! .
(SL(2,C): Invertierbare, komplexe (2,2)-Matrizen mit Determinante 1.)
Es existiert ein (2 — 1)-Epimorphismus

¢ : SL(2,C) — LI mit A — o(A) wobei p;(A) = $Tr(6;45;A7),
(1,7 =0,1,2,3).

Dabei besitzen +4 € SL(2, C) dasselbe Bild p(A) € L.

Beweis:

1. Vorbereitende Bemerkungen

Wir definieren die Pauli-Matrizen o; (i = 1,2, 3):

01 0 — 1 0
0'11:(10)7 O'QI:(Z. 0), 0'33:(0 _1)
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Eigenschaften:

3
g; = O';r, TI'(O'i) = O, O',L'O'j = 5ij12><2 +i26ijk0k7 i,j, = 1,2,3.
k=1

1 fir (4,7, k) gerade Permutation von (1,2, 3)
€ijr = § —1 fiir (4, j, k) ungerade Permutation von (1,2, 3)
0 sonst

Wir fithren als Abkiirzung ein:

5'0 = :H_QX27 o, = 0; fir = 172,3.
Jede komplexe (2,2)-Matrix lasst sich schreiben als
3 3
M = aglaxs + ZUz’ai = Zai&ia a; € C,
i=1 i=0
mit )
CLZ:§TI"(6'ZM), 7,:0,,3

Spezialfille:

(a) M hermitesch < a; reell.

(b) M spurlos und hermitesch < ag = 0 und «a; (i = 1,2, 3) reell.

(c) M eSUR) & a; :=ibj, j=1,2,3, a3+ 3} b2 =1, a0,b; € R.
Siehe Ubung 4, Aufgabe 4.

. Zusammenhang zwischen dem Minkowski-Raum M* und der Menge
H(2) der hermiteschen (2,2)-Matrizen

Mit jedem Punkt z = (xg, 21, T2, x3) des Minkowski-Raums M* iden-
tifizieren wir eine hermitesche (2, 2)-Matrix

3 ‘
== (0l ST )=
mit
€ = %Tr(&iX), 1=0,1,2,3.
Fiir die Determinante gilt
det(X) = (zo+x3)(20—23) — (21 +ixs) (21 —iT0) = 22— = M (2, 7),
mit der Minkowski-Metrik aus 1.2.18.
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3. Definition der Abbildung

Es sei A zunéchst eine beliebige, invertierbare, komplexe (2, 2)-Matrix,
d. h. A € GL(2,C). Betrachte die Abbildung

3
H(2)2 X =Y = AXAT =) "y,
=0

Dann gilt:

(a) YT = (AXANT = AXTAT = AXAT =Y.

(b) det(Y) = det(A)det(X)det(Al) = |det(A)[>det(X).
Fiir A € SLy(2,C), d. h. |det(A)| =1, gilt

det(X) =det(Y), d.h. M(z,z)=a] -7 =y5 — 5% = M(y,y).

Insbesondere gilt dies fiir den Spezialfall A € SL(2, C), d. h. det(A) =
1, auf den wir uns im Folgenden beschréanken.

Die durch
y=p(A)z
mit
1 N 1 ~
Yo = §TI(UOY) = §Tr(UOAXAT)
3

| 1 < s
= §T1"(O'0AO'0AT).TU + 5 Z TI"(O'()AO']‘AT)QZ']',

j=1
1 1
yi = §Tr(5iY):§Tr(5iAXAT)
1 1o
= §T1"(6ZA5'0AT).’130 + 5 Z Tr(&lAﬁjAT)x],

j=1
definierte (4, 4)-Matrix ¢(A) mit den Eintragen
pu(A) = JTR(AAY),
poj(A) = %Tr(AJjAT), j=1,2,3,
pin(A) = %TI(JZAAT), i=1,2,3,
pu(A) = 3Tr(oiAoA), ij=123,
stellt wegen M (x,x) = M(y,y) eine Lorentz-Transformation dar.
4. p(A) e LT
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(a) ¢(A) ist orthochron.

woo(4) = %Tr(AAT) — %Z<AAT)”

da A # 0. Da entweder pgo(A) > 1 oder pgo(A) < —1, folgt die
Behauptung.
(b) ¢(A) ist eine eigentliche Lorentz-Transformation.

Wir benutzen folgendes Resultat aus der linearen Algebra: Jedes
A € SL(2,©) ist konjugiert zu einer oberen Dreiecksmatrix der
Form

A:B(g abl)Bl, a # 0.

Es seien a(t) und b(t), t € [0, 1], stetige Kurven in € mit a(0) = 1
und a(1) = a und b(0) = 0 und b(1) = b, d. h.

At) = B ( at)  b(t) )3—17

0 [a(®)™
mit
A(O) = ]12><27
Al) = A

Damit erhalten wir fiir die Determinante von A(t)

det(A(t)) = det(B) a(t)[a(t)] ™ det(B™) = 1.
1 [det(B)] ™

Beachte, dass a(t) # 0, da A(t) € SL(2,C). D. h. jede Matrix
aus SL(2, C) lisst sich stetig mit der Identitét verbinden. Damit
ist aber auch @(A(t)) eine stetige Kurve in LT ULl . Wegen der
Stetigkeit der Determinantenbildung ist det(¢(A(t))) eine steti-
ge Funktion, die nur die Werte —1 und +1 annehmen kann. Da
©(A(0)) = ©(laxa) = Tyxg und det(l4yy) = 1, folgt aus der Ste-
tigkeit, dass det(p(A(t))) = 1 fiir alle ¢ und damit insbesondere
fiir t = 1.

5. Uberpriifen der Homomorphismuseigenschaft
Z. 70 p(A2A1) = p(A2)p(Ar).
X A XA Ay(A XAD AL = A A X AT AT = (A,A41) X (A4,
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6. Epimorphismus, d. h. ¢ surjektiv, d. h. LT = ¢(SL(2, ©))

Es sei A zunéchst ein Element der Untergruppe SU(2) von SL(2,C),
d. h.

AAT == 12><2.

Fir X = ZL’Q]].QXQ gllt
AX AT = 20ALy 0 AT = 2010y,

d. h.

8
=)

(At =t mit t=

S O O

= p(A) ist ein Element der kleinen Gruppe von ¢ (siehe 1.2.20). Laut
Ubung 2, Aufgabe 2. sind dies aber gerade die Drehungen aus SO(3).

Wir betrachten nun (siehe Ubung 5, Aufgabe 2.)

0 0 Y
U;(0) := exp (—250]-) = COS <§> Loyxo —isin (5) ;.

Behauptung: ¢(U;(0)) ist eine eigentliche Drehung um die j-Achse mit
Drehwinkel 6.

Dazu berechnen wir (hier keine Einstein’sche Summenkonvention!)

U;(0)XUJ(0) = Us(9)U}(9) X + U;(0)[X, US(9)].
12x2

Wir bestimmen

3
0 .. (0
(X, U;(H)] = [xo]ngQ + Zxkok,cos (§> Toyxo + 2sin (5) aj]

k=1

NEANES
= 1S1n (5) [Z xkak,aj]
k=1
0\ < 0\ <
= —2sin <§> Z €LjiTRO] = 2sin (5) Z €ikiTEO]-

k=1 k=1
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Desweiteren

3
U;(0)[X, U;(G)] = 2sin (Q €Kik | COS (9) o, — isin (0) 007
2) = 2 2) =~

531112x2 +1 Zm 1 €ilmOm

0 0\ <
= 2sin| = e]klxkal — 2i sin? g €101 T Loxo
2 2 N
k=1
n

k=1

N

-~

0)

si

+2811’l < > €ikl€jimTETm
klm 1

J/

Zk,m=1<53m5k1 5jj5km)$k0m

3
6
= sin(f) Z €jrTRo; + 2sin’ (5) (zjo; — T - 5)

k=1

mit
3
r-0 = E T;0;.
i=1

Damit erhalten wir
3
0
U;(0)XUS(0) = X +sin(6) Y €jraro; + 2sin® <§> (zj0; — - F).
k=1

Wir betrachten nun j = 3 und verwenden 1 — 2sin*(0/2) = cos(f):
X = l’()I]_QXQ + o

= Us(9) XU (6)

0

= X +sin(f)(z109 — 2907) — 2sin <§> (x101 + 2209)

= xolaxo + [cos(0)xy — sin(0)xa]oy + [sin(8)zy + cos(0)xs]os + x303.
Das bedeutet

Ty > o,
x1 +— cos(@)zy — sin(f)zs,
xo > sin(f)zy + cos(0)xs,
T3 > I3,

was gerade einer aktiven Drehung um die 3-Achse mit Drehwinkel 6
entspricht. Die Fille j = 1,2 diskutiert man analog.

Jedes R € SO(3) lasst sich in drei aufeinanderfolgende Drehungen
zerlegen (Parametrisierung durch Euler-Winkel)

R(OQB/Y) - R@s(v)RﬁQ(ﬁ)Rés(a)ﬂ 0<a,v<2m0< 6 <.
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Die einzelnen Drehungen lassen sich jeweils als Abbildungen einer Or-
thonormalbasis (ONB) auf eine gleichorientierte neue ONB interpre-
tieren.

e R;,(a) beschreibt aktive Drehung um é3 mit Drehwinkel a:
’lALj = Ré3(a)éj.

(Winkel « ist so gewéhlt, dass 1y sowohl auf é;5 als auch auf ws
senkrecht steht. Sind é3 und w3 linear abhéngig, so setzt man
a=0.,)

e R;,(B) beschreibt aktive Drehung um s (neue 2-Achse) mit
Drehwinkel :

@j - Rﬁz (6),&]

e Ry, () beschreibt aktive Drehung um 03 (neue 3-Achse nach zwei
Drehungen) mit Drehwinkel ~:

e Kombiniert:

e Anmerkung: Dies ist die in der QM {ibliche Konvention. In der
klassischen Mechanik erfolgt die zweite Drehung um ;.

Die kombinierte Drehung lédsst sich auch als drei aufeinanderfolgende
Drehungen ausschlieflich um die Achsen é; und é; ausdriicken (siehe
Ubung 5, Aufgabe 3.):

R(a7577) = R3<Q)R2(5)R3(7)7 0 S Q, 7y < 27T70 S 6 S T,

wobei wir jetzt verkiirzt j fiir €; geschrieben haben.

Da jede Drehung aus LZ sich als

R = Rs(@)R2(P)Rs(7)
schreiben lasst, erreichen wir mit

A = Us()U2(B)Us(7)

die zu SO(3) isomorphe Untergruppe von L, .
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e [llustration zur Begriffsbildung aktive/passive Drehung

ko

:ll

Betrachte eine Drehung (um die 2-Achse), mit der die Einheitsvekto-
ren [; und Iy (I fiir Laborsystem) auf k, und ko (k fiir korperfestes
System) abgebildet werden:

ki = R(a)l = cos(a)l + sin(a)ls,

ky = R(a)ly,= —Sln( )y + cos(a)ls.

In der aktiven Sichtweise verbinden wir mit der Drehung eine Dreh-

matrix '
(5t )

die den Vektor & = :)3111 + x9ly auf y = y1l1 + y2l2 abbildet mit

()= (cnle) “smery (=),

In der aktiven Sichtweise wird das physikalische Objekt gedreht.

In der passiven Sichtweise drehen wir das Koordinatensystem und fra-
gen nach den Komponenten eines gegebenen Vektors & = xlil —|—x2lAQ =
21ky + 2oks bzgl. der ONB des gedrehten (korperfesten) Systems aus-
gedriickt durch die Koordinaten des Laborsystems:

2\ [ cos(a) sin(a) )
zo )\ —sin(a) cos(a) xy )7
In der passiven Sichtweise bleibt das physikalische Objekt fest und das

Koordinatensystem wird gedreht.

Wir betrachten nun



Der Fall r < 0 wird durch die (noch zu beweisende) 2 — 1-Eigenschaft
des Epimorphismus abgedeckt. Es gilt M (r) = M'(r). Wir finden

; t _ r 0 To+ T3 T1 — 1o r 0
X'=Mr)XM(r) = (O r‘l)(x1+z’x2 a:o—:cg)(O r1
B r 0 r(xo+x3) r i (z) — ize)
- 0 rt r(xy +ixe) 1 (me — T3)
( r?(xo +x3) T —iTy )

Ty +iry 2 (zo — x3)

Das entspricht

.7;1 = .T]_,
Th = I,
/ 1 / 1, I 5
Ty = §Tr(X )= §T (xo+z3) + 57” (xg — x3)
1 1
= 5(7“2 + 7%z + 5(7‘2 — 77z,
/ 1 / 1, I 5
vy = =Tr(o3X') = =rf(xg + x3) — =1 (20 — T3)
2 2 2
1 1
= 5(7“2 — )z + 5(7’2 +7r7%)as.

Wir setzen nun 72 = e*, so dass M () eine spezielle Lorentz-Transformation
entlang der z-Achse impliziert. Zur Erinnerung:

cosh(A\) 0 0 sinh())

R 0 10 0
L(Be.) = 0O 01 0
sinh(A) 0 0 cosh(\)
mit
I 2
v =cosh(\) = 5(7" +r7%) > 1,
1
—00 < By =sinh(\) = 5(7“2 —7r7%) < o0,
r2 — 2
Insbesondere

0<r<1l & —oo<sinh(A\)<0 & —-1<p<0,
I1<r<oo & 0<sinh(A\)<oo & 0<g8<1.

Wir benutzen nun 3. von 1.2.20: Jede eigentliche, orthochrone Lorentz-
Transformation lasst sich in der Form

A =R(a, B,0)L(ve, )R (P, 0, V)
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schreiben. Setze
A = Us(a)Ua(B)M (r) U3 (9) U5 H(©) Uy (®).
=  ist ein Epimorphismus.

7. Surjektiv 2 — 1
Vorbemerkung: Es geniigt Kern(y) zu bestimmen.
Sei g € SL(2, C) mit p(g) = A.

(a) ¢' € gKern(p). = ¢' = gg mit § € Kern(p). = ¢(g') = ©(99) =
©(g)p(g) = ¢(g) = A

(b) ¢ ¢ gKern(p). = g7'¢' ¢ Kern(p). = Lua # w(97'¢) =
(g e(g") = AN = A # A

Wir bestimmen Kern(y):
Kern(p) = {4 € SL(2,C)|AXAT = X V X € H(2)}.
Wir setzen insbesondere X = lg,0. = AT = A7L = A € SU(2).
= AX = XAV X € H(2).

Sei X = 75, x; € R beliebig. = [A,0;] = 0. = A = aplaxs mit
az = 1.
= Kern(gp) = {]12><2, —ﬂgxg}.

Beispiel 1.4.3 Spezialfall: Zusammenhang zwischen SU(2) und SO(3).
Es existiert ein (2 — 1)-Epimorphismus

¢ : SU(2) = SO(3) mit U — ¢(U), wobei ¢;;(U) = +Tr(o;Ua;UT),

wobei +U € SU(2) dasselbe Bild ¢(U) € SO(3) besitzen.

Beweis: Einschridnkung des vorherigen Beispiels auf die Gruppen SU(2) <
SL(2, C) und die zu SO(3) isomorphe kleine Gruppe von ¢t = (1,0, 0,0)7 als
Untergruppe von Ll.

e * Geometrische Darstellung des Epimorphismus ¢ : SU(2) — SO(3).

Ein Element aus SO(3) (SU(2)) kann durch einen Drehvektor & = OP mit
Drehachse n und Drehwinkel 0 < 6 < 27 (4x) charakterisiert werden. Da
eine Drehung um n mit 0 < # < 27 dasselbe ist wie eine Drehung um
—n mit 27 — 6, betrachten wir fiir SO(3) nur Drehachsen in der oberen
Hemisphére: SO(3) entspricht also dem Inneren der oberen Halbkugel vom
Radius 27. (Genau genommen muss auch noch das Innere eines Halbkreises
ausgeschlossen werden).

Analog konnten wir uns fiir SU(2) auf eine Halbkugel mit Radius 47 be-
schrianken. Statt dessen zeigen wir, dass SU(2) sich als Inneres der gesamten
Kugel mit Radius 27 interpretieren lésst.
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Abbildung 1.3: Geometrische Darstellung des Zusammenhangs zwischen
SU(2) und SO(3). Erklarung siche Text.

(a) Fiir Winkel 0 < 6 < 27 benutzen wir die obere Halbkugel mit Radius

2.

(b) Fir Winkel 27 < 6 < 47 benutzt man

Ua(0) =

Q —fﬁing
cos | 5 G- fsin | 5

(¢) AuBerdem: Fiir 2m < 0 =271 4 ¢ < 4m:

Un(0)

2
= U_p(4r —0), (1.8)
wobei 0 < 47 — 6 < 27 (siche Abbildung 1.4).
_ 2\ iz asin (r 4 2
= cos(ﬂ—l—Q) 10 nsm<7r+2>
- P\ _ig-hsin (L
= feos (£) =iz (£)]
(1.8)
= —Uilp) =" U_a(2m — ). (1.9)

(Wir haben cos(m+x) = — cos(z) und sin(w +z) = — sin(z) benutzt.)

Den Paaren {U;(0), —Ux(0)} = {Ux(0),U_s(27r—0)} (0 < 6 < 27, n aus der
oberen Halbkugel), d. h. gegeniiberliegenden Punkten der SU(2)-Sphére mit
Radien (6,27 — 0), wird unter dem Epimorphismus ein Punkt der SO(3)-

Hemisphére zugeordnet.
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Abbildung 1.4: Zweidimensionale Illustration von Gl. (1.8): 0 =27 : 1+ 2.
0>2m: 3— 4

Abbildung 1.5: Zweidimensionale [lustration von (U;(0),—Us(0)) =
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1.4.4 Aufgrund der obigen Epimorphismen werden SU(2) und SL(2,C)
auch als (universelle) Uberlagerungsgruppen von SO(3) und Ll bezeichnet.

Satz 1.4.5 Sei ¢ ein Homomorphismus von G in G'. Kern(yp) ist Normal-
teiler von G.

Begriindung: Kern(p) # ), da e € Kern(yp). Wir zeigen die Abgeschlossen-
heit. Es seien g; und go aus Kern(yp), d. h. ¢(g;) = €. Betrachte

p(9192) = e(g1)p(ge) =€'¢’ =€ = gigs € Kern(p).
Rest, siche Ubung 6, Aufgabe 1.

Satz 1.4.6 Homomorphiesatz. Sei ¢ ein Homomorphismus von G in G'.
Dann ist
P : G/Kern(p) — G’ mit ®(gKern(p)) = ¢(g)

ein injektiver Homomorphismus. Einschrankung auf ¢(G): Surjektiv = Iso-
morphismus

G/Kem(g) = o(G).
Beweis: Sei H = Kern(y). Wegen 1.4.5 gilt H < G.
e Homomorphismus: Sei g;H € G/H.
D(g1HgoH) = ©(g192H) = (9192) = (91)p(92) = ©(91 H)P(92H).
= ® Homomorphismus.
o Injektiv: Z. z. ®(¢g1H) = O(goH) = g1 H = g2 H.

(g H) = ®(92H) & ¢(91) = ¢(g2).
Multipliziere von links mit (¢(g1)) ™" = @(g; ).

= ¢ = (g )e(g2) = (g7 92).
:>gf1g2:h€H.:>ggzglhz>g2H:g1H.

Beispiele 1.4.7 zum Homomorphiesatz.
1. Sei G = O(3) und G’ = SO(3). Definiere
p:G— G mit ¢(g) = gdet(g).
¢ ist ein (2 — 1)-Epimorphismus. Denn:
(a) Z.z.: p(g) € SO(3)

" (9)p(g) = det(g")det(g)g" g = Lsxs éw( ) € 0(3),
detfp(g)] = detlgdet(g)] = (£1)(£1)° =
¢(g) € SO(3).

Surjektiv: Wéhle g € SO(3).
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0@3)

z

SO(3)<0(3) P SO(3) SO(3)
{g.Pg}
0(B)Z, = SO(3)

Abbildung 1.6: Zusammenhang zwischen O(3) und SO(3).

(b) Homomorphismuseigenschaft

©(g192) = g1gadet(g192) = g1gadet(gi)det(g2) = ©(g1)¢(g2)-
(c) 2—1
©(g1) = ¢(92) = g1 = £ga, denn:

det(g2)
det = godet = g1 = ———= (.
g1de (91) gode (92) g1 det(gl)QQ
N——

+1

Insbesondere Kern(y) = {13x3, —l3x3} =: 22

®:0(3)/Zy — SO(3) mit {g,—g} — gdet(g)

definiert Isomorphismus, d. h. O(3)/Z; = SO(3) (siche Abbildung
1.6).

2. Anwendung des Homomorphiesatzes 1.4.6 auf den Homomorphismus
¢ : SU(2) — SO(3) aus Beispiel 1.4.3.

Kern(p) = {lax2, —laxs} := 2. 1.4.6 =
SU2)/Z = SO(3),
SU(2)/Z 2{U,-U} — ¢(U) € SO(3).
7. B. (siehe Ubung 5, Aufgabe 2.)
{Us(7), Us(2m + )} = Rs(7).
————
—Us(v)
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3. Beachte: Obwohl
0(3)/Z, = SO(3) = SU(2)/Z,

ist O(3) nicht isomorph zu SU(2).
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Kapitel 2

Darstellungen und
Realisierungen von Gruppen

2.1 Definition von Darstellungen mit Beispie-
len

Darstellungen sind Realisierungen von Gruppen als bijektive, lineare Ope-
ratoren auf IK-Vektorrdumen.

Sei V' ein linearer Raum. Unter der allgemeinen, linearen Gruppe iiber dem
Vektorraum V' versteht man

GL(V) := {A|Abijektiver, linearer Operator auf V'}
(,auf V* heiBt A :V — V, bijektiv: A1 existiert).
Anschauliche Interpretation fir n-dim. V: Invertierbare (n,n)-Matrizen.

Definition 2.1.1 Unter einer Darstellung ¢ der Gruppe G auf dem
Vektorraum V versteht man einen Homomorphismus

0:G—=GL(V), g—elg): V-V
mit
P(9192) = p(91)¢(92) V 91,92 € G.
(Uberzeugen Sie sich davon, dass GL(V) eine Gruppe bildet.)
1. V heilit Tragerraum der Darstellung.
2. dim(V'): Dimension der Darstellung .
3. Eine Darstellung ¢ heifit genau dann treu, wenn ¢ injektiv ist.

4. Im Sinne von Definition 1.3.1 ist eine Darstellung eine Operation der
Gruppe G auf einem K-VR in Form bijektiver, linearer Operatoren.
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Beispiele 2.1.2 1. Die Elemente von SO(3), interpretiert als lineare
Operatoren auf R?, bilden eine treue Darstellung von SO(3).

2. Die Elemente von SO(3), interpretiert als lineare Operatoren auf R3,
bilden eine nichttreue Darstellung von SU(2) (siehe Beispiel 1.4.3;
nicht injektiv, da £U — ¢(U)).

3. 4-dimensionale Darstellung von SO(3) (Trigerraum R*):
10 00
0
SO3) > R+ 0 R
0

4. 2n-dimensionale Darstellung von SU(2) (Trégerraum C?"):

U oo ... 0
su)suwes | 00
0 .. U

5. Beispiel aus der Quantenmechanik. Sei H der Hamilton-Operator ei-
nes (spinlosen) Teilchens der Masse m in einem Zentralpotential V()
(bzgl. einer ausfiihrlichen Diskussion, siehe F. Scheck, Theoretische
Physik 2, Springer, Berlin 2000, Kapitel 1.9):

p?
a=Lr 1y
om (r),
d. h. H ist drehinvariant. Sei ¢(Z) ein Eigenzustand von H. Wir be-

trachten eine (aktive) Drehung
x; = Rijx;
und fordern fiir den , gedrehten* Zustand
(@) = ().

(Wir betrachten eine , gedrehte Versuchsapparatur und fordern we-
gen der Isotropie des Raumes, dass mit der urspriinglichen und der ge-
drehten Versuchsapparatur {ibereinstimmende Versuchsergebnisse er-
zielt werden. Die Wellenfunktion eines gedrehten Zustands soll am
Punkt 7’ denselben Wert haben wie die Wellenfunktion des unge-
drehten Zustands am Ort #. Im Prinzip ist auch noch ein von der
Drehmatrix abhéngiger Phasenfaktor exp[iO(R)] denkbar.) Wir asso-
zileren mit R einen linearen Operator D(R), dergestalt dass

V(3') = D(R)p(T') = (7) = (BT ¥ 3.
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Wir betrachten eine infinitesimale Drehung um die Drehachse n mit
Drehwinkel e,

und damit

so dass

= (1 —ien- D)

mit dem Drehimpulsoperator =7 x P (natiirliche Einheiten).

Ubergang zu endlicher Drehung mittels lim,, (1 + a/n)" = exp(a):

=

D(R) = exp(—id - 1) = exp(—ial,) exp(—ifl,) exp(—iylzl.
R(a, 8,7)

Charakterisierung der Drehung durch einen Drehvektor & = wn in
Richtung der Drehachse n und mit der Lange des Drehwinkels w oder
durch die drei Euler-Winkel.

Sprechweise: Die Drehung R induziert eine Transformation der Eigen-
zustinde von H auf dem Hilbert-Raum H.

Wir iiberpriifen die Homomorphismuseigenschaft.
Sei Ry = RyRy, ¥ = R{'Ry' %"

wll(f”> — D(R3)@/J(fﬁ) — @D(R;lf”) — ¢( RI_IRQ_lf” )
N ——
Rfl(Rglf”)
= D(Rl)w(REIf") = D(Ro) D(R1)p(3"),

oder nach Umbenennung der Variablen 7" — -
D(Rs)¢(T) = D(R2) D(R1)¢(T).
Der Homomorphismus
p:50(3) = GL(H), ¢(R(a,8,7)) = R, 5,7)

ist eine treue, unendlichdimensionale Darstellung von SO(3).
Zerlegung von H.:

Wir kennzeichnen die Eigenzustédnde von H mit (n,l,m).
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(a) Wasserstoffatom:

V(r)=—

(0%
r

Internationales System (SI):

— Reduzierte Planck’sche Konstante:
h=1.05457168(18) x 10734 J s,
1J=1kgms?2

— Elektronmasse:
me = 9.109 3826(16) x 1073 kg

— Elementarladung:

e =1.60217653(14) x 1071 C,
1C=1As

— Influenzkonstante:
€0 = 1/(poc®) = 8.854187817--- x 1072 C V-1 m™!
1v=1J/C

— Lichtgeschwindigkeit im Vakuum:
c=299792458 m s~ *

— Typische Langenskala der subatomaren Physik:
1fm=10"%m
— Einheit fiir Wirkungsquerschnitte:
1 barn = 10? fm?
System der natiirlichen Einheiten:
— Setze h=c=1=¢y = pyo
— Feinstrukturkonstante:

a = e?/(dmeghc) = 1/137.035999 11(46) — €2/(47) (=~ 157)
— Konversionskonstante:

he=197.326968(17) MeV fm — 1

Damit lassen sich Energien durch inverse Langen und umge-

kehrt ausdriicken.
— m, = 0.510998 918(44) MeV/C2 — me ~ 0.511 MeV

Ubergang:

- h2A e? A«
 2m Aweyr 2m
Es gilt:
2 13.6
E, = RN NS

o2~ n2

— n =n'+ [+ 1: Hauptquantenzahl.

— n/ > 0: Anzahl der Knoten in der Radialwellenfunktion (Mogli-
che Nullstelle fiir » = 0 und asymptotische Nullstelle nicht
mitgezahlt).
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— 1 € No.

(b) Dreidimensionaler harmonischer Oszillator oder Kugeloszillator:

Es gilt:

E, = (n—l—g)w.

— n = 2n’ 4+ [: Hauptquantenzahl.
— n/ > 0: Anzahl der Knoten in der Radialwellenfunktion (s. o.).
— 1 € Ny.

Vorsicht: Fiir den harmonischen Oszillator existieren verschiede-
ne Konventionen in der Literatur.

Wir betrachten stellvertretend einen gebundenen Zustand |¢) = |n,,m)
des Wasserstoffatoms. Das Spektrum des Wasserstoffatoms zerfallt in
diskrete, gebundene Zusténde,

\Ifnlm(f) = Rnl<7ﬂ)}/lm(®7 (I)),

und Zustdnde mit einem Kontinuum positiver Energieeigenwerte £ >
0,
‘Ijlm(Ea f) - Rl(E7 T))/lm(e)a CI)),

wobei die Radialwellenfunktionen folgende Orthogonalitatsrelationen
(bei gleichem [!) erfiillen:

/ derRZl(r)Rn/l(r) = Onns,
0

/ drr*Rf(E,r)Ry(E',r) = §(E—E'),
0

/ drr* R, (r)Ri(E,r) = 0.

0

Die Vollstandigkeitsrelation lautet

l 0o o) l
> n,lm)(n,1,m| +/ dEY " Y " |E,lm)(E,l,m]|.
m=—1 0

=0 m=—1

diskrete, gebundene Zustdnde Kontinuum

Betrachten wir die Drehimpulsoperatoren in der Ortsraumdarstellung
in Kugelkoordinaten

z =rsin(0)cos(P), y=rsin(O)sin(P), =z =rcos(O),
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so sehen wir, dass diese nur auf den Winkelanteil wirken:

. 0 0
L =1 [sm( )% + cot(O) cos@)a—q)] ,
. 0 ) 0
ly = 1 [— cos(P )% + cot(O) sm((I))a—(I)] ,
0
b= g

Wir schreiben fiir den gedrehten Zustand mittels der Vollstandigkeit

’\Ij/> = R(a7ﬁ77)‘nalam>

o n'—1 U

= 35T 3T W) (1 |R(e, B, ) n, 1m)

n'=11'=0 m'=-1'
(A)

+/ dEZ Z B, U, m') (E,U,m|R(a, B,7)[n,,m)
0 —0 m/=—1' g
(B)

und betrachten die beiden Matrixelemente
) = [ Ry () Rulr) . R0 B m)
0
5l/le’m( 7/377)
= D0, 80) [ iR () Rur)
0

J/

-~

(5n’n
= 5l’l5n’nD£rlL)/>:n(a76a’y)a
B) = 8uDi(.60) [ o R (B, Rur)
0

0

= 0.

Begriindung fiir §;,:
Aus [I2,1;] = 0 folgt [I2, R(e, 8,7)] = 0. =

V(U 4+ D) [R(a, B,y)[Lm) = (' |*R(a, B,7)[1,m)
= (', m|R(av, B, 1) *|l,m)
= 1(l+1){",m|R(c, B,7)|l, m).
= \[l(l +1) ="'+ D', m|R(av, B,7)|l,m) = 0.
(=)l +1+1)

Aus I +1'+ 1> 1 folgt fur I # ', dass (I', m'|R(a, B,7)|l,m) = 0 und
deshalb existiert nur ein Beitrag fiir [ = ['.
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Wir erhalten schliefilich

l
|0’y = Z Dgl),;(a,ﬂ,'y)\n,l,m’>

1=

mit
DY (, B,7) = (I, m|R(cv, B,7)|l,m')".

Vorsicht: Es existieren verschiedene Konventionen in der Literatur!
Fiir die Kontinuumzusténde verlduft die Rechnung analog.

Die (20 + 1,2l + 1)-Matrizen D% mit den Elementen Df?%/(oz,ﬁ,y)
bilden eine (2[ + 1)-dimensionale Darstellung der SO(3). Der Triger-
raum ist LH{|l,m),m = —[,...,l}. (Die Eintrdge der Matrizen wer-
den auch als D- oder Kreiselfunktionen bezeichnet, da sie Eigenfunk-
tionen des symmetrischen Kreisels sind.)

Bemerkung: Die zufillige Entartung fiir n > 2 ist auf eine hoéhere
Symmetrie des Systems zuriickzufithren. Im Fall des Wasserstoffatoms
ist dies SO(4), fiir den harmonischen Oszillator SU(3). Dagegen wird
die allen Zentralpotentialen fiir ein gegebenes | gemeinsame (21 + 1)-
fache Entartung als wesentliche Entartung bezeichnet.

Fiir den harmonischen Oszillator lautet die Vollstéandigkeitsrelation in
den Quantenzahlen {n, [, m}:

n 21

1 = iz Z |2n, 21, m)(2n, 21, m|

n=0 [=0 m=-2l
n 20+1

+§:Z ST 2n+ 120+ 1,m)(2n+ 1,20+ 1,m].

n=0 [=0 m=—(21+1)

In den Quantenzahlen {n,, [, m} mit n = 2n,+I lautet die Vollstandig-
keitsrelation:

oo 00 l
1 = ZZ Z |n, L) (ng, L,my.

ny=0 =0 m=-1

2.2 Aquivalente Darstellungen, reduzible und

irreduzible Darstellungen

Definition 2.2.1 Zwei Darstellungen D; und Dy einer Gruppe G auf Vek-
torrdumen V7 und V5 sind dquivalent, wenn ein bijektiver Operator S : V; —
V5 existiert mit

SDi(g)S™" = Dy(g) V g € G.
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Diese Definition liefert eine Aquivalenzrelation (sieche Ubung 6, Aufgabe 5.)
und damit laut Satz 1.3.10 eine Partition der Menge der Darstellungen von

G.
Es gilt
SDi(g192)S™" = SDi(g1)D1(92)S™" = SD1(91)S " SD1(g2)S™"
= Ds(91)D2(g92) = D2(g192)-

Einfaches Beispiel: V; = V5, = V| Basiswechsel.

Sei V' ein Vektorraum. Ein Unterraum U von V heifit invariant bzgl. eines
linearen Operators T, falls Tu € U V u € U.

Definition 2.2.2 Sei D eine Darstellung einer Gruppe G auf einem Vek-
torraum V.

e Ein Unterraum U von V' heifit invariant bzgl. D, falls

D(gjue UVueUAN Y geQG.

e Eine Darstellung D auf V heifit reduzibel, wenn ein bzgl. D invari-
anter Unterraum U von V existiert mit U # {0} und U # V.

Beispiel 2.2.3 mit Satz. Sei D eine n-dimensionale reduzible Darstellung
von GG auf V und U ein bzgl. D invarianter m-dimensionaler Unterraum von
V.

D reduzibel < D(g) ist in einer geeigneten aber festen Basis von der Form
(oder besser D ist dquivalent zu einer Darstellung der Form)

D(g) = ( Dlo(g) 32(8) ) » 0= O (2.1)
mit

e D;(g): m-dimensionale Darstellung ((m, m)-Matrix), beschreibt U —
U;

e a(g): (m,n —m)-Matrix, beschreibt V\U — U;

e Dy(g): (n — m)-dimensionale Darstellung ((n — m,n — m)-Matrix),

beschreibt V\U — V\U.

Begriindung:
=
Wiéhle eine Basis {ey,...,e,} von V, wobei ey, ..., e, U aufspannen. =

D(g) = ( Dlo(g) gz(gq)) )
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Anschaulich:

Vov= xzfnil _<g)>
mit ’
o (% 39))(2)-(P529°)
Insbesondere:
e w=0
( Dlég)” ) el
e u=20

D(g) Darstellung. =
Dlappiey) = (Pl ) (D) sl )

_ (Dl(gl)Dl(gz) Dl(gl)a(92)+04(91)D2(92)>
0 Ds(91) D2(g2)

_ _( Di(g192) a(9192)
= D(q192) = ( 0 Da(g1g2) ) .

Dy (g) and Ds(g) sind m- und (n—m)-dimensionale Darstellungen. Vorsicht:
a(g192) # a(g1)a(ge). a ist im Allg. keine quadratische Matrix.

77¢“:
Umgekehrt, sei D(g) von der Form Gl. (2.1). = {(z1,...,%m,0,...,0)T}
bleibt invariant.

Definition 2.2.4 Ein Vektorraum V heifit die direkte Summe von Un-
tervektorrdumen Vi, ..., V,,

V:Vl@...@vm

wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
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L.V=V+-+V,={vi+-+uv,v €V,...,0, € V,}.

2. Von Null verschiedene Vektoren v, € Vi,...,v, € V,, sind linear un-
abhéngig.

Ist V=V&---dV,, soist jedes v € V eindeutig darstellbar als v =
v+ -+ v, mit v; € V.

Beispiel 2.2.5 Direkte Summe von Darstellungen. Essei V =V, &V,
die direkte Summe zweier Untervektorrdume V; und V5. Seien T} : V;, — V;
lineare Operatoren. T' =T, @15 : V — V mit Tx = Tixy 4+ Toxs. Seien
D; Darstellungen von G auf V;. Direkte Summe: D = Dy @ Dy = {D(g) =
Di(g) @ Da(g)lg € G}

D(g1)D(g2)x = D(g1)(D1(g2)x1 + D2(g2)2)
D1(91)D1(g2)x1 + Da(g1) Da(g2) 72
= Di(q192)71 + Da(g192)72 = D(9192)7.

Sei dim(V;) = m und dim(V3) = n:

D(g) = ( Dlo(g) DQO(g) )

mit Di(g) (m, m)-Matrix und Ds(g) (n,n)-Matrix.

Definition 2.2.6 Sei D eine reduzible Darstellung auf einem Vektorraum
V' mit invariantem Unterraum V;. Eine Darstellung heifit vollstindig re-
duzibel, wenn ein weiterer invarianter Unterraum V5 existiert mit V =
Vi®Va. D = Dy ® Dy, wobei D; als Einschriankung von D auf V; bezeichnet
wird.

Fiir endlichdimensionale Vektorrdume fiihrt dies auf Blockdiagonalform.

Definition 2.2.7 Eine Darstellung D auf einem Vektorraum V' heifit irre-
duzibel, wenn V aufier {0} und V' keinen invarianten Unterraum besitzt.

Satz 2.2.8 Sei D = {U(g)} eine unitdre Darstellung von G auf einem
Hilbert-Raum (V/, ||.||):

(2|U(9)y) = (U (g)aly) = (U (g)aly) Vg € G, Y,y € V.
Dann gilt:
1. D ist die direkte Summe irreduzibler Darstellungen D = &;D;.

2. V lasst sich als orthogonale Summe darstellen: V' = &;V; mit x; € V;,
z; € V;, (xi]z;) = 0 fur ¢ # j.
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Zerlegungssatz aus der Theorie der linearen Operatoren: Sei U ein voll-
stdndiger Unterraum des Pra-Hilbert-Raumes (V, (-|-)). Dann lasst sich jedes
x € V eindeutig darstellen in der Form

r=y+z mit yeUzeU™

Es gilt also V =U @ U™,
Insbesondere sind die Voraussetzungen erfiillt, wenn (V,(-|-)) ein Hilbert-
Raum ist und U ein abgeschlossener Unterraum.

Begriindung:
1. Fall: V besitzt keinen nichttrivialen, bzgl. D inv. UR. = D irreduzibel.
2. Fall:

1. Sei Vj ein bzgl. D invarianter, nichttrivialer Unterraum von V.

Zerlegungssatz = Jedes x € V ldsst sich eindeutig als x = x1 + x5 mit
x1 € Vi und 29 € V5 darstellen, wobei V5 das orthogonale Komplement
von Vi inVist. =V =V, ;.

2. Sei D unitéar auf V und V; invariant bzgl. D. Dann ist auch V5 invariant

bzgl. D.
Denn: V; invariant bzgl. unitdrem U (Argument g unterdriickt). = 3
Basis eq, e, ..., mit Ue, = \,e, mit |\, = 1.

1
UlU=1=U""e, = )\—ea = 1} invariant bzgl. U™

«

Sei x1 € Vi, x5 € Vo, d. h. (x1|xe) = 0. Z. z.: Uzy € V5.
(Uzy|m1) = (20| UTay) = (2o|U 1) = (o)) =0, da 2} € V.
=V =V, ® Vo mit V; invariant bzgl. U, d. h. D = Dy & Ds.
3. Besitzt Vi oder V5 invarianten Unterraum, wiederhole die Prozedur.

Satz 2.2.9 Fiir eine endliche Gruppe G der Ordnung |G| ist jede Darstel-
lung D auf einem Skalarproduktraum (V (:|-)) dquivalent zu einer unitéren
Darstellung.

Beweis:

1. Schritt: Wir definieren ein weiteres Skalarprodukt {-|-} mittels (siehe
Ubung 8, Aufgabe 1.)

{zly} = |Z (9)x[D(g)y)-

geG
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Fiir jedes g € G gilt

{D(g9)z|D(g)y} = |—61;|Z(D(g')D(g)ﬂD(g’)D(g)w
7% D(gy)
= {zly}, (%)

da mit ¢’ bei festem g auch das Produkt ¢'g {iber ganz G lauft. Damit ist
D(g) unitar bzgl. des Skalarprodukts {-|-}.

2. Schritt: Seien uy, ug, ... und vy, vq, ... orthonormiert bzgl. (-|-) und {-|-}.
Sei v; = Su; mit reguldrem S. Dann folgt aus Sz = S(zu;) = x;v;, dass

{5z, 5y} = wiy; {vilv;} = (xly). ()
——

0sj
Definiere D'(g) = S~'D(¢)S ¥ ¢ € G.
(D'(9)z|D'(g)y) = (S™'D(g)S=|S™'D(g)Sy)
Y {D(g)Sx|D(g)Sy}
< {SalSy}
= (aly).

= Die zu D #quivalente Darstellung D’ ist unitér bzgl. (-|-).
Kombiniere Sétze 2.2.9 und 2.2.8.

Folgerung 2.2.10 Fiir endliche Gruppen sind reduzible Darstellungen im-
mer vollstdndig reduzibel.

Beispiele 2.2.11 fiir Darstellungen.

1. e Sei D = {D(g)} Darstellung einer Gruppe G in Form von Ma-
trizen mit g — D(g). Dann definieren auch
(a) g — D*(g) (komplex konjugierte Darstellung D*)

(b) g DT(g7") = DT '(g) (Hamermesh: adjungierte Darstel-
lung D; Balachandran und Trahern: zu D kontragradiente
Darstellung)

(¢) g+ D(g7') (zu D* kontragradiente Darstellung)

Darstellungen von G (siche Ubung 8, Aufgabe 2.).
e Sei D eine unitire Darstellung, D'(g) = D~!(g). Dann gilt:

Di(g™"y=D"(g7") = D(g),
d. h. (¢) = D und

DT(g7") = D' (g) = D*(9)
d. h. (b) = (a).

Wichtig: D und D* miissen nicht dquivalent sein.
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2. Fir SU(2) und SO(3) gilt: D und D* sind dquivalente Darstellungen,
d. h. es existiert ein S mit SD(g)S™' = D*(g) V g € G. Begriindung
analog zu Ubung 8, Aufgabe 3.:

S = exp[—inM(J,)],
mit M (J,) als Matrixdarstellung von J,,.

3. SU(3) := {g|g komplexe (3, 3)-Matrix mit g" = g~ A det(g) = 1}.
Fundamentaldarstellung 3 von SU(3), V = C3:

SUBB) > g+— D(g):=g € 3.
Komplex konjugierte Darstellung 3* oder 3:

SU(3) 3 g+— D*(g) :=g" € 3".

Zur Erinnerung: A EW von A < det(A — M) = 0. Sei B = SAS™
mit reguldrem S. Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische
Polynom und deshalb dieselben Eigenwerte.

Begriindung: Es gilt I = SIS~!. Wende den Determinantenmultipli-
kationssatz an:

det(B — XI) = det(B —\SIS™)
= det(S(A—A)S™)
= det(S)det(A A )det(S™H)
= det(A — \I).

Sei

det(g) — (exp (%))3 — exp(2mi) = 1.

. 4
D*(g) =g —exp( 3 )13x3-

Eigenwerte von D(g) und D*(g) unterscheiden sich.

= Fiir SU(3) sind 3 und 3* nicht dquivalent.

4. Verallgemeinerung fir SU(N), N > 3: Fir SU(N) sind N und N*

nicht dquivalent.
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Die folgende Begriffsbildung spielt eine wichtige Rolle in
1. der Beschreibung von Zustédnden zusammengesetzter Systeme,

2. der Kombination von Raum-Zeit-Symmetrien mit inneren Symmetri-
en wie der SU(3)-Farbsymmetrie der starken Wechselwirkung, starkem
und schwachem Isospin etc.

Definition 2.2.12 Es seien Vi und V5 zwei K-Vektorrdume. Das so genann-
te Tensorprodukt V; ® V; sei gleich der Menge aller formalen, endlichen
Linearkombinationen

1 @Y1+ ...+ Ty QYp

mit z; € V1, y; € Vo und «; € K. Mit dem Symbol z ® y wird wie mit einem
Produktzeichen gerechnet, d. h. es gelten die beiden Distributivgesetze

(11 + ) QY = 1 QY+ zs R,
r® (ol + wy2) = T @Y1 + et @ Yo,

fir alle o; € K, x, 21,29 € V] und y,y1,y2 € Vo. V1 ® V5 ist wieder ein
K-Vektorraum.

Anwendung 2.2.13 Direktes Produkt von Darstellungen: Gegeben
seien zwei endlichdimensionale IK-Vektorraume Vi und V5, mit Basen eq,. . .,

enund fi,..., fn. V. =V; ® V5 hat eine m - n-dimensionale Basis, so dass
Vi®V, Blﬁzzzazjei@fj-
i=1 j=1

Seien L; lin. Operatoren auf V;. Definiere L = L1 ® Lo:
Lx = Z Z a;jLie; @ Lo f;.
i=1 j=1
Das Produkt zweier Operatoren lautet
LM = LM, ® LyMs.
Seien D® Matrixdarstellungen von G; auf V;:

DW(g)e; = DY (g)es ¥ g € G, DP(g)f; = D)(g)fy ¥ g € Go.

i'q

Dann definiert
D(g,9") = D" (g) ® DP(g)

mit

Dyjirir(9.9) = D (9) DS (g)
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eine Darstellung von G; x G5 auf V; ® V5.

Behauptung: D@ irred. Darstellungen von G; < D irred. Darstellung von
G1 X GQ.

Beweis:
»,=": Beweis (fiir endliche Gruppen G;) durch Widerspruch. Wegen Satz
2.2.9 kénnen wir annehmen, dass D unitér ist. Jedes z € Vi @ V5, lésst

sich schreiben als
DI

i=1 j=1
Annahme: D reduzibel. = 3 eigentlicher invarianter Unterraum H von Vi ®
V5 mit

D(g1,92)x € HVx € H,g; € G;.

= In einer geeigneten Basis ist mindestens ein a;; = 0. O. B. d. A. sei
ayp = 0, d. h.

O )
a2
H>zx= A1n m - n Komponenten.
21
Qmn Y,

Da H invariant bzgl. D, gilt

H>Dx = iiazjl)ei@fj

i=1 j—l

= ZZGUZZD (91)D 92)ez ® fj
i=1 j=1 i'=1j'=1

=: Z Z birjr (g1, g2) € @ fir
i'=1j'=1

mit by = ngz € G;. Setze g1 =e€1. = Dl(,ll)(el) = 0. =

5D 9 S0 SLISEEYAED 3) 99 LN AIIREEIA

i=1 j=1 j'=1 i=1 j'=1 j=1

bij’ (61, 92)
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= bll(el,gg) = ngg S GQ. =
Zalng)(QQ) =0V g2 € Go,

j=1

wobei a;; = 0 und a;;,7 > 2 beliebig. Wahle z mit Komponenten a;; =

Sikyj = 2,...,n und betrachte sukzessive k = 2,...,n. = D®(g,) ist von
der Form
n — 1 Nullen
—~
DA(g)y=| a| 0.0 Vg € G,
B a4

Da D® unitér ist, gilt

Aus der Unitaritéat folgt

2 2 a |0 at | (b al? | a(y]
D% (30) D (0) = (5 A)(Ofg):(é%iiﬁ>:hm

Da a # 0, folgt |b) = 0 und damit D® reduzibel im Widerspruch zur
Voraussetzung. = Wir miissen die Annahme ,, D reduzibel“ fallen lassen.
77<:“:

Annahme: DW reduzibel = 3 Unterraum U; C Vi mit U; # {0} und
U, # Vi dergestalt, dass D(l)(gl)ul € U, fiir alle g, € Gy und u; € U;. Es

sei {ey, ..., e} eine Basis von Uy, wobei 1 < k < m.
D reduzibel. =

k
DY (gr)e; = ZD%)(QQ ey Vg1 €Gri=1,... k.

i'=1
Nun betrachten wir ein Element v aus U; ® V5,

k n
U1®‘/29U:ZZaijei®fja

i=1 j=1
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und die Wirkung von D(g1, go) auf dieses Element:

D(g1,g2)v = ZZ% H(g1)e: ® DP(g2)

zljl

= ZZCLWZZD gl 92)61 ®f]

=1 j=1 i'=1j'=1

- S (S oo >) woh

i=1 j=1 \i=1j'=1

J/

€ U1®‘/27

d. h. D ist reduzible Darstellung im Widerspruch zur Voraussetzung. =
Wir miissen die Annahme , D) reduzibel“ fallen lassen. Argumentation fiir
D® analog.

Definition 2.2.14 Sei G; = G5 = G. DW und D@ seien Darstellungen
von G auf V; und Va. Dann bezeichnet man D = DM @ D®) mit

D(g1,92) := D(l)(gl) ® D(Q)(gz)a gi € G,

als &uBere Tensorproduktdarstellung von G x G der Darstellungen D)
und D@ auf V; ® V4, (beachte, dass die g; verschieden sein konnen).

Beispiel 2.2.15 G = SU(2). DM = {DW(g) = g|lg € SU(2)} ist Darstel-
lung von SU(2) auf C?. Definiere

D (g1,92) = DW(g1) ® DV (g2) = g1 ® go.

D ist keine treue Darstellung des externen direkten Produktes SU(2) xSU(2)
auf C? @ C2?, denn

(1,1) — 1®1,
(-1,-1) —» (-1)®(-1)=1®1.

Sei G' = {(g,9)|g € G}. Dann ist G = G". Die Einschrankung der &ufieren
Tensorproduktdarstellung D von G x G auf G’ liefert

Definition 2.2.16 die innere Tensorproduktdarstellung (Kronecker-
Produkt) von G auf V; ® Vs,

D'(g) :=DW(g) ® DP(g), g€G.
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Beispiel 2.2.17 aus der Quantenmechanik. Gegeben sei der Hamilton-
Operator eines Zwei-Elektronen-Systems:

H = % + Vi(r(1)) + % + Vi(r(2)) +Va(ri2) = Ho + Va
Ho(1) Hy (2)
mit (n = 1,2)
r(n) = [r(n)],
T2 = \F(l)—f’(?)\,
Zo

Vi(r(n)) = )’

‘/2(7’12> = %-

Vertauschungsrelationen (m,n € {1,2}; 4,j € {1,2,3})

[zi(m), z;(n)] = 0,
[pi(m), p;(n)] = 0,
[zi(m),pj(n)] = 0;jOmn.
e Hy= Hy(1) + Ho(2) besitzt eine G = O(3) x O(3)-Symmetrie.

e Hy(1) und Hy(2) vertauschen miteinander.

Produktansatz: Eigenzustinde sind vom Typ (Hauptquantenzahlen
unterdriickt)

|li, m1) ® |la, ma),
wobei {|l;,m;)|m; = —l;,...,l;}, I; € Ny, Basen der Trigerrdume
der irreduziblen Darstellungen D%) von SO(3) sind. Ist |Va| < |Ho|,
benutzt man |l;, m1) ®|ly, me) als Ausgangspunkt fiir Stérungstheorie.

o [ besitzt nur eine G' = {(g,9)lg € O(3)} = O(3)-Symmetrie, da
(Ubung 9, Aufgabe 1.)

[li(n), Va(ri2)] # 0
aber

[Li, Va(r12)] = 0
mit L =I(1) +1(2) (=@ I+ 1®]).

Klassifikation der Eigenzusténde bzgl. {|L, M), M = —L,...,L}. Ba-
sis des Trigerraums einer irreduziblen Darstellung D) von SO(3). V;
fithrt zu einer Aufhebung der Entartung der Eigenzustédnde von H,
da H eine geringere Symmetrie als Hy besitzt.
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e Anmerkung: Tatséichlich versucht man mit einem Ansatz aus V5 ,,zen-
trale Anteile“ zu separieren:

H = Hl/) + V2/7
mit O(3)xO(3)-symmetrischem H| und O(3)-symmetrischem Vj.

Anmerkung 2.2.18 Sei D = DM @ D@ eine irreduzible #uBere Tensor-
produktdarstellung von G x G. Im Allg. ist die innere Tensorproduktdar-
stellung D’ keine irreduzible Darstellung von G’, d. h. es konnen Teilrdume
von Vi ® V; existieren, die invariant bzgl. DM (g) ® D@ (g) V g € G sind.

Beispiel 2.2.19 Kopplung zweier Spins (Ubung 8, Aufgabe 4.): Invariante
Unterrdume zu S = 1 und S = 0.

Die Reduktion der inneren Tensorproduktdarstellung in irreduzible Kom-
ponenten heifit Clebsch-Gordan-Zerlegung:

D/ — @uD(IJ‘) ,

wobei D) irreduzible Darstellungen von G sind.

2.3 Lemmata von Schur, Orthogonalititsre-
lationen und Kriterien fiir Irreduzibilitat
Fragestellung:
1. Wie erkennt man, ob eine Darstellung irreduzibel ist?

2. Wieviele nichtaquivalente, irreduzible Darstellungen einer (endlichen)
Gruppe G gibt es?

Zur Erinnerung: Eigenschaften linearer Operatoren (als Vorbereitung fiir
die Lemmata von Schur). Sei L : V' — W ein linearer Operator:

e Kern(L) = {z € V|Lz = 0}.

e Bild(L) ={y € W|3z € Vmity = Lz} = Wy.

1. L injektiv < Kern(L) = {0}.

2. L surjektiv < Bild(L) = W.

3. L invertierbar < Kern(L) = {0} A Bild(L) = W.
4. L invertierbar = dim(W) = dim(V).
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Lemma 2.3.1 (Schur) Seien Dy : Vi — V; und Dy : Vo — V5 zwei irreduzi-
ble Darstellungen von G auf K-VR V;. Sei L : V; — V5 ein linearer Operator
mit

LD\(g) = Da(g)LV g€ G. (%)
Dann gilt: Entweder L = 0 oder L invertierbar mit
Dy(g9) = LDy(g9) L' V g € G, d. h. D; und D, sind dquivalent.

Insbesondere: Fiir dim(V;) # dim(V3) muss L = 0 gelten. Vorsicht: Es gilt
nicht, dass aus dim(V;) = dim(V,) automatisch ein invertierbares L folgt.

Beweis:
1. L =0 : Triviale Losung.
2. Sei L # 0.
(a) Sei xz € Kern(L), d. h. Lz = 0, und g € G beliebig:

(%

0= Dy(g9)Lx = L(D;(g)x) = D1(g9)x € Kern(L).

~

= Kern(L) ist invarianter Unterraum von D;.
D, irreduzibel. = Kern(L) = {0} oder 1].

L #0. = Kern(L) = {0}, denn wére Kern(L) = Vj, wiirden alle
Elemente auf 0 abgebildet und L wire der Nulloperator.

= L injektiv.
(b) Sei0#y € Bild(L). = 30# x € V; mit y = Lz :

Dy(9)y = Da(g)La 2 LD, (g)x € Bild(L).

= Bild(L) ist invariant bzgl. Ds.
D, irreduzibel. = Bild(L) = {0} oder Va.
Bild(L) # {0}, da L injektiv. = Bild(L) = V5.
= L surjektiv.
(¢) Kombiniere (a) und (b). = L invertierbar.
Wenn ein linearer Operator mit allen Operatoren einer irreduziblen Dar-

stellung kommutiert, muss es sich dabei um ein Vielfaches der Identitét
handeln. Dies ist der Inhalt des folgenden Lemmas.

Lemma 2.3.2 (Schur) Es sei D : V' — V eine irreduzible Darstellung von
G auf einem endlichdimensionalen C-Vektorraum V und L : V — V ein
linearer Operator mit

[L,D(g)] =0V geG. (%)

Dann gilt: L ist Vielfaches der Identitéat I auf V.
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Beweis:
1. L =0 trivial.

2. Sei L # 0. Wir stellen L durch eine (n,n)-Matrix A dar. Die Suche
nach deren Eigenvektoren fiihrt iiber

det(A — Al,x,) =0
auf das charakteristische Polynom der Matrix A vom Grad n:
Pi(A) =a, A"+ ...+ oy, «;€C.

Die Forderung P4(\) = 0 ist eine algebraische Gleichung vom Grad n,
die laut Fundamentalsatz der Algebra in C genau n Wurzeln hat (Viel-
fachheit der Wurzel mitgezéhlt). Deshalb hat jeder lineare Operator
auf einem endlichdimensionalen C-VR mindestens einen Eigenvektor
Lz = Ax mit  # 0 und A # 0 (denn wéren alle \; = 0, wire A die

Nullmatrix):

M(D(g)x) = D(g)(\x) = D(g) Lz 2 L(D(g)).

= D(g)x ist Eigenvektor von L mit Eigenwert A.

= {z|Lz = Az} invariant bzgl. D.

D irreduzibel. = {0} vV V. {0} ausgeschlossen, da 0 kein Eigenvektor.
= Vile=XVaxecV=L=M\.

Satz 2.3.3 Fundamentale Orthogonalititsrelation fiir Matrizen ir-
reduzibler Darstellungen. Es seien D™ und D nichtiquivalente, irre-
duzible, unitéare Darstellungen einer endlichen Gruppe der Ordnung |G| auf
endlichdimensionalen Vektorrdumen V,, und V,, mit Dimensionen n,, und n,
[sieche Satz 2.2.9, auBlerdem: DT(g) = D7!(g) = D(g™!)]. Dann gilt folgende
Orthogonalitéatsrelation:

|G

My,

> DW(g) D" (g) = L2 Gijb. (2:2)
g W—/

D (g™

5]

* Bewels:

1. Schritt: Sei A :V,, =V, eine (zunéchst) beliebige lineare Abbildung und
B :V, =V, eine weitere lineare Abbildung definiert durch

B:=Y DY (g)AD"(g7").

g
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Sei h € G beliebig aber fest:

ZD(”) DY (g)ADW (g7") => " D) (hg) ADW(g7").
g
Setze hg = ¢’ = g = h™'¢’ = ¢g~' = ¢""'h und beachte fiir eine endliche
Summe Zg...zzgl...'
=> DY(g)ADW (g h) = ZD ¢ )VADW (g1 DW (h) = BDW(h),

J

B
d. h.
D®(h)B = BDW(h)V h € G.
Wende die Lemmata von Schur an:
1.V, #V, =B =0,
2.V, =V, = B =\l

oder zusammengefasst:

Z DW(g)ADW (g~1) = AW,

2. Schritt: Wahle A so, dass alle Eintrige gleich Null sind, aufler A,, = 1,
d. h. A;,, = 0;,0,,s und bezeichne )\j(f) = )\gfé . Betrachte den ij-Eintrag:

Z Dl(lu) (g Alm m‘ Z Dzr s 1) = )‘19;)(5“1/61]
7 5lr5ms

3. Schritt: Bestimmung von A% Setze p = v, multipliziere mit d¢;; und
summiere iiber doppelt auftretende Indizes:

ST (D (gD (), = m AW,
! [sr : 51”5
Glo,

wobei §;;0,; = n,. = AW — |G'|0,5/n, und damit die Behauptung.

Definition 2.3.4 Fiir eine endlichdimensionale Darstellung D : G — GL(n, ©)
der Gruppe G bezeichnet man die durch

x(g9) :==Tr(D(g)), g€G,

definierte Spurfunktion x : G — C als Charakter von D.
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2.3.5 Aquivalente Darstellungen besitzen dieselben Charaktere.
Begriindung: Siehe Ubung 9, Aufgabe 2

Satz 2.3.6 Voraussetzungen wie in 2.3.3. Fiir Charaktere gilt
Ao ) =

Beweis: Starte mit Gl. (2.2),
14 — G v
5" D)D) (g™ = A,
m

multipliziere mit 9;,9,;, summiere iiber doppelt auftretende Indizes und be-
nutze auf der rechten Seite 0;;0;,050,s = 0i; = ny:

> "D (DY (g7 = XM (9) X" (g7 = |Glo.
——

g g (l/) %
X" (9)

Notation 2.3.7 ¢ und y Charaktere:
1 _ 1 _
<eX>= 1 > eloxlg™) = @l > elg T x(g) =<x, 0>
g g9

Folgerung 2.3.8 Charaktere nichtdquivalenter, irreduzibler Darstellungen
sind orthonormal:
< X(H)a X(V) >— oMY .

Satz 2.3.9 Voraussetzungen wie in 2.3.3. Seien K, ..., K} die Konjugati-
onsklassen von G mit jeweils k; Elementen. Dann gilt

EpA Z i

Beweis:
e Konjugation zerlegt G in disjunkte Aquivalenzklassen K; (siche 1.3.12).

e Seien a,b € K; mit a = gbg™!

XW@) = x¥(gbg™) = Tr(DW(gbg™))
)D(“()D "(g™)

D" (g)DW (b))
e)D(“)(b)) Te(1D") (b))
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Folgerung 2.3.10 Fiir die Anzahl r der nichtédquivalenten irreduziblen Dar-
stellungen einer endlichen Gruppe gilt r < k, wobei k die Anzahl der Kon-
jugationsklassen ist.

Begriindung: Fiir ein gegebenes p bilden die Zahlen XZ(»“ )\/k:_i Komponenten
eines Vektors (ungleich Null, da x¥(e) = n,) in einem k-dimensionalen
Raum. Diese Vektoren sind laut Satz 2.3.9 orthogonal. = Anzahl r ortho-
gonaler Vektoren < Dimension k.

Satz 2.3.11 Es gilt sogar das Gleichheitszeichen: r = k.
Ohne Beweis: Siehe M. Hamermesh, Group theory, Kapitel 3-17.

Beispiel 2.3.12 Gruppe Ds. |G| = 6. Konjugationsklassen (siche 1.3.14):
(), (¢) = {c,?}, (b) = {b,bc,bc*}. D. h. r = 3.

Satz 2.3.13 Sei D eine reduzible Darstellung einer endlichen Gruppe G
der Ordnung |G|. Dann gilt fiir die Zerlegung in irreduzible Darstellungen:

: 1 Do
D= @l’lea,,D(”) mit a, = _|G| E X(g)X( )(g . (2.3)
g

a, € Ny bezeichnet, wie hiufig D) in der Zerlegung vorkommt.

Beweis: Wende 2.2.10 an: Jede reduzible Darstellung einer endlichen Gruppe
ist vollstdndig reduzibel. Bestimmung der nichtnegativen Koeffizienten a,:
Bilde fiir festes g die Spur in Gl. (2.3):

xX(g) =>_ax"(g).

14

Multipliziere mit x*)(g~!) und summiere iiber g:

S xP g x@) =D a > xP(gx"(9) =I|Gla,. = Behauptung.
g v g

|G| Weg;;l Satz 2.3.6
Graphische Illustration:
DW(g)

D(g)

D(g): (m, m)-Matrix, S invertierbare (m,m)-Matrix, >2*_ a,n, = m.
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Satz 2.3.14 Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G|. Die durch
|G|
99i = ZDji(9)9j7 i=1...,]G|
j=1

definierten (|G|, |G|)-Matrizen D(g) bilden die so genannte reguléire Dar-
stellung von G.
Beweis:

e Wir zeigen zunichst, dass D(g) eine invertierbare, reelle (|G|, |G|)-
Matrix ist.
— Das Produkt gg; bestimmt die Eintrége in der ¢-ten Spalte. Da

99; = gi

mit einem eindeutigen g;, hat die i-te Spalte in der [-ten Zeile
eine 1 und sonst nur Nullen.

— Fiir festes g kann g; nur fiir genau ein g; als Kompositum auftre-
ten. Deshalb folgt auch, dass jede Spalte genau eine 1 und sonst
nur Nullen hat.

— Insbesondere folgt dann mit dem Entwicklungssatz von Laplace,
dass det(D(g)) = +1.

e Es gilt immer

e Wir {iberpriifen die Homomorphismuseigenschaft. Wir betrachten zunachst
|G|
(99)9: =Y Djilgd)gs, i=1,...,|G],
j=1

und vergleichen mit

9(d'9) = 9 Dulg)o
k=1

|G| |G|
= 5" Duly) Z Dii(9)g;

Gl |G|

— Z Z Dix(9)Dri(9') g;

j=1 k=1
1G]

= > (D(9)D(9))1195>

j=1
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d. h. D(gg") = D(9)D(¢').
Beispiel 2.3.15 C3 = {e, ¢, ?}.

1 0 0
D(e) = 010 |,
0 01
c.e =_c, = Dylc)=1,
g1 92
c ¢ = ¢ = Dss(c) =1,
92 g3
c. = e = Dy(c)=1,
g3 g1
d. h.
001
D(c) = 1 00
010
und analog
010
D) = |00 1
1 00

Weitere Beispiele, sieche Ubung 9, Aufgabe 5.

Satz 2.3.16 Voraussetzungen wie in 2.3.3. Es gilt
> nl=1G|. (2.4)

Beweis: Wir betrachten die reguldre Darstellung und zerlegen sie laut Satz
2.3.13 in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen:

, 1 _
D =®,a,D") mit a, = @ Zx(g)x(”)(g .
g

Die Dimensionalitét der reguldren Darstellung ist |G|. Fiir die Charaktere

gilt
G| fir =e,
x(g) = { lo | g

sonst.

(Beachte: Ist D;;(g) = 1 fiir ein festes i, dann gilt g = e und damit D;;(g) =
Dii(e) = 1 fiir alle i, denn

(€]
99 = > _ Dji(9)g; = Di(9)gi = 9: = g = e.)
=1
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Bestimmung von a,:

1
, = — G0, X" (g — |G =n,.
x(9) T

Betrachte nun speziell
=IG=2 0, 2y, =Dl
)

Satz 2.3.17 Frobenius-Kriterium fiir Irreduzibilitit. Eine endlichdi-
mensionale Darstellung einer endlichen Gruppe G der Ordnung |G| mit
Charakter y ist irreduzibel genau dann, wenn

ZX = |G|.
Beweis: ,,=“: Wende 2.3.6

ZX (9) = |GJo™”

fiir p = v an.
(198
NS

D =@,a,D% = x(9) = > a,x*(9).
I

= 161 = 2 X(9x(9) = 2 D awanx™ (gx(9)
= Y aua S X9 (g) =161 Y a2,

|G, Wzgen 2.3.6

Da a, € Ny, gilt a, = 1 fiir genau ein p und 0 sonst. = D irreduzibel.

Satz 2.3.18 Vorraussetzungen wie in 2.3.3. Fiir Charaktere gilt auch die
Orthogonalitétsrelation

ki X ) (e
@ZXZ' X5 = 0,
pn=1

wobei r die Anzahl der nichtiquivalenten, irreduziblen, unitaren Darstellun-
gen bezeichnet und k; die Anzahl der Elemente in der Konjugationsklasse
K;.

Ohne Beweis: Siehe M. Hamermesh, Group theory, Kapitel 3-17.
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2.4 Konstruktion einer Charaktertabelle

Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G|. Leitfdden zur Konstruktion
der Charaktere irreduzibler Darstellungen:

1. # irred. Darst. » = # Konjugationsklassen k (Satz 2.3.11).

2. 35, n2, = |G| (Satz 2.3.16).
3. & i M\ = o (Satz 2.3.9).

4 dn S I = 6y (Satz 2.3.18).

5. Verwende auflerdem jede weitere ,niitzliche“ Information.

Beispiel 2.4.1 Dj (siehe 2. von 1.3.14). |G| = 6. k = 3: K} = {e}, Ky =
{c,?}, K3 = {b,bc,bc*}.

1. r=3.

2. n3+ni+n3=6.
Es existiert immer die triviale Darstellung: DM (g) = 1 mit n; = 1.
=n3+ni=5=1%+22

Benutze x*(e) = n,,.

K, ={e} Ky={c,?} Ks={b,bc,bc*}
k; 1 2 3
M 1 1 1
@ 1
& 2

Spezialfall: Fiir eine eindimensionale Darstellung gilt x(g) = D(g) und
deshalb auch

(a) x(9192) = x(91)x(g2),
(b) x(g) # 0.

Damit gilt

(P (0)? = xP %) = xP(e) =1 = 1 = £1.

(Die zweite Relation kann man auch weglassen und gleich die Ortho-
gonalitéit benutzen.)
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3. Orthogonalitét von x® zu yM: 0=2(1-1-1+2-1-1+3-1-(%1))
= X:(f) = —1.
| Ky Ky Kj
YOl 1 1 1
Y2 1 1 —1
Y& 2 a §f
Benutze zur Bestimmung von « und g die Orthogonalitéit in den Zei-
len:

p=1lv=3 : O—%(1~1-2+2'1~a*+3~1-6*)
& 2420 + 38" =0.

p=2v=3 : O:é(1~1-2+2'1-a*+3~(—1)'ﬁ*)
& 2420 — 38 =0.

Addition liefert 4 + 4a* =0= a* = -1 = a.
Einsetzen in erste Gleichung liefert §* =0 = f3.

‘ Ky ={e} Ky={c, 2} Ks={b,bc,bc*}

@ 1 1 1
X
Y& 2 -1 0

Konkrete Realisierung der irreduziblen Darstellungen D® von Dj auf R-
Vektorrdumen (siehe Ubung 9, Aufgabe 6.):

[ C C
DM 1 1 1
D® 1 1 1
D® 10 _% _\/75 _% %g
0 1 V3 _1 _Vv3 1
2 2 2 2
be bc?
DM 1 1 1
D®) —1 —1 —1
@ 1 0 1 V3 _1 3
2 2
b (o —1) s 3 i
2 2 2 2

Anmerkung: Fiir C-Vektorrdume sind Charaktere im Allgemeinen komplex-
wertige Funktionen. Man kann zeigen, dass fiir die symmetrischen Gruppen
(und dazu isomorphe Gruppen wie D3 = S3) die Werte der Charaktere im-
mer aus 7 sind.

Weiteres Beispiel: Siehe Ubung 10, Aufgabe 1.
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2.5 Clebsch-Gordan-Zerlegung am Beispiel re-
duzibler Darstellungen der Gruppe D;

Beispiel 2.5.1 Als einfaches Beispiel betrachten wir die Zerlegung der re-
guldren Darstellung D von Ds. Hierbei benutzen wir

x(e) =6, x(c) = x(c?) = x(b) = x(be) = x(bc?) = 0.

Wir wenden nun Satz 2.3.13 an:

D =a, DY @ a;D® @ a3D®
mit

1 14 — 14
a == > X (g™) =1 (e),
g

d. h.

D =DM D D® D DB D DB

Test anhand der Dimensionen: 6 =1+ 1+ 2 4+ 2.

Weiteres Beispiel: Siehe Ubung 10, Aufgabe 2.

Wir diskutieren noch die Clebsch-Gordan-Zerlegung einer inneren Tensor-
produktdarstellung, da solche Darstellungen in der Theorie zusammenge-
setzter Systeme eine zentrale Rolle spielen.

Beispiel 2.5.2 Gegeben sei eine innere Tensorproduktdarstellung der end-
lichen Gruppe G mit

D!5¥)(g) = DI (g)D)(g).

ijsil ' 3
Der Charakter von D**¥) ergibt sich aus den Eintrigen (A =1,...,m-n)
X17(g) = DY (9) = D (9)D5) (9) = X" (9)x"(9).

d. h. der Charakter einer inneren Tensorproduktdarstellung ist gleich dem
Produkt der Charaktere.

Mlustration: ¢ = 1,2, j =1,2:

i=1,j=1: A=1,
i=1,j=2 : A=2
i=2j=1: A=3,
i=2j=2: A=4

72



DYg) = D (g)+ ...+ DY (g)
= 1’f§?<g>+ 1*;*15() é’féi (9) + D%35)(9)
= <>DZ> )

(9) + DI (9) D% (g
DY) (g)D (g >+D22 <g>D2<g>
= [Di‘f)(m DY (9)][DF(9) + DS (g)]
= DY (g)D%(g) = “)(g)x(” (9)-

Die Koeffizienten a, der Clebsch-Gordan-Zerlegung ergeben sich zusammen
mit Satz 2.3.13:
ay =< X0,y ) >

Beispiel 2.5.3 Sei G = D3. Wie lautet z. B. die Zerlegung der inneren
Tensorproduktdarstellung D® ® D®) in irreduzible Darstellungen von Dj?

D(3><3) _ D(3) ® D(3) — alD(l) P CLQD(Q) fan) CL3D(3)

Bestimmung der Koeffizienten a,. Benutze die Charaktertabelle aus Gl.
(2.5):
=111, x®=001-1), x¥=(2-10

und
xOx® = (4,1,0).

. 1
a1:<X(1)7X(3)X(5)> = 6(1.1.44_2.1.14_3.1.0):1’
1
az = 6(1~1-4+2-1-1+3-(—1)-O):1,
1
az = 6(1~2-4+2-(—1)-1+3~O-O):1,

so dass sich folgende Zerlegung ergibt:
DB DB = pW o D@ g DB,

Weitere Beispiele: Siehe Ubung 10, Aufgabe 3.

2.6 Beispiel fiir eine nichtlineare Realisierung

e H. Georgi, Weak Interactions and Modern Particle Theory, Benja-
min/Cummings, Menlo Park 1984, Kapitel 6.1 und 6.2

e S. Weinberg, Phys. Rev. 166, 1568 (1968)
e S. Coleman, J. Wess, B. Zumino, Phys. Rev. 177, 2239 (1969)
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Wir betrachten als abstrakte Gruppe das externe direkte Produkt G =
SU(N) x SU(N) = {(L,R)|L € SU(N),R € SU(N)} mit N = 2 oder
N = 3. Ferner sei im Folgenden M* der Minkowski-Raum.
Zunéchst definieren wir
Mo {®: M* = R?¢; : M* — R stetig} fiir N = 2,
DT @ Mt = R8¢y - M* — R stetig} fiir N = 3.

In der Praxis ben6tigen wir restriktivere Anforderungen an die ¢;, um Euler-
Lagrange-Bewegungsgleichungen aufstellen zu kénnen. M; bildet einen R-
Vektorraum.

Desweiteren bezeichnen wir mit H(N) die Menge aller hermiteschen, spur-
losen (N, N)-Matrizen:

H(N):={Ae gl(N,C) |AT=AATr(A) =0}
——
(N, N)-Matrizen mit Werten in C

Mit der Matrizenaddition ist H(N) ein R-Vektorraum.

Wir definieren M, := {¢ : M* — H(N)|¢ stetig} (Stetigkeit der Ein-
triige). Analog zu 1.4.2 identifizieren wir fiir N = 2 und N = 3 mit jeder
Funktion aus M; eine Funktion aus Mo,

3 .
o) = Yo = T 2 )= (ae T ).
Pauli-Matrizen: 7; = 7;, Tr(r;) = 0,
Gia) = FTno@)], i=123,
7r0+\/%n Vort V2Kt

8
dx) = Y Aata(r)=: | V2r~ w4 V2K |,
a=l \/ﬁK_ \/5[_(0 —\%n

Gell-Mann-Matrizen: A\, = Al, Tr()\,) = 0,

ba(z) = %Tr[)\aqﬁ(x)], G—1,-- .8

Ebenso wie M, bildet M, mittels Matrizenaddition einen R-Vektorraum.
Schliefllich sei

M, = {U . M* — SU(N)|U(z) = exp <z¢g)> b€ Mz} .

M3 ist kein linearer Raum (IR~ oder C-VR), da die Summe aus zwei SU(V)-
Matrizen keine SU(V)-Matrix ist.

Elemente von SU(3)
U ITREEE) 8) Xp 7 a s a .
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Gell-Mann-Matrizen:

010 0 — 0 1 00
M= 100, X=(¢ 0O0], =0 -101],
0 00 0 00 0 00
0 01 0 0 —2 000
M= 00O0], =00 0], =|001]1,
1 00 t 0 0 010
00 O 1 10 0
M= 00 — |, A= 3 01 0
0 ¢ 0 0 =2
Eigenschaften:
Aa ou
Za _ 0.---.0
2 = 58,00
A = A,
Tl"()\a)\b> = 25ab;
Tr(A\,) = 0.
Vertauschungsrelationen:
)\a )\b o >\c
[77 E:| - Zfabc?-

Nichtverschwindende, vollstandig antisymmetrische
SU(3)-Strukturkonstanten:

abc | 123 | 147 | 156 | 246 | 257 | 345 | 367 | 458 | 678
fabc 1 : -1 % % % _% %\/g %\/g

2 2

Antivertauschungsrelationen:
4
{)\aa )\b} - g(sab]]- + 2dabc)\c-

Nichtverschwindende, vollsténdig symmetrische d-Symbole der SU(3):

abc | 118 | 146 | 157 228 247 256 338 | 344
d L 1 1 L _I I 1 L
abec | 173 2 2 /3 2 2 /3 2
abc | 355 | 366 | 377 448 558 668 778 | 888

1 1 1 1 1 1 1 1
dave | 5| =5 | =3 | "3 | "33 | "3 | 55 | ~%5

Beispiel 2.6.1 (Nichtlineare) Realisierung von SU(N) x SU(N) auf
Mj. Folgender Homomorphismus bildet eine Operation der Gruppe G auf
Mj (siehe 1.3.1 und Ubung 3, Aufgabe 2.):

©:Gx Ms— My mit ¢[(L,R),U](z) := RU(z)L'.

Denn:
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1. RUL" € M3, da U € M3 und R, LT € SU(N).
2. o[(Inxn, Inen), Ul(x) = InunU(x) Iy = U(x).
3. Sei g; = (Li, ;) € G. = g1g2 = (L1 Lo, R Ry) € G

ol elg2. Ull(x) = @lgr, (RRULY)|(x) = RiRyU () LILE,
©lg192.Ul(x) = RiReU(x)(L1Ls)' = RiRU(x)LILY.

In der Physik schreibt man haufig auch einfach
Uw— U =RUL

Man spricht von einer nichtlinearen Realisierung, da M3 kein Vektorraum
ist.

Wenn wir mit ¢(z) = 0, d. h. Uy = 1yxn, den Grundzustand (nach
einer spontanen Symmetriebrechung) identifizieren, dann bleibt dieser nur
invariant bzgl. Transformationen ¢[g = (V, V), Up] mit V' € SU(N).

Beispiel 2.6.2 Darstellung von SU(N). Wenn wir

¢ ¢

U=1 — —
NxN+ZFO 2F2+

entwickeln, sehen wir, dass die Realisierung eingeschréankt auf die Unter-
gruppe H = {(V, V)|V € SU(N)} = SU(N)

o ¢ o ¢ ;
1 — — 1 - —
NxN—i—ZFO 2F2—|— = V( NXN+ZFO 2F2—|— IV
_ N iV¢VT _ VoeViVeVT
- NXxN FO 2F02

auf My > ¢ +— VoV € M, fiihrt, denn
VoV =VeVT, Tr(VeVT) = Tr(¢) = 0.

Nun gehen wir analog zu 1.4.2 vor und untersuchen die Wirkung auf die
Komponenten von ® € M;:

1 1 1
0i = 5Ti(n0) = ¢ = STi(nVeVh) = STi(nVr Ve, = Diy(V)e,

und vollkommen analog fiir SU(3) (Ersetzung 7; — A,). Die Einschrénkung
der nichtlinearen Realisierung von G = SU(N)xSU(N) auf die Untergruppe
H = SU(N) induziert eine nichttreue, orthogonale Darstellung von SU(V)
auf M;:

D:H—0(3) [0(8)],
h=(V,V) D(V) mit D(V): M, — My, ¢+ ¢ =Di;(V)p;.

76



Die Homomorphismuseigenschaft zeigt man wieder am einfachsten iiber den
Zusammenhang zwischen H(N) und RV =1 (vgl. 1.4.2.5.). Denn sei h; =

6 = VigV = Va(VigV)Vy = 1aVieVV] = (1aVh)e(1aV)'.
Wir zeigen, dass D(V') eine orthogonale Matrix ist.

1 1 t— -1
Dy;(V) = 5Tr(rz-vijT):§T1r(erTnv):Dﬁ(vf)v =V D;(V™h

& D(V) =D (v1)
- DT(V) = D(V) D Daritellung D1(V).

D ist nichttreu, daallen V € Z = {z, = exp (&) Iyxn|n =0,1,...,N — 1}
(Zentrum von SU(N), siehe 1.3.35) die Identitét zugeordnet wird.

Beispiel 2.6.3 Nichtlineare Realisierung der chiralen Symmetrie (SU(3) x
SU(3)). Gesucht sei die Lagrange-Dichte zur Beschreibung der Dynamik
acht pseudoskalarer (Goldstone-) Bosonen. Als dynamische Felder benutzen

v) = e (%),

Fy
o WOJF\%?? \/§7T+ V2K*
$x) = > Madulz)=| V2r -+ Fn V2K° |. (26)
a=1 V2K~ V2K° —\%77

Die allgemeinste, chiral invariante Lagrange-Dichte mit der minimalen An-
zahl an Ableitungen lautet

2

EF
L= ZOTI (0,U0"UT) . (2.7)
1. List invariant (Gruppeninvariante, siehe 1.3.4) bzgl. U(z) — RU(x)L",
wobei (L, R) € SU(3) x SU(3). Denn:

L FZOzTr{GM[RU(x)L*]ﬁ"[RU(x)LT}T }

= Bon o, [rU @) L L0 (@) 1))

_ FZgTr {R[&)#U(x)] Q/_L/[@“U(a:)]RT} ~ L.

1

2. Die multiplikative Konstante Fj /4 bewirkt, dass der kinetische Anteil
die Standardform

8
1
5 Z a,uqsaaﬂqba
a=1
hat (Siehe Ubung 10, Aufgabe 4.). Beachte Tr(Ag\y) = 20,
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3. Physikalische Bedeutung von Fy: Fy &~ 93 MeV ist der Grenzwert der
Pionzerfallskonstante fiir verschwindende Quarkmassen m,, my und
M.
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Kapitel 3

Kontinuierliche Gruppen:
Lie-Gruppen und Lie-Algebren

3.1 Lie-Gruppen

Vorbemerkung 3.1.1 Betrachte eine endliche Gruppe G = {g1,...,9.}
Bezeichne die Elemente durch

g(a) = ga,

wobei der Parameter a die Werte 1,2,...,n annehmen kann. Es sei nun
M = {1,...,n}. Die Struktur der Gruppe wird durch die Angabe aller
Produkte vollstdndig beschrieben (z. B. Gruppentafel):

9(a)g(b) = g(c), a,b,cc M,

d. h. die Gruppentafel definiert eine Funktion ¢ : M x M — M:
c = ¢(a;b).

Wir betrachten nun den Ubergang von diskreten Parametern a = 1,...,n
zu einem Satz kontinuierlicher Parameter.

Definition 3.1.2 Eine Gruppe G heifit kontinuierliche Gruppe in r
Parametern, wenn ihre Elemente von r reellen kontinuierlichen Variablen
abhéngen und nicht mehr als r solcher Parameter zur Beschreibung notwen-
dig sind.

Man spricht auch von r wesentlichen Parametern (siehe Diskussion in
Hamermesh, Kapitel 8-3). Bisweilen bezeichnet man r als Dimension der
kontinuierlichen Gruppe G = {g(a)la = (ay,...,a,)}. Die Gruppenmulti-
plikation wird folgendermaflen beschrieben:

g(c) = g(a)g(b), ¢ = ¢(a;b),

wobei
diar,...,am; by, ... b)), i=1,...,m
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reelle Funktionen von reellen Parametern sind. Die Gruppenmultiplikation
ordnet einem (geordneten) Paar zweier Punkte der so genannten Gruppen-
mannigfaltigkeit einen Punkt der Gruppenmannigfaltigkeit zu. Wahle a so,
dass a = 0 der Identitat entspricht.

Fiir die folgenden Uberlegungen ist der Abstandsbegriff von zentraler
Bedeutung.

Definition 3.1.3 Eine nichtleere Menge M heifit genau dann ein metri-
scher Raum, wenn zwei beliebigen Punkten w,v € M eine reelle Zahl
d(u,v) > 0 zugeordnet ist, so dass fiir alle u, v, w € M gilt:

1. d(u,v) = 0 genau dann, wenn u = v;
2. d(u,v) = d(v,u) (Symmetrie);
3. d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) (Dreiecksungleichung).

d(u,v) heifit der Abstand zwischen den beiden Punkten w und v, das Paar
(M, d) wird metrischer Raum genannt.

Fir uns relevant:

1. Jede Teilmenge eines metrischen Raums wird bzgl. d(-,-) auch zu ei-
nem metrischen Raum.

2. Normierte Raume, Hilbert- und Banach-Raume sind metrische Rdume:
d(z,y) == ||z —yl|.

Satz 3.1.4 zur Charakterisierung wichtiger topologischer Begriffe
durch Konvergenz (ohne Beweis). Es sei N eine Teilmenge eines metri-
schen Raumes M. Dann gilt:

1. u, — u fir n — oo genau dann, wenn d(u,,u) — 0 fir n — co.
2. Das Grenzelement einer konvergenten Folge ist eindeutig.

3. N ist genau dann abgeschlossen, wenn aus u, — u fiir n — oo und
u, € N fir alle n stets auch v € N folgt.

4. N ist genau dann relativ kompakt, wenn jede Folge in NV eine konver-
gente Teilfolge enthilt.

5. N ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in N eine konvergente
Teilfolge enthélt, deren Grenzelement zu N gehort.

Die fiir uns relevante Ersetzung lautet:
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1. Metrischer Raum M — M,,(KK) (Menge aller (n,n)-Matrizen iiber K)
>~ [K"*; Abstand:

1
d(A,B) = ||[A— BJ|| = (Z |ai; — szP) :

ij=1
2. Teilmenge N — GL(n, K) (Menge aller invertierbarer (n,n)-Matrizen
iiber K).

Definition 3.1.5 1. Die Gruppe G sei Teilmenge eines metrischen

Raumes (M, d). Sind die Gruppenoperationen G x G > (a,b) — ab €
G und G 2 a — a ! € G stetig bzgl. der Metrik d, so heifit G eine
topologische Gruppe.

2. G heifit kompakt, wenn G als Teilmenge von M kompakt ist.
Beispiele: O(n), U(n).

3. G heifit lokal kompakt, wenn e € G eine relativ kompakte Umgebung
hat.

Beispiel: Lorentz-Gruppe.

Aber: Die Lorentz-Gruppe ist nicht kompakt, da der Abstand zwischen
einer speziellen Transformation und der Identitéit beliebig grofl werden
kann.

Definition 3.1.6 Lie-Gruppe. Sind die Funktionen ¢; einer kontinuierli-
chen Gruppe in r Parametern analytisch, d. h. jedes ¢; ldsst sich fiir jedes
a,b in eine konvergente Potenzreihe entwickeln, spricht man von einer 7-
Parameter-Lie-Gruppe.

Im Folgenden betrachten wir nur noch Lie-Gruppen.
Beispiele 3.1.7 1. Translation des R". n-Parameter-Lie-Gruppe:
Th): ' =x+0b
mit b, e R,i=1,...,n.
¢ = ¢ila;b) =a; +b;, i=1,...,n.

2. GL(n, C): Allgemeine lineare Gruppe komplexer, reguldrer (n, n)-Ma-
trizen. Dimension: 2n?.

3. U(n): Untergruppe der unitdaren Matrizen von GL(n,C). U € U(n) :
UU = 1,n, d. h:

Spalten orthogonal fiir i # j : Z UiUi =0, (a)
k=1

Spalten normiert fir ¢ =1,...,n: Z UpUi =1. (D)
k=1
Anzahl der Bedingungen:
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(8) (n=1)+(n—2)+...+1= "1

(b) n reellwertige Bedingungen.

= n(n—1)+n = n? Bedingungen. = 2n? —n? = n? reelle Parameter.
U(1): 1, U(2): 4, U(3): 9, usw.

4. O(n,R) =: O(n): Untergruppe der orthogonalen Matrizen von
GL(n,R). R € O(n) : RTR = 1,xn. n(n — 1)/2 reelle Parameter
(sieche Ubung 11, Aufgabe 1.). O(2): 1, O(3): 3, O(4): 6, usw.

Fiir Lie-Gruppen eignet sich ,Ndhe* im Parameterraum (Gruppenmannig-
faltigkeit) als Kriterium fiir ,Ndhe*“ der Gruppenelemente.

Illustration 3.1.8 Wir betrachten die Gruppe
SO(2) := {A € GL(2,R)|ATA = 1gyp A det(A) = 1}.

Als Skalarprodukt zweier (reeller) Matrizen definieren wir

<A,B> = Z AZJB”

Dieses induziert die (kanonische) Norm
1Al = v (4, 4)

und schlieilich den Abstand zweier Matrizen

d(A, B) := ||[A = B|| =

Wir parametrisieren zwei Elemente A und B aus SO(2) durch ihre Dreh-
winkel o und

B cos(a) —sin(«)
4 = ( sin(a)  cos(a) ) » Osa<om
B cos(f) —sin(f)
b= ( sin(f)  cos(f) ) 0= dse
und betrachten den Abstand
d(A,B) = {[Cos( ) — cos(3)]* + [~ sin(a) + sin(B3)]?

)
—|—[s1n( ) — sin(B)]? + [cos(a) — cos(B)]2} 2
= {2[cos®(a) + cos?(B) + sin®*(a) + sin*(f)
—2cos(a) cos(f) — 2sin(a) sin(S )]}2
= 2¢/1—cos(a — f).

Wie erwartet, geht fiir ein fest vorgebenes o der Abstand zwischen A und
B gegen Null, wenn o« — (.
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Definition 3.1.9 Es sei [ ein Intervall. Eine stetige Abbildung R D I :
t — g(t) € G heiit Kurve oder Pfad in G.

3.1.10 Damit ist
{g(a(t))|t € I C R Aa(t)stetig}
ein Pfad.

Definition 3.1.11 1. Zwei Elemente g1, go € G heiflen zusammenhéngend,
wenn sie durch einen Pfad verbunden werden kénnen.

2. G heifit zusammenhéngend, wenn jedes g € G mit e durch eine stetige
Kurve in GG verbunden werden kann.

Beispiel 3.1.12 O(3) ist nicht zusammenhéngend.

Beweis durch Widerspruch: Seien g,h € O(3) zusammenhingend mit
det(g) = 1 und det(h) = —1. = I stetiges s : [0, 1] — O(3) mit s(0) = g und
s(1) = h. = det[s(t)] stetig. = konstant, d. h. det(g)= det(h). Widerspruch
zur Annahme.

Satz 3.1.13 Zusammenhangskomponente des Einselementes einer
Lie-Gruppe G. Sei U = {g(a) € G||a;| < €,¢ > 0}, so dass fir g € U =
g~' € U. (Beachte: U keine Gruppe). Wir definieren die Komplexprodukte
(siehe 1.3.22)

Ut:=U, U*=UU, U?=UUU, ....

Behauptung: Gy = U UU? U U3 U ... ist eine Gruppe und wird als Zusam-
menhangskomponente des Einselementes bezeichnet.

Nlustration: Gy = U(1) = {e}. U = {e"||a| < €}.
Beweis:
e (5 ist eine Gruppe:
— Abgeschlossenheit: s, € U*, 5, € Ul = sp,5; € UM,
— Assoziativitédt aus G.

— Finselement: e € U.
— Inverses Element: g € Gy = g = ¢1g2... g, € U" fiir ein k mit
gi€U. :>g*1:gk_1...gl_1,g,~EU:>gZ-_1 cU=g'eUr
— Ohne Beweis: GGy héngt nicht von der Wahl von U ab.
e (5 ist zusammenhéngend:

Seien g1,92 € Go. Z. z.: g1 und g zusammenhéngend. Es geniigt zu
zeigen, dass ¢g; und e zusammenhéngend sind. Sei g(a) € U = ¢(ta) €
U fir 0 <t < 1. Fiir jedes g € G gilt:

g=yg(a)gb)g(c)...
mit g(a), g(b),... € U. Pfad s(t) = g(ta)g(tb) ... verbindet e mit g.
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Abbildung 3.1: Parameterraum zur Beschreibung von SO(3).

Beispiel 3.1.14 G, = SO(3). Jedes g € G lasst sich als Rotation um 7
mit Drehwinkel 6 interpretieren. Betrachte Kugel mit Radius 7. Auf der
Kugeloberfliche diametral gegeniiberliegende Punkte représentieren diesel-

be Drehung: R(n,n) = R(—n, ). U = {P|OP < €}.

Beispiele 3.1.15 e Die Translationsgruppe des R” ist nicht kompakt
aber einfach zusammenhéngend.

e O(3) ist kompakt, aber nicht zusammenhéngend: O(3) = SO(3) U
PSO(3). P Paritat.

e U(n): kompakt und zusammenhéngend.

e SU(n): kompakt und einfach zusammenhéngend.

Begriff: Eine Teilmenge M eines topologischen Raumes heiffit genau dann
einfach zusammenhingend, wenn M zusammenhéngend ist und sich
jede geschlossene stetige Kurve in M auf einen Punkt zusammenziehen lasst.

Gegenbeispiel: €, ¢ € [0, 27, entspricht dem Rand S* des Einheitskrei-
ses und lasst sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen.

3.2 Invariante Integration

Vorbemerkung 3.2.1 Sei G = {gi,...,9,} eine endliche Gruppe. Fiir

M C G gilt
g =Y f(htg) =Y flgh™).

geM geEhM geMh
Jedes g € G geht mit gleichem Gewicht ein. Fiir G = M gilt:

Do) = D fle) =3 [(h7g) =3 f(h7'g)

geG geG

= D ™) =>_flgh™). (3.1)

geG
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Die Eigenschaft (3.1) wurde im Beweis des Satzes 2.3.3 iiber die fundamen-
tale Orthogonalitétsrelation fiir Matrizen irreduzibler Darstellungen ver-
wendet.

e Gesucht: Verallgemeinerung fiir Lie-Gruppen.

Verkniipfe mit Umgebungen der Elemente g und hg ein linksinvariantes
Maf} mit der definierenden Eigenschaft

dur(g) = dur(hg), (3.2)

so dass gilt:

/M di(9)f(g) = / dunlh) 07'g) / dn(a) f(h'g).

hM

Fiir M = G entspricht

/G di(9)f(g) = /G dyi(9)f(h ')

gerade

> flg)=>_f(h'g).

geG geqG

(Analog fiir ein rechtsinvariantes Maf.)
e Konstruktion
Sei g = g(a), M eine Umgebung von g mit dur(g) = pr(a)d’a, h = g(b)
und g(c) = g(b)g(a) mit ¢ = ¢(b; a). Wir fordern
r (32) r
pr(a)d’a =dur(g) = dur(hg) = pr(c)d’c.
e Bestimmung der Dichtefunktion pp,

Sei M eine Umgebung des Einselements mit Volumen da . ..da,. Links-
translation von M durch g(b) liefert eine Umgebung M’ = ¢(b)M. Wegen

g(b) = g(6(b;0)) gilt

O¢1(bia) . Od1(bja)
day oar
dby ...db, = det : : day ...da,.
O¢pr(bsa) . O¢pr(bya)
N day oar a:Q
To(b)

pr(0) kann beliebig festgelegt werden. Setze

)0 & P 2a U S o
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Anmerkungen 3.2.2 e Konsistenz der Definition: Ubergang vom Vo-
lumenelement in der Nédhe von beliebigem a zu beliebigem ¢ mittels

b:c=¢(b;a):
My(e) = 9(0)My(a) = g(b)g(a)g™" (a) My@) = g(c)g~ " (a) My(a).
1. Inverse Transformation zu a: @ — 0.
2. 0—>c.

3. Definition fiir jeden einzelnen Schritt giiltig und damit auch fiir
das Hintereinanderausfiihren (sieche Abbildung 3.2).

=¢(0) &®

Abbildung 3.2: Linkstranslation einer Umgebung M4 von g(a) nach einer
Umgebung M¢ von g(c) (1) in einem Schritt durch g(b) und (2) in zwei
Schritten g~!(a) zu einer Umgebung M; der Identitit und anschlieBend
durch g(c) nach M.

e Eindeutigkeit bis auf multiplikative Konstante.

e Konstruktion fiir rechtsinvariantes Mafl analog: Sei M eine Umgebung
des Einselementes mit Volumen da; ... da,. Rechtstranslation durch
g(b) liefert M" = Mg(b), wobei g(b) = g(¢(0;b)).

dou(ab) . Odu(aib)
daq Oar
dby . .. db, = det : : day . . . da,
O¢r(aib)  Odr(ash)
. day dar a=0
Jr(®)

86



Setze pr(b) = (( ;

J
Jo diryr(9) f(g) heiflt links- /rechtsinvariantes Haar-Integral.

Im. Allg. sind links- und rechtsinvariante Haar-Integrale verschieden.

Ohne Beweis:

1. Lie-Gruppe G kompakt < V = [, du(g) existiert.
2. V. Volumen der Gruppe“.

3. Fiir kompakte Lie-Gruppen stimmen links- und rechtsinvariantes
Maf iiberein, d. h.

dur(g) = dur(g) = du(g).

In den obigen Betrachtungen sind wir davon ausgegangen, dass a = 0
dem Einselement in der Gruppe entspricht. Sind die Parameter so
gewihlt, dass stattdessen a = ag fiir das Einselement gilt, so ist in den

obigen Formeln 0 durch ag und ,,a = 0“ durch ,,a = ag“ zu ersetzen.
(Beispiel: Siche Ubung 11, Aufgabe 3.)

Beispiele 3.2.3 1. 2/ =x+q,
c=0o¢(a;b) =a+b,
Jr(b) =
V= ffooo db = 00, nicht kompakt.

2. G=U(1)={e?0 < 0 < 27},
¢(a;b) =a+b,
dp(9(0)) = db = dur(g(9)),
V= fozﬂ df = 2w, kompakt.

3. Lorentz-Gruppe in 1 + 1 Dimensionen:

cosh(A) sinh(\)
(sinh(/\) cosh(\)

g(A2)g(A\1) = g(ha2 + A1),

d(A2; A1) = Ao + Ay,

(0p(A2; A1) /0N ) x =0 = 1,

V = [7_d\ = oo, nicht kompakt.

), —00 < A\ < 00.

4. (Ohne Beweis) Invariante Integration fir SO(3):
Wir beschreiben R € SO(3) durch Euler-Winkel,

R(a, B,7) = Rs(a)Ra(B) Rs().
Dann gilt:
= dasin(B)dpdy = dur(R),

d/,LL
=V = / da/ sin( dﬁ/ dy = 87
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Vorbemerkung: Im Folgenden sei GG eine kompakte Lie-Gruppe. Wir be-
trachten stetige, endlichdimensionale Darstellungen I' = {D(g)}, d. h. jedes
D;;(g) ist stetig in g, g stetig in a. Der Beweis der folgenden Sétze erfordert

die Ersetzungen
> [ dutg) 1615V
p G

in Kapitel 2.3.

Satz 3.2.4 1. 2.2.8 - 2.2.10: Jede endlichdimensionale Darstellung einer
kompakten Lie-Gruppe ist dquivalent zu einer unitdren Darstellung.
Sie kann daher vollstdndig in eine direkte Summe irreduzibler Dar-
stellungen zerlegt werden.

2. 2.3.3: Seien '™ = {D((g)} nichtiquivalente, irreduzible, unitire,
endlichdimensionale Darstellungen mit Dimension n,. Dann gilt

o . Vo
| aua) D @D (@) = =555

3. 2.3.6: Sei x(® Charakter von I'(@):
/ du(g)x' ™ (9)x"*(g) = V6.
el

4. 2313: Sei I' = @oful'@, wobei f, die Multiplizitit von I'® in T’
bezeichnet. Dann gilt
1 *
fo=15 / dp(9)x'"(9)x(9),
G

wobei x der Charakter von I ist.

5. 2.3.17: Frobenius-Kriterium fiir Irreduzibilitét:
Eine endlichdimensionale Darstellung I' mit Charakter y ist irreduzi-
bel genau dann, wenn [, du(g)x*(9)x(g) = V.
Beispiel 3.2.5 G = U(1) = {exp(if)|0 < 6 < 2x}. Die Abbildung exp(if) —
D™ (9) = exp(infd) definiert fiir jedes n € Z eine irreduzible Darstellung
'™, dy=df, V =2r.

27 27
/ do D™ () D™* () = / dfe! ™m0 = o6, .
0 0

Wir betrachten zur Illustration

r® o
_ _ (k) (m)
r — ( 0 T =TW g™,

eikG 0
Do) = (% )

X(9> — €ik9+€im9,
1 2

fn — % deefinG(eikG +eim9) — 5nk+5nm
0
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Beispiel 3.2.6 Gegeben seien die irreduziblen Darstellungen der SO(3) aus
Beispiel 2.1.2:

D(l) /(a7ﬁ77> = <l,m|R(Oz,6”y)|l7m,>*7
R(a, B,7) = exp(—ial,)exp(—ifl,)exp(—ivl.),

mit
[ = 0,1,...,
m = —l,—=l+1,...,1—1,1,
m = —l,—1+1,...,01—-1,L

Diese erfiillen die Orthogonalitétsrelation

27 T 27
/ do / sin(8)dp3 / dy Dy (o, 8,7) D), (o, 8,7) =
0 0 0
872
————011150m1m 6m’ mh-
2l1+1 l1l29mima Ym/mi

3.3 Lie-Algebren

Definition 3.3.1 Eine Algebra A ist ein K-Vektorraum, der abgeschlos-
sen bzgl. einer bilinearen Multiplikation ist:

r,yeA x-y=xyecA
(ax + By)z = axz + Pyz,
r(ay+ fz) = azy+ prz, Va,B €K, V x,y,z € A.

Beispiele 3.3.2 1. Matrizenalgebra in n Dimensionen (assoziative Al-
gebra: (AB)C = A(BC)).

2. Drehimpulsalgebra {37 &Ji|& € C} mit Produkt J - J' == [J,J],
wobei

[Ji, JJ] = ieijkjk-
Das Produkt ist nicht assoziativ (siche Ubung 11, Aufgabe 6.):
[ i, [, L] # (15, Tl il
Definition 3.3.3 Eine Lie-Algebra £ hat die zusétzlichen Eigenschaften

Antikommutativitit: L-L' = —L'- L,
Jacobi-Identitat:  J-(K-L)+K-(L-J)+L-(J-K)=0.

Ublicherweise verwendet man fiir das Lie-Produkt die Klammerschreibweise
(L, L'].
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e K = R: Reelle Lie-Algebra.
e K = C: Komplexe Lie-Algebra.

e Jede komplexe Lie-Algebra ist gleichzeitig auch eine reelle Lie-Algebra.
(Jeder C-Vektorraum ist auch ein R-Vektorraum, da C den Teilkorper
R enthilt.)

Definition 3.3.4 Essei £ eine Lie-Algebra mit Basis {L,}. Wegen [L, L] €
L gilt
[La, Lﬂ] = CapyLy,

wobei C,p, als Strukturkonstanten der Lie-Algebra in der entsprechenden
Basis bezeichnet werden.

Die Strukturkonstanten erfiillen (siche Ubung 12, Aufgabe 1.)
® Copy = —Chay,
d OBWOOWS + Owucﬁms + Oaﬂucwﬁ = 0.

Definition 3.3.5 Essei £ eine Lie-Algebra iiber K und V' ein K-VR. Unter
einer Darstellung ¥ von L verstehen wir einen Morphismus

UL gl(V,K),

d. h. jedem Element A der Lie-Algebra £ wird ein linearer Operator W(A) :
V' — V zugeordnet mit folgenden Eigenschaften:

V(aA+ BB) = aV(A)+ 5Y(B),
V(A B]) = [¥(A),¥(B)].

U heit genau dann treu, wenn W injektiv ist. Die Dimension des VR,
dim(V'), wird als Dimension der Darstellung bezeichnet.

Definition 3.3.6 Die Begriffe ,adquivalent”, | vollstdndig reduzibel“ und
sirreduzibel“ werden analog wie fiir Gruppen definiert (siehe 2.2.1, 2.2.6,
2.2.7).

Definition 3.3.7 Sei L eine Lie-Algebra mit Basis {L,} und ¥ eine Dar-
stellung. Ein Polynom in den ¥(L,,), das mit allen ¥(L), L € L, vertauscht,
wird als Casimir-Operator bezeichnet.

Beispiel 3.3.8 Drehimpulsoperatoren [L;, L;] = i€;jx g, [2? = Z?Zl L;L;.

Definition 3.3.9 Als Rang einer Lie-Algebra £ bezeichnet man die maxi-
male Anzahl linear unabhéngiger Elemente von L, die miteinander vertau-
schen. Beispiel: n—1 fiir su(n).
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3.4 Zusammenhang zwischen Lie-Gruppen und
Lie-Algebren

Im Folgenden betrachten wir die so genannten klassischen (Matrix-) Grup-
pen (auch klassische Lie-Gruppen genannt).

Vorbemerkung 3.4.1 Essei K = R oder C. Betrachte einen n-dimensiona-
len K-VR V,, mit Basis

B={ey,...,en}.
Die so genannten allgemeinen linearen Gruppen GL(n, R) und GL(n, C) der

reguléren (n,n)-Matrizen tiber R oder C lassen sich (aktiv) als invertierbare,
lineare Abbildungen auf dem zugrundeliegenden VR interpretieren:

Aei = AJ,LGJ

(Aj; ist der Entwicklungskoeffizient des Bildes Ae; von e; nach den Basis-
vektoren.) Interpretiere Aj; als Eintrag in der j-ten Zeile und i-ten Spalte
einer invertierbaren (n,n)-Matrix.

Fir
V.2 x = uze

gilt
y = Azr = x;Ae; = x;Ajie; =: yje€;,

d. h. fiir die Komponenten
y; = Ajiz.

Da man die Bilder Ae; auch als neue Basisvektoren interpretieren kann,

fi = Ae’i:
gilt auch
Zusammengefasst:
i = ejdj,
yi = Ay

Die anderen klassischen Gruppen ergeben sich als Untergruppen mittels
weiterer Anforderungen.
Beispiele:

e GL™(n,R): det(A) > 0 (Zusammenhangskomponente des Einsele-
ments in GL(n,R)).
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e Die speziellen linearen Gruppen SL(n, R) und SL(n, C) beinhalten die
zusétzliche Forderung det(A) = 1.

e SLi(n,C): det(A) € R.
e SLy(n,C): |det(A)| = 1.

Satz 3.4.2 (Ohne Beweis:) Wir betrachten die klassischen Lie-Gruppen
G beziiglich des Matrizenprodukts AB mit den zugehorigen reellen Lie-
Algebren LG beziiglich der Klammeroperation [C, D] := CD — DC. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

1. Exponentialabbildung: Fiir alle C' € LG gilt

exp(C) € G.

2. Tangentialraum im Einselement I von G:
Ist A = A(t) eine stetig differenzierbare Kurve in G, die durch das
Einselement I geht*, dann gilt
A'(0) € LG.

*:t — A(t) ist eine C'-Abbildung, d. h. jedes Matrixelement ist als
Funktion von ¢ stetig differenzierbar, mit A(t) € G ¥Vt € [—¢, €| bei
festem € > 0 und A(0) = I.

Umgekehrt existiert zu jeder Matrix C' € LG eine derartige Kurve,
namlich

A(t) = exp(tC) (Taylor-Reihenentwicklung + Differentiation).

3. Zusammenhang zwischen Gruppenmultiplikation und Lie-Produkt:

Fiir alle C, D € LG und t € R gilt (siche Ubung 12, Aufgabe 5.)

exp(tC) exp(tD) exp(—tC) exp(—tD) = I +*[C, D] + O(t*), t— 0.

4. G ist eine d-dimensionale (siehe Tabelle) reelle C*°-Mannigfaltigkeit,
und LG ist der Tangentialraum von G im Punkt I (Einselement von
(). Die Dimension der Lie-Algebra entspricht der Dimension der Lie-
Gruppe.

5. Durch die Exponentialabbildung C' +— exp(C) wird eine Nullumge-
bung der Lie-Algebra LG C*°-diffeomorph auf eine Umgebung der
Eins der Lie-Gruppe G abgebildet.
Satz 3.4.3 (Ohne Beweis:) Fiir die klassischen Lie-Gruppen gilt:
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1. Stimmen zwei Lie-Gruppen in einer gewissen Umgebung des Einsele-
mentes {iberein, dann besitzen sie die gleichen Lie-Algebren.

Beispiel: SO(3) und O(3).

2. Ist die Lie-Gruppe G zusammenhéngend, dann erhélt man G aus der
Lie-Algebra LG durch die Bildung aller endlichen Produkte der Form

exp(Ch) exp(Cy) ...exp(Cy), C1,Cy,...,Ck € LG.
Im Spezialfall G = SO(n), U(n), SU(n) kann man k = 1 wihlen.

3. Ist G nicht zusammenhéngend, dann ergibt die Konstruktion aus 2.
die Zusammenhangskomponente des Einselementes von G.

Die Gleichheit der Lie-Algebren bedeutet somit Gleichheit der Zusammen-
hangskomponenten des Einselementes der entsprechenden Lie-Gruppen.
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Kapitel 4

Die Gruppen SO(3) und SU(2)

4.1 Beispiel: Drehgruppe SO(3)

Um den engen Zusammenhang zwischen einer Lie-Gruppe und ihrer Lie-

Algebra zu verstehen, diskutieren wir als Beispiel die Gruppe SO(3):
SO(3) := {A € GL(3,R)|ATA = AA" = 13,3, det(A) = 1}.

Wir betrachten ein kartesisches Koordinatensystem im R?® mit einer Or-
thonormalbasis {e1, es, €3} und interpretieren die Elemente von SO(3) als
Transformationen @’ = Az des R?®. Wir untersuchen Drehungen R;(¢) um
die e;-Achse mit Drehwinkeln ¢:

Ri(p) = 0 cos

cos(p) —sin(p) 0
Rs(p) = | sin(p) cos(yp) 0
0 0 1

Entwickle fiir kleine ¢ (Linearisierung):

Ri(p) = lsxs+ T + O(p?),

00 0
77 = (o0 -1],
01 0
00 1
T, = 000 |,
~10 0
0 -1 0
- = |1 0o
0 00




Die 7; bilden eine Basis der reellen Lie-Algebra so(3) der Lie-Gruppe SO(3):

s0(3) = {o;Tjlé; € R}.

Wir definieren gl(n,K) als Menge aller (n,n)-Matrizen mit Werten in K.
Dann ist so(3) gleich der Menge aller reellen, schiefsymmetrischen (3, 3)-

Matrizen:
so(3) = {B € gl(3,R)|B" = —B}.

Wegen
exp(B) = 13><3 + B —+ R(B)
mit R(B)
——> =0 fir [|B|]|—0
1Bl

wird B € so(3) auch als infinitesimale Drehung bezeichnet.

k=2
IR(B)]| [Py SR IIBII’c ' 1B
= < B|
1Bl 18]l 2:: Z (k+2)!
— 0 fiur |[|B|| — 0.
Vertauschungsrelationen:
00 0 00 1 0 01 00 O
00 -1 000 |- 000 0 0 —1 =
01 0 -1 0 0 -1 0 0 01 0
000 010 0 —1 0
100]—-100O0(|=(1 0O0],
000 000 0 00

d. h.
[T1,T2] = T3 und zyklisch.

In der Physik benutzt man X; = ¢7;, so dass
[Xi7 X]] = ZCZJka mit Cijk = €ijk-

o Cjjx: Strukturkonstanten der Lie-Algebra so(3) (abhéngig von der
Wahl der Basis).

Alle Drehungen A € SO(3) erhélt man durch (siehe Satz 3.4.3, Unterpunkt
2.)

3 3
A=exp(B)mit B€so(3),d. h. B=>Y ¢;T;=—i Y ¢,X;, ¢, €R.
=1 =1
Diese Abbildung ist surjektiv, z. B. ¢1 = ¢ = 0, 2m-periodisch in ¢s.
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Abbildung 4.1:

e Geometrische Herleitung der Vertauschungsrelationen

Betrachte die Konjugation (siehe 1.3.14, 3.)
S(0)Ra(0)S™(0) = R (p)

mit infinitesimalem ¢. Konjugation entspricht Drehung um 7n/-Achse mit
demselben Drehwinkel, wobei 1/ = S(0)n.

Sei n = é; und S(6) Drehung um x3-Achse, S3(0) = exp(—ifX3) (siehe
Abbildung 4.1). Fiir die gedrehte Achse gilt:

A = cos(0)é; + sin(0)éy = i/ - X = cos(0) X, + sin(0) X,
und damit
e %5 13,5 —ip X, + O] = g3 —ip[cos(0) X +sin(0) Xs] + O(?)
oder durch Vergleich der in ¢ linearen Terme
e~ 0% X e10%3 = cos(0) X, + sin(h) Xs.

Bilde d/d# fiir 6 = 0:
—i[X3, X1] = (—ie” %[ X5, X1]e%%),_, = (—sin(0) X1 + cos(0)X5),_o = Xo.

Die anderen Vertauschungsrelationen erhélt man analog mit
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4.2 Irreduzible Darstellungen, Charaktere und
Clebsch-Gordan-Zerlegung

4.2.1 Irreduzible Darstellungen

Nach Abschnitt 3.4 ergeben sich endliche Drehungen mit Hilfe der Expo-
nentialfunktion. Deshalb wird das Auffinden irreduzibler Darstellungen der
Gruppe SO(3) auf das Auffinden irreduzibler Darstellungen der Algebra
zuriickgefiihrt. Beachte: A blockdiagonal = A™ blockdiagonal fiir n > 0 =
exp(A) blockdiagonal.

Gesucht: Irreduzible Matrizen, die die Drehimpulsalgebra

[Ji, J]] = ifijkzt]k

erfiillen.
Losung: Standardproblem aus der QM

\Ilg2m(t]3): <j7m/|‘]3’j7m> = mém/ma

<j7m/|‘]+|jam> = \/(j_m)(]+m+1)6m’7m+17
G [T-|j,m) = V(G +m)([ —m+ )61,

mit J. = J; £ iJy. Fiir ein gegebenes j gilt m = —j5,—j +1,...,7, d. h.
Darstellung durch [(25 + 1), (25 + 1)]-Matrizen.

e 27 + 1: Multiplizitdt oder Dimensionalitit der Darstellung.

j = 0: Triviale (nichttreue) Darstellung von SO(3) und SU(2).

e j=1,2 ...: Treue Darstellungen von SO(3), nichttreue Darstellungen
von SU(2).
e j=1,2 ... Treue Darstellungen von SU(2).

* Algebraische Ableitung der Drehimpulseigenwerte

(siche z. B. G. Grawert, Quantenmechanik, Akademische Verlagsge-
sellschaft, Wiesbaden 1977, Kapitel 9.1, H. F. Jones, Groups, Repre-
sentations and Physics, Adam Hilger, Bristol 1990, Anhang B)

Gegeben sei ein Hilbert-Raum mit drei hermiteschen Operatoren J;, die
die Vertauschungsrelationen

[Ji, J;] = d€ijidi (4.1)
erfiillen. Mit den Definitionen

-

J? = JiJ;, Jy=J tiJ;
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ergeben sich folgende Beziehungen:

[j2, JJ] = [JZJ“ J]] = JZ[JI, J]] -+ [Jl, J]]Jz = JiiCiijk + iEiijkJi
= ey — i€ diJy =0, = [jQ, Ji] =0, (4.2)
[Js,Je| = [J3, 1 i) =ido - Jp = +Jq, (4.3)
[Ty, J] = [N +ide, Jy —idy] =25, (4.4)
- 1 1
J2 = §<J+J, + J7J+) + Jg - J+J7 - §[e]+, Jf] + J32
= JyJ_—Js+ J2 (4.5)
1
= J_J+—§[J_,J+]+J§ =J_Jy+J5+ J5. (4.6)

e 1. Schritt: Da vertauschbare Operatoren denselben Satz von Eigen-
zustinden besitzen, wollen wir J; und J? simultan diagonalisieren.
Wir bezeichnen die entsprechenden Eigenzustdnde zunéchst mit |\, u):

T2 ) = A ), (4.8)

mit reellen 1 und A, da J2 und J hermitesch sind.

Satz 1: Seien A und B lineare Operatoren mit Ala) = a|a) und [A, B] = aB.
Dann gilt: B|a) ist Eigenzustand zu A mit Eigenwert a + «, falls Bla) # 0.
Denn:
A(Bla) = (AB)la) = (BA+[A, B])|a) = BAla) + aBla)
= (a+a)(Bla)).

e 2. Schritt: Konstruktion weiterer Zustdnde durch Anwendung von Satz
1 mit Hilfe von Gl. (4.2) und (4.3) liefert:

THI ) = Ae|A ),
J3(JelA ) = (pE1)(JelA w),
falls JL|A, p) # 0. Ji ist Auf- bzw. Absteigeoperator fiir J3. Die Ei-

genwerte von J3 sind in Absténden von 1 angeordnet.

Satz 2: Sei A ein hermitescher Operator. Dann gilt (1| A?|¢)) > 0 fiir einen
beliebigen normierten Zustand. Denn: Entwickle einen allgemeinen Zustand
nach Eigenzustinden eines vollstindigen Satzes vertauschbarer hermite-
scher Operatoren, von denen A einer sei:

) =Y Capla, ) mit Ala,8) = Aola, B), Ao €R,

wobei [ kollektiv fiir die restlichen zur vollstindigen Bezeichnung notwen-
digen Eigenwerte steht.

@A) = Y CryCap (o |Aja',ﬁ’>:2|0aﬁ|2xizo.

el A2 (a, Blad, By
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e 3. Schritt: Zusammenhang zwischen A und einem maximalen Eigen-
wert j von J3. Gegeben sei ein Eigenzustand |\, u) zu J 2 und Js. Mit
Hilfe von Satz 2 gilt

0< A=\ ul 2\ p) = (N plJE + J5 + 2|\, ) > .

Wenden wir nun J; auf |\, z) an und normieren das Resultat, finden
wir analog
A>(pn+1)°

oder nach n-maliger Wiederholung
A > (p+n)?

was fiir geniigend grofles n auf einen Widerspruch fithrt. Deshalb neh-
men wir an, dass fiir ein f,q, =: J

']+|)\7.]> =0
gilt. Mit Hilfe von Gl. (4.6) finden wir fiir diesen Zustand
AN G) = T2 5) = [T Ty + J(Js + DIIAG) =56+ DA ),

d. h. A = j(j + 1). Fiir die Eigenvektoren schreiben wir im Folgen-
den |j,m), benutzen also insbesondere die Quantenzahl j statt des
Eigenwertes j(j + 1) zur Charakterisierung.

e 4. Schritt: Existenz eines minimalen Eigenwertes —j zu J3. Gegeben
sei |7,7). Wende nun J_ an, normiere das Resultat und gehe wie oben
vor: = j(j+1) > (j —1)? und nach n-maliger Anwendung j(j+ 1) >
(j —n)?* = (n—j)?, was fiir geniigend grofes n auf einen Widerspruch
fithrt. = 3 g, mit

J1J, Bmin) = 0.

Mit Hilfe von Gl. (4.5) gilt

mit den Losungen i = —7 und pmm = j + 1, wobei die zweite
wegen g = j verworfen werden kann.

e 5. Schritt: Welche Werte fiir j sind moglich? Fiir ein gegebenes j
reicht das Spektrum von J; von —j bis j in ganzzahligen Schritten.
Die Anzahl der Eigenwerte 2j + 1 entspricht der Multiplizitéit bzw.
Dimensionalitit der Darstellung, muss also eine positive natiirliche

Zahl sein. = I 5
=0,=1,=,....
j 727 727
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e 6. Schritt: Festlegung der relativen Phasen der Zustédnde eines Multi-
pletts. Betrachte die Norm

[l = GomlTLTx g m) = (G, ml e el m).
Benutze Gl. (4.5) und (4.6)

Jede =T =T Js =

12 = Gom|(J2=J2F J)|jm) =5 +1) —m(m+1)

= UFm£m+1).

[[J<]5,m)

Wir benutzen die Phasenkonvention

Jeljym) = VG Fm)GEm+1)j,m+1)
= Vi(j+1) —mm+E1)jm+1).

4.2.2 Charaktere

Betrachte eine (2j + 1)-dimensionale Darstellung von Js:
WO (J) = diag(j.j — 1., —j + 1, ).

Sei A = diag(4y,...,A4,). = A* = diag(4},..., A*) k € N (Beweis durch
Induktion). Damit gilt

Déj)(go) = exp|—ipWY)(J3)] = diag(e 9%, e~ U-De  U-De oliey,
Berechne den Charakter:
X9 () = Te[DF ()] = 799 4.+ 9P = e (L e Lt ).

Setze
x =€

und verwende die endliche geometrische Reihe

-1
ldaota?t.. pat="
r—1
mit n =25 4+ 1:
X(j)(gp) _ i ci2i+e _ 1 _ cili+3)e _ o—ili+3)e _ sin [(] + %) gpi|
P i L —i¥ N 1 .
eii%w
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Da Drehungen um verschiedene Achsen mit demselben Drehwinkel konju-
giert sind (siche Ubung 5, Aufgabe 3.) und Tr(BAB™') = Tr(A), gilt Gl.
(4.9) fiir jede Drehung mit Drehwinkel ¢.

Als Anwendung von 3.2.4 betrachten wir die Orthogonalitédt von Cha-
rakteren. Wir benotigen die Verallgemeinerung von

1 1

Ohne Beweis (siehe H. F. Jones, Groups, Representations and Physics, An-
hang C): Charakterisiere R(g) durch Drehwinkel ¢ und Winkel ¢ und 6 fiir
Drehachse (dies ist nicht die Parametrisierung durch Euler-Winkel!). Dann

gilt
1 1 2 oy 1 1 2w
@;a@/o dyp 2 sin (530) /_1d(cos(0))/0 de

L E ki — ! /Zﬂd 2 sin? L
? N———
1 — cos(yp)

wobei wir iiber Konjugationsklassen summieren bzw. integrieren:

o L[ 1 sinl(i + )] sinl(j + 2)¢d
) Oy — = do2sin | = 2 27T

und

Verwende das Additionstheorem 2sin(a) sin(b) = cos(a — b) — cos(a + b):

o= Qi/ 7Talgp{cos[(i —J)w] —cos[(i+ 7+ 1) @]} = dy;.
™o >1

4.2.3 Clebsch-Gordan-Zerlegung

Satz 4.2.1 Fiir das innere Tensorprodukt zweier irreduzibler Darstellungen
von SO(3) (bzw. SU(2)) gilt die Clebsch-Gordan-Zerlegung:

Ji+j2
DU & pliz) — @ 151%

J=lj1—7zl
Beweis (analog zu Ubung 10, Aufgabe 3.): O. B. d. A. sei j; > Jo.

(]1+ Yo _ e~ J1+

X(jl)((p)x(jz)(gp) - Z em

2isin 2g0 s
1 2 s s
— Yo (errmrae - fi(jrm+f)so)
= e 2 e 29 .
21 sin (%(p) S <
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Wende

Y fm)= )" f(=m)

m=—ja m=—/ja

in der zweiten Summe an:

1 72 - . . .

= § i(Ji+m+3)e _ —1(11+m+7)s0>

= e 2 e 2 .
21 sin (%gp) <

m=—ja
Umbenennung

Ji=htm=m=—js=>]=j1—J2, Mm=jJs = ]=/1+]2
liefert

1 J1+72 o o J1+72 ‘
-3 (ez(ﬁ-g)w_e—z(ﬁ-g)sﬂ): 3 ).

 2isin () 4~ L~
2¥ Jj=j1—j2 J=j1—j2

Anwenden von Satz 3.2.4, 4. + 3. = Behauptung.

4.3 Clebsch-Gordan-Koeffizienten und Wigner-
Eckart-Theorem

Literatur:

e A. Lindner, Drehimpulse in der Quantenmechanik, Teubner, Stuttgart
1984

e A. R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics, Prince-
ton University Press, Princeton 1985

Betrachte die innere Tensorproduktdarstellung
D(j1><j2)(g) — D(jl)(g) ® D(j2)(g) — D(l]i—]é\)(g) D...0 D(j1+j2)(g)

fir ¢ € SO(3) bzw. SU(2). Die Vektoren des direkten Produktraums sind
von der Form

Ji+7j2 J

J1 J2
Z Z Amymes ljla m1> & |j27 m2>/ - Z Z bjm|<.]1.]2>]m>

M= me=g ) =l —gal m==i

Physiknotation |jimgjames

e Ungekoppelte Basis {|jimijams)}: Eigenzustinde zu J2(1), J2(2),
J3(1) und J3(2) mit Eigenwerten j;(j; + 1), j2(j2 + 1), my und meo.
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o Gekoppelte Basis {|(]1]2)]m)} Eigenzustéinde zu J2(1), J2(2), J2
und Js, wobei J = J(1) +J(2), mit Eigenwerten ji(j1 +1), ja(jo+ 1),
j(7+ 1) und m.

Bemerkung: Manche Biicher (z. B. Edmonds) schreiben |j;7j2jm) an-
stelle von |(j172)jm).

Seien j; und j, aus {0,3,1,...} fest vorgegeben. Die Anzahl orthogonaler
Basisvektoren ist M = (2j; + 1) -(2j2+1) (siehe Ubung 12, Aufgabe 7.) mit
Orthogonalitéatsrelationen

<j1m1j2m2|j1m/1j2m/2> = 5m1m’1 5m2m/27 (4-10)

((j1g2)im|(Grg2)i'm’)y = 0 0mmy- (4.11)

Betrachte nun den Basiswechsel

J1tj2 . . .
JuoJ2 | J Y
i = > 3 (2 210) i), (412
J=lj1—j2| m=—J ~ ~
v Clebsch-Gordan-Koeffizient
karz: » .
Symbolisch: e; = a;;f;. Mit einer geeigneten Phasenkonvention sind alle
CG-Koefhizienten reell. Eindeutige Festlegung mittels
(?1 J2 07 ) >0 (4.13)
Ju M2 | ]

[Condon-Shortley (CS)].

Anmerkung: Im Folgenden werden wir bei den Summen die Grenzen unter-

driicken und salopp »_  fiir ;:ij il S _; usw. schreiben.

Benutze Gl. (4.12) zusammen mit (4.11) zur Bestimmung der CG-Koeffizi-
enten:

-/

((rj2)im|jimijama) = Z(Tijl 73;2 m/)\((jljZ)jm’(jle)j,m/Z

i ol
J,m

_ (o 2|
m; mo|m )
i J2 |
mi1 Mo | M

als Eintrag Ci, m.:jm einer orthogonalen (M, M )-Matrix mit Zeilenindex
mims und Spaltenindex jm. Aus CTC = 14 fiir orthogonale Matrizen

0 Ormm?

Interpretiere
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(Basiswechsel zwischen zwei Orthonormalbasen) folgt
0j1j0mm = Ojtmtijm
= (C'C )j s jm

- E : ]m ;mimse m1m2]m

mi,ma2

= E lemz;j’m' Om1m2;jm

mi,m2
_ Z aog2 |7 JuoJ2 | J (4.14)
my meo | m/ m; me|m )’ '
mi,m2

Analog folgt aus CCT = 1y s

5m1m’16m2m’2 - 5m1m2;m’1m’2

T
= (CC )m1m2'm’1m’2
- § Cm1m2 ;Jm ]m m/ m2

= E lemg;jmcm’lm’z;jm

7,m
J i J2
m my mb

_ JiJ2

. my My
J,m

Mit Hilfe von Gl. (4.14) kann Gl. (4.12) invertiert werden (sieche Ubung 13,

Aufgabe 2.):

m

J ) o (4.15)

m

Griim) = 3 (2

mi,ma2

J ) |j1m1j2m2). (4-16)

Vorbemerkung 4.3.1 Wegen

Jeljm)y = ViFm)GEm+1)j,m=E1)
= Vi(G+1) —m(m=£1)[j,m*1)

gilt

T,y = V0 + )G =5+ Dl5d = 1) = v/2jl5.5 = 1).

4.3.2 Algorithmus zur Konstruktion der Clebsch-Gordan-Koeffi-
zienten. Gegeben seien j;, jo und j mit |j; —jo| < j < j1+j2. Im Folgenden
verwenden wir die Kurzschreibweise

Imi;ma) = [jimajamo),
lgsm) = |(rg2)im).

Beachte aulerdem: Der Eigenwert zu J3 = J3(1)+J5(2) ist additiv, d. h. m =
my + ma.
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1. Startpunkt: Sei j = j1 + Jo.

[ ]
; ; (4.13)
‘7.1+‘7.2):1 N
71+ 92

. o 1 J2
s = ; = . .
17,7) = |J1; Ja) (31 s

e Anwenden des Absteigeoperators J_ = J_(1) + J_(2):
J-13,0) = V25l3.0 = 1) = V2l — L j2) + V2l 52 — 1)

Projektion liefert Clebsch-Gordan-Koeffizienten:

- - U J2| 1t J1
—1;5x = ) S . = - -,
U 2l (]1 -1 polntp-1 ) J1+ Jo
. )2 J1+ 72 J2
170 — 1% = . ) ) = - —.
bidz =1 (]1 ]2—1]1+]2—1) J1+ j2

e 2(j; + jo)-maliges Anwenden des Absteigeoperators erzeugt alle

Ji J2 |1+ )2
my Mo m '

2.7=0h+75—1L
e Bilde Linearkombination

7. 7) = alji; j2 — 1) + Bljr — 1; ja).

e Bestimmung von « und £.
— Normierung: o? + 3?2 = 1.
- CS:a>0.
— Anwenden des Aufsteigeoperators J, :

Jili i) =0 = ay/[i2—(a—1) (J2+j2—1+12|11;j2>
\/2]2
+B/ 271113 J2)-
:>0:\/2j20é+\/2j16:>5:—\/jQ/le.

Einsetzen in Normierungsbedingung a?(1+ jo/j1) = 1 liefert

_ Ji )2 j1+j2—1)_ J1
a = S ARG =/ —,
1 Je—1|ji+p—-1 J1+ Je
_ Ji Je|gitge—1Y\ _ J2
po= (0, BT RTI)
Ji—1 Jolji+72 71+ Ja2
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e 2(j; + j2 — 1)-maliges Anwenden des Absteigeoperators erzeugt

alle . . _ _
JuoJ2 |t ge—1
mi Mo m '

3. J=n+J52—2
e Bilde Linearkombination
17, J) = alji; j2 — 2) + Blir — Lija — 1) + |1 — 2: ja).

e Bestimmung von «, 3, v (siche Ubung 13, Aufgabe 3.).
— Normierung: o + 3% +~% = 1.
- CS:a>0.
— Anwenden des Aufsteigeoperators J, .

o Usw.
4. Usw. bis j = |j1 — Jja|-
Beispiel 4.3.3 D) @ D) = DO g DO,
1. Startpunkt 1 = % + %

11
1,1) = |=; =
"> ‘2’2>’ (

e Anwenden des Leiteroperators J_:

J_|1,1) = v2-11,0)

D

N[ =D | =
NN

7~ N
|
N [ =D | =
(NI N TE
(@]
N—
I
Sl
|
7 N

NN |

2. 0= 4 — 3. Siehe 4.3.2.2.
11 1 1] 11
0,0)= —|=:—= ) — —|-=
’7) \/5‘27 2> \/§ 272>7
3 —210 V2 -3 310

D. h. die orthonormierten Basiszustdnde der Triagerraume lauten (ausfiihr-
lich)
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vl
2. j=0:

1 11®11 11®11
V2 \[272 2" 2 2" 2 22 '

Beispiel 4.3.4 DV @ D) = D) g DG,

1. Startpunkt 1 + % = %

3 3 1 1
a) o = 17_ )
2°2 2 1

e Anwenden des Leiteroperators J_.

INJIJC NIV
N———
|
=

DN [0 | =

)l

22
! 2 (s
0 R 1 —3

e Usw. (Ubung 13, Aufgabe 4.).

N[ =D | =
N[N0 o

2. 1— % = % Siehe Ubung 13, Aufgabe 4.

Anmerkungen 4.3.5 Einige FEigenschaften der CG-Koeffizienten.

e Auswahlregeln:
JiJ2
my1 Mo

e Phasenkonvention: Reell + Gl. (4.13) = eindeutig.

J
m

):0 fir m # my +mo, j > j1 + J2, J < [J1 — Jal-

e Der Betrag eines CG-Koeffizienten ist immer kleiner oder gleich eins
(Stichwort orthogonale Transformation).
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e Rekursionsbeziehung (siche Ubung 13, Aufgabe 5.):
J

mF1

J

m

+\/(j2$m2)(j2im2+1)(£1 inlm)

ViEmuEn o ( 2

= _ it
= \/(J1$m1)(]1im1+1)(mlil -

e Symmetrieeigenschaften (siche Lindner, Kapitel 3.7):
g2 |7 _ J2 il J
mi Mo | T —MmMo —MMy | —MM
— (_)hﬂ'rj JooJ1|J
™Mo M1 | M
_ (_)hﬂ'rj J1 J2 J )
—my1 —Mo | —MT
4.3.6 Verfahren zur Konstruktion irreduzibler Darstellungen ho-
herer Dimensionalitét.

DS (e B,y) = {jm| exp(—iauts) exp(—iBJ) exp(—ivJa)|jm')*
= exp(ima)dy),,, (B) exp(im'y).
Bemerkung: Die komplexe Konjugation (- - - }* ist eine Frage der Konvention.
Wegen 2.2.11 ist mit D auch D* eine Darstellung.

Seien ji, jo und j fest mit |71 — j2| < j < ji + jo. Wir driicken (jm/| und
|7m’) mit Hilfe von Gl. (4.16) aus und benutzen die Auswahlregel fiir die
Projektionen:

v
m/

Dr(izn’(aaﬂ77)
= exp(ima) exp(im'y) Z < J1 J2

my m—m

J J1 J2
m my m' —m]
x (jimajzm —mu| exp[—iB(Jo(1) + J2(2))] |jimijem’ —my)*

exp(—ifJz) g exp(—if.Js)

_ , . J1 J2 J J1 J2
= exp(ima) exp(im'y) Z ( m) (m,l ' = m!

/
mi1,my

my m—m

)
m/

/
mi,my

><d (1) (ﬁ)d(]z

m1m m mlm ml(ﬁ)

Folgerung 4.3.7 Von d(3) ausgehend kénnen wir alle d\9) sukzessive kon-
struieren.
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Vorbereitung 4.3.8 Es gilt

Verwende

) —sin(

exp (—zﬂ%) = CoS (—) 1y —iog sin| = | = COS( ) cos(

2 — 2 sin ( ) ) '
(0 =\ [0 -1
i 0) \1 0
Bemerkung: Beachte, dass die Matrix reell ist. Deshalb spielt die Komplex-
konjugation keine Rolle.

DO [T [
[0 [

Beispiel 4.3.9
1
diA(8) = 5L+ cos(9)]

Begriindung:

di1(6)
B Z/ ( ”’%1 1 _%ml 1 ) ( Tr%L’1 1 —%m’1 } )dr%?m;(ﬁ)dgln 1=y (B)
= o)

_ %[1 + cos(B)).

Folgerung 4.3.10 Die Matrizen D) (5 > 1) jeder irreduziblen Darstel-
lung von SO(3) und SU(2) lassen sich mittels der Clebsch-Gordan-Koeffi-
zienten aus 4.3.2 und des Algorithmus aus 4.3.6 sukzessive aus D(1/?) kon-
struieren.
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Folgerung 4.3.11

Ay (B) = )7 ().
Begriindung: Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind reell und ebenso die
d( ) (). Wende nun 4.3.10 an.

mm

Vorbemerkung 4.3.12 Gegeben sei ein quantenmechanisches System mit
Hamilton-Operator Hy, der invariant bzgl. einer Symmetriegruppe G ist.

Beispiel Drehungen:
[Ho, U(R)] =0 oder [Ho, Jz] = O, U(R) = exp(—iaiJi),

wobei U(R) eine unitire Darstellung der Symmetriegruppe auf dem Hilbert-
Raum des Systems ist. Organisiere Eigenzustinde von Hy bzgl. des Dreh-
verhaltens als Basisvektoren (von Tragerrdumen) irreduzibler Darstellungen

Eigenzustinde zu J 2 und J3). Gesucht ist eine effiziente Berechnung von
(Eig g
Matrixelementen

(¥]4l9),

wenn das Transformationsverhalten A — A’ = UAUT bekannt ist.
Beispiel 4.3.13 Sei S ein skalarer Operator, d. h.
U(R)SU'(R) = S < [J;, 5] = 0.
Dann gilt
(5'm|S|jm) = Sj0;1i0mm-

Beweis:

1. (Sj/ji

[J;,8] =0=[J2,5]=0. =

3/ |ST 2| jm)
j'm/|.T S| jm)
(5" + 1) (G'm|S|im).
(

!/

3G+ 1){g'm/|S|jm) =

(
=
= J
= [ +1) — '+ DGm'[S|jm) = 0.
G—3)G+7+1)

Aus j+ 5+ 1> 1 folgt (/m/|S|jm) = 0 fir j # j'.

2. 5m/m:

m(j'm’|S|jm) = (G'm'[SJs]jm)
(3'm/| JsS|jm)
= m'(j'm/|S|jm).
= (3'm/|S|jm) = 0 fiir m # m’.
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3. S; unabhéngig von m folgt aus [S, J| = 0:

VG —m+ 1) +m)(im|S[jm) = (jm|SJ;|jm — 1)
= (ym|J S|jm —1).

Verwende
(gm|Jy = (m|(J1 +ils)

;
= [(JT—ZJT ]jm)}
= [(r — i) |jm)]"
= (J-|jm))"

;
= (\/J+m j—m-+ )Um—1>)
= V{+m)(j—m+1)(im—1].

=
= +m)(j —m+1)(jm —1]S|jm — 1).
Auswerten fiir m = j,...,—j + 1 liefert
(JilSlig) = Gi = 1USlji — 1) = ... = (G —jlSlj — j)-

Definition 4.3.14 Gelten fiir die 2n + 1 Operatoren Al(,"), v=mn,n—1,
.., —n die Transformationseigenschaften

UR)AMWUNR) = exp(—ia;J;)A™ exp(ia;J;)

= Y DWr(R)AY

p=-n

= Z(n,u|exp(—iaiJi)|ny>AL"),

In

so bilden sie die Komponenten eines irreduziblen (sphérischen) Tensorope-
rators n-ter Stufe A™.

e _Irreduzibel“: Drehimpulsoperatoren verkniipfen nur Tensorkompo-
nenten gleicher Stufe.

e Tensoren halbzahliger Stufe sind die Fermionenfeldoperatoren, welche
die Erzeugung bzw. Vernichtung von Fermionen beschreiben.

Anmerkung 4.3.15 Bisweilen findet man auch die Linearisierung von 4.3.14
als Definition eines irreduziblen Tensoroperators n-ter Stufe:

[J5, AM] = vAM,
[Jy, A ”)] = \/n(n +1)—v(v+£ 1)14,221
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Denn: Bilde

a .« ..
804i =

a=0

= —i[J, AP = =i (np| Jilnw) A,

Betrachte J; und J.:

[J5, AM] = Z (nu|Js|nv) Afl”) = vAM,
—_——
K V0,
e, AP = > (npl Jelnw) AW = /(nFv)(nE£v+1) AL,
” —— ~~

VinFr)ntv+1)8,,41 Vnn+1)—v(vE1)

Beispiel 4.3.16 Sei Hj ein rotationsinvarianter Einteilchen-Hamilton-Ope-
rator (ohne Spin). Ersetze J; durch ;.

1. Sphirische Tensoren nullter Stufe: Hy, {2, 52, usw

2. Es seien Ay, A; und Az die kartesischen Komponenten eines ,, Vektor-
operators®“, d. h.

[li, AJ] = ieijkAk-
Die sphérischen Komponenten lauten dann
¥l

V2

S har%s)che Tensoren erster Stufe: 7, p(M und [V mit Komponenten
1
, po’ und l

Konvention: Lateinische/griechische Indizes fiir kartesische /sphérische
Komponenten.

AN = A5, AW = o4 £iA,).

iy 5] = €malrupr, 5] = € (T [pr 73] + [, 73] 1) = —i€irgry, = d€ipri.
N~ Y=
—10y; 0

Analog fiir den Impulsoperator (Drehimpulsoperator klar).

Exemplarisch:

Zi,r(l) —[li&ily, r+irs] = ———=(—r3£r { )
[ -‘rl] \/_[ 1 2571 2] \/_( 3 3) = \/_T?) \/_,r.(()l)‘

Beachte die Analogie zu den Kugelfunktionen:

™

(r+iy) = ry/—Yu(0,0),

<

Y'IO(@a q))a

SRR E

(x—1y) = r Y1-1(0, D).

Sl
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Satz 4.3.17 Wigner-Eckart-Theorem. Fiir die Matrixelemente eines ir-
reduziblen Tensoroperators n-ter Stufe gilt

<j/m/|A(n)|jm> _ < J’ ) <],|’A(n)”]>

m NoEsll
——

Konventionsfrage

j on
m v

wobei (j'||A™]||j) als reduziertes Matrixelement bezeichnet wird. Die
Abhéngigkeit von den Richtungsquantenzahlen wird vollsténdig durch einen
Clebsch-Gordan-Koeffizienten beschrieben. Das WE-Theorem impliziert

G [ AP mY) =0 fiie ' > G+, §' < |j — nlym+ v £,

d. h. A™ andert die Projektion um v und iibertragt den Drehimpuls n auf
das System.

Beweis: Betrachte die (2n+ 1) - (25 + 1) Zusténde Al |ym). Diese transfor-
mieren sich bzgl. Drehungen wie |nvjm), denn

T AP jm) = ([, AP] + ALV Js) |jm) = (v +m) ALY jm),

= Vn(n+1) — v(v£1)AY, [jm)
V(G + 1) —m(m+ DA™ |jm +1).

Wir bilden mittels CG-Koeffizienten Zustéande, die sich bei Drehungen nach
einer irreduziblen Darstellung transformieren. Sei |n — j| < j” < n+ j:

(baling"m") = Z( i n

-1/

2on| B ) A, an

(Index A erinnert an Operator A) mit
Tlpa(ing"m")) = j"(i" + 1)|¢a(ing"m")),
J3|¢A(]n]”m//>> — m/I’¢A(jnj//m//)>,
Ji|pa(ing"m")) = \/j”(j” +1) —m”"(m"” £ 1)|gpa(jng"m" £ 1)).
Wie im Beweis von 4.3.13 (skalarer Operator) zeigt man
(j'm’|gb,4(jnj”m”)> = 5j’j”5m’m”CA(jla TL,]) (418)
Nun invertieren wir Gl. (4.17) mit Hilfe von Gl. (4.15)

S (a0

=/

J ) |64 (ing"m"))

ml/
j//7m//
g on|Jj” Jg n|J" )|
P IR G O L A P AP
]//7m//7m/7yl
(4

15 . o)1 -
1) S b A ity = A i)

m’ v’
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SchlieBlich ,,multiplizieren® wir von links mit (j'm/|

y n)| : 1 n I . ‘ .
<]/m/|A(y )|jm> s Z ( 731 y 75/]/// ) <],m/|¢A(]n’],/m”)>
j”,m”
(4.18) i on | 4" . .
- Z ( 7‘»7”1 v 7';// ) (5j/j//6m/m//CA(j,,n,])
j/l,m//
. .
- ( Tjn Z gz’ ) ca(j',n,j) = Behauptung.

Satz 4.3.18 Sphirische Tensoroperatoren lassen sich wie Drehimpulse kop-
peln. Sind A™) und B™2) irreduzible Tensoren, so auch ihr , Tensorprodukt
n-ter Stufe® (|n; — na| < n < ny + ny)

vy s

A . B . Z ( ny Mo

n ) A(n1) gn2)
v 1 Vo

v1,V2

Vergleiche die Analogie zu

J
m

|(J1j2)im) = Z <£1 7‘;21

mi,m2

) |j1ma jamea).

Beachte allerdings, dass bei der Kopplung zweier irreduzibler Tensoren A™)
und B™2) diese sich auf zwei verschiedene , Teilchen“ (besser Rédume) be-
ziehen konnen, aber nicht miissen! Entscheidend sind vielmehr die Vertau-
schungsrelationen aus Anmerkung 4.3.15 mit dem Gesamtdrehimpulsopera-
tor!

Beweis: Geméafl Anmerkung 4.3.15 untersuchen wir

(n1) (n2)1(m)1 _— ny N2 n (n1) p(n2)
[J37[A x B ]y ] Z ( v Uy I/) [J37AV1 Bl/2 ]

AUV [Js, BT 4 [, Al B

J/ J/

-~

7/23522) V1Ar(/?1)

o Z ny N
vy o
vi,v2 v

= y[A™) x gl

" ) (1/1 -+ 1/2) A(nl)B(Tm)
1% ——

41 v2
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n

[V, [A™) < B[] =y ( v v ) [ AV B

vy 2
. Z ny MnNg
N vy Vg

vi,V2

vi,V2

14

" > (\/nl(nl + 1) — I/l(Vl :l: 1)AV?1i1B(n2)

+y/na(ny + 1) — v(vp £ 1)A(n1 inﬁ)

nq %)
Z[(Vl:!zl Uy )\/n1n1+1)—1/1(V1:|21)
vi,V2
+(n1 T2
1 U F1

x Z\/n:Fy niu—l—l)( Lo
Vo

V1,2
= VinF v+ DA x B,y

e *x: Wir betrachten

Il

) Vne(ng +1) — va(vy F )} Al pir)

n (n1) R(n2)
v+1 ) A”l B”2

E—Z\/]J—i- m(m £ 1)f(m).

m=—j

Setzen:=m+1=m=n=F1:

j+1
> ViG+D) (T DnfnT).
n=—j=+1
Beachte
1., +“

. o A e n=-—j neue Untergrenze,
3G +1) = (n=1)n =0 fir { n =7+ 1 alte Obergrenze.

W,
2., —

n=—(j+1) alte Untergrenze,

j(+1) = (n+1)n =0 fiir { n=j neue Obergrenze.

Wir konnen daher ‘
J

n=—j

schreiben. Mit der Umbenunnung n — m folgt

E—Z\/JJH m(m F 1) f(m F1).

m=—j
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e xx: Rekursionsformel fiir CG-Koeffizienten; Ubung 13, Aufgabe 5. mit
Ersetzung (jlaj?vj) = (nla Nna, n) und :l:(mb ma, m) = q:(Vl, V2, V)‘

Beispiel 4.3.19 1. Als ,Skalarprodukt® zweier sphérischer Tensoren n-
ter Stufe A™ und B™ bezeichnet man
1
A® 5 O — N g B
[ ]0 mzy:( ) v v

Beachte . - |
i [0 e
my Mo 0 2j1+1 J1j2Ymy,—ma-
Spezialfall:

A.B=Y"(-)"APBY = —v3[4" x BV,

v

2. , Kreuzprodukt*:

4.4 Beispiele

Beispiel 4.4.1 Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung. Be-
trachte einen rotationsinvarianten Einteilchen-Hamilton-Operator fiir ein
Elektron (vernachléssige Spin)

25'2
HO = % + V(T)
Die Kopplung an die elektromagnetischen Potenziale ¢ und A erfolgt durch

minimale Substitution
0 0
/l/_ — —
ot ot
—iV — —iV —qA,
mit e > 0 (¢ = —e fiir Elektron):

7oA+ A 2A2
H = Hy+ Hyy = Hy— e+ L2022 L €47
2m 2m

Der Ansatz fiir das elektromagnetische Potenzial einer ebenen Welle mit
Wellenvektor k& und Polarisationsvektor €(k, A) in Coulomb-Eichung (V-A =
0, so dass fiir p(t,7) = 0 auch A° = ¢ = 0 folgt) lautet

A(t, @) = a(k, Nk, A)e R (1, )& (k, )l kD
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mit k- & = 0 und w = |k| (Argumente des Polarisationsvektors werden
im Folgenden unterdriickt). Bis zur ersten Ordnung in e gilt (Coulomb-
Eichung)
pA+Ap

2m '
Die elektrische Dipolndherung resultiert aus der Langwellennédherung

H,, =c¢

R =14 O(|K]| ).

Beispiel Wasserstoffatom:

AE = EQ — El = 102 eV,
- 1 1
Bl i< = =35

Verwende 1 eV ~ 0.5 x 10" m~'. Bohr-Radius ag = 0.53 x 107" m < 5 ~
2 x 107% m.

Berechne Ubergangsmatrixelemente fiir die Emission eines Photons in
zeitabhéngiger Storungstheorie. Dazu benotigen wir das Matrixelement

%(o/l’m’E* - pladm).

Benutze o
7= im[Ho, 7 = im B’—m + V(r),F] .
= ie{al'm/|[Ho, 7+ €*)|adm) = ie(Eyy — Eu){('U'm! |7 €*|alm),

mit w = E, — Eyp (aus der Energieerhaltung). Wir schreiben

und wenden nun das WE-Theorem an:
L1\ &lrDal)
U'm! |rWD)adm) = < ) ——
< il = | 21 + 1
Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung:
1. WE-Theorem:
(a) Al=1-1=4+1,0.
(b) Am =m—m/: 0 fiir €in z-Richtung, £+1 fiir €in der (x, y)-Ebene.
2. Paritat: Al = 0 nicht erlaubt, denn:
(Im|Flalm) = (lm/|P™' PFP™!  P|alm)
—_—— T ——
(=) tm’] T (=) |adm)
= (=) Im|Fadm) = 0.
~—

—1
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Vorbemerkung 4.4.2 Unter einer inneren Symmetrie versteht man die
Invarianz eines Systems, genauer seines Hamilton-Operators, bzgl. Trans-
formationen innerer Freiheitsgrade.

Beispiel 4.4.3 Isospininvarianz der starken Wechselwirkung.

Literatur:

e T. Ericson and W. Weise, Pions and Nuclei, Clarendon Press, Oxford,
1988

Fakten:
e Ladungsunabhéngigkeit der Kernkrifte: Wechselwirkung ist invariant
bzgl. p <> n

Beispiele:

— Nukleon-Nukleon-Streuung

— Spiegelkerne: Kerne, die durch Vertauschen der Protonen- und
Neutronenzahl auseinander hervorgehen. Konnte man die elek-
tromagnetische Wechselwirkung abschalten und perfekte Isospin-
symmetrie einfithren, dann wiirden Spiegelkerne die gleichen Ei-
genschaften aufweisen.

Beispiel: 1'Bg (5 p und 6 n) und }'Cs
e 1932: Entdeckung des Neutrons durch Chadwick.

Heisenberg: Betrachte Proton und Neutron in Analogie zum Elektron
mit Spinprojektionen m, = j:% als ein und dasselbe Teilchen (Nukle-
on) in zwei verschiedenen Zustédnden mit Isospinprojektionen :I:%.

Literatur: G. Rasche, Zur Geschichte des Begriffes ,Isospin“, Arch.
Hist. Exact. Sci. 7, 257 (1971).

e Elektron: Externes Magnetfeld unterscheidet zwischen Spinprojektio-
nen.

e Nukleon: Elektromagnetische Wechselwirkung (z.B. elektrisches Feld)
unterscheidet zwischen Isospinprojektionen. Proton (Ladung +1) und
Neutron (Ladung 0):

1
Q=1+ §Y, Y: Hyperladung (1 fiir Nukleonen).

e Annahme: Die starke Wechselwirkung besitzt eine innere SU(2)-Sym-
metrie, d. h.

[Hst;[i] = O, Z = 1,2,3, [['L;I]] = iﬁijk[k-

Die Basisvektoren irreduzibler Darstellungen werden durch den Ge-
samtisospin [ mit Multiplizitat 27 +1 (I3 = 1,1 —1,--- ,—1I) gekenn-
zeichnet.
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Name | I I3 Y | Masse [MeV] Lebensdauer s (Haupt-) Zerfall
Breite [MeV]
Pion |1| a%:%l |0 140 2.6 - 10~5s St
70 0 0 135 8.4-10717s 70 sy
Nukleon | 3 p:3 1 938 stabil
(> 2.1 x 10?° Jahre)
n: —s 1 940 886 s pe” v,
A 2132, -2,-3]1 1232 120 MeV N

Tabelle 4.1: Verschiedene Isospinmultipletts. (200 MeV)™ & % - 10723 s.

1
3

e Hinweise auf Invarianz

1. Existenz von Multipletts mit (nahezu) gleicher Masse und iden-
tischen Raumszeiteigenschaften (Spin und Paritét), die zu Di-
mensionalitdten irreduzibler Darstellungen der zugrundeliegen-
den Symmetriegruppe passen. Siehe Tabelle 4.1.

2. Streuexperimente bzw. Zerfille (Vergleich von Matrixelementen).

e /u 2.:

(a) Zerlege Anfangs- und Endzustand in Eigenzusténde zu [ und Is.

(b) Invarianz des Hamilton-Operators bzgl. SU(2) fithrt zu Invarianz
der Streumatrix bzgl. SU(2) (analog zu Beispiel 4.3.13):

(I'I|T|113) = Tidp 1011, (4.19)

Zur Nlustration betrachten wir die m N-Streuung:

(4.19) '
=~ 2 Amplituden T% und T% )

1® 3

N

® 5
Clebsch-Gordan-Koeffizienten siehe 4.3.4 und Ubung 13, Aufgabe 4.
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Zur Erinnerung: Die Isospin-Projektionen sind additiv.

33 .
‘§a§> - |p7T >7
3 1

I S - Z41

B9 5 T h

31\ 2 I
33) = Vs T
3 1 1 2
‘57—§> = ﬁﬂm >+\/;|”7T ),
3 3 _

- —= = |nm7),

2 9

11\ 1 \/5 .
‘272> - \/§|p7r> 3’”7( >7
1 1 2 1,
3-3) = 2 - o)

Die physikalischen Kanile lauten ausgedriickt durch Isospineigenzustéinde



Exemplarisch:

11
0
= |==1
lpm) '22 0>
1 1 1
_ (A3 EN/ (L3 L,
2°)22 2°)22|22
3 03
1.\11 1\11]11
“1) =2 ((=1) =21 =21
1
2
1
2

/N
DN [0 =
o
SN—
I
S

Wir betrachten als Beispiel eine so genannte Ladungsaustauschreakti-
on (im Anfangszustand ist das Nukleon neutral und das Pion positiv
geladen, im Endzustand ist es genau umgekehrt)

© (BG-GB - ks)

und vollig analog
(pr’|Tlpr®) = <2Tg + T%) :

(nmt|Tnr™) =

Wl Wl

(T; n 2T;) .
2 2

1 1
= (pr"[T|pr®) — (| Tnr*) = (T - T%> - E(pwo\ﬂmﬁ).
Wirkungsquerschnitte sind proportional zu |T4;|?. Im Schwerpunktsys-
tem gilt fiir den Ubergang ¢ nach f (Konvention von Ericson und

Weise)
do [ mn 2 s '|2
dQ  \dmys) "

wobei /s die Gesamtenergie im Schwerpunktsystem ist. Fiir Wir-
kungsquerschnitte bei gleichen Kinematiken folgen Dreiecksungleichun-
gen (a+b=c,|c| <la| + |b]) (siehe Fig. 4.2):

| 2

1

V2

Vot — pr®) < /o (pr® — pr0) + /o (nat — nat).
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Vo (rh
) % G(TCO)

1
72 o (LA)

Abbildung 4.2: Dreiecksungleichungen fiir Pion-Nukleon-Streuung (Geome-
trische Interpretation der Dreiecksungleichung: Zwei Dreiecksseiten sind zu-
sammen ldnger als die dritte).

Weiteres Beispiel (Betrachtungen unterhalb der Schwelle fir 7N —

Nrr):
Tp—>Tp %Ts + gTé’
Tp— TN g(Tﬁ_Té)'
Der totale Wirkungsquerschnitt ergibt sich als Summe aller offenen
Kanéle:
owor(mp) = o(np— 7 p)+o(np— 7'n)

(gemischte Terme heben sich weg)

AENEORD0
0 (5) 3 (5)
Cr(p) = a@)

In der Néhe der Delta-Resonanz dominiert Isospin % vollsténdig, d. h.

o (2) > o (3) (siche Abbildung 4.3):

Il
|
Q

Otot (7T+p) R 300t (W_p)~

Beispiele 4.4.4 Hg ist ein isoskalarer Operator und damit auch die Poten-

zen H, die in der Storungsentwicklung der Streumatrix auftreten. Wende
Gl. (4.19) an.

1. NN-Streuung: % ® % =160 = 2 Isospinamplituden.

2. mr-Streuung: 1 ®1=2@ 1@ 0 = 3 Amplituden.
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200 Theorie:

— 7'

—— 71p

150 r | ---- ap—>n’n
Experiment:

u 7T+p

Tp

o [mb]

50 ¢

1.1 1.15 1.2 1.25 1.3

Abbildung 4.3: Totaler Wirkungsquerschnitt fiir die Pion-Nukleon-Streuung
im Bereich der Delta-Resonanz. Die Daten stammen aus der Datenbasis Vir-
ginia Tech Partial-Wave Analysis Facility (SAID), http://gwdac.phys.gwu/,
die theoretische Rechnung aus N. Wies, Die Deltaresonanz in effektiver
Feldtheorie, Diplomarbeit, Institut fiir Kernphysik, Johannes Gutenberg-
Universitéat, Mainz, September 2005.

3. 7N = At 1®4 =3 @5 — 3 = 1 Amplitude.

4. 7rN—>A7r:1®%:%€B%—>%®1:g®%@%:>2Amplituden.

Beispiel 4.4.5 Photopionproduktion vyN — N7w. Wende Wigner-Eckart-
Theorem und Satz 4.3.18 an.

Hint = Hst + Hema

wobei H., einen Anteil 0. Stufe Héﬁf und einen 1. Stufe He(éz enthalt.
Z. B. Wechselwirkung des elektromagnetischen Felds mit einem punktformi-
gen Nukleon (Dirac-Fermion ohne anomales magnetisches Moment):

£7NN: —61;41—1—7—0% )= ( P )

2 n

Betrachte die Streumatrix in niedrigster Ordnung in e aber beliebiger Ord-
nung in Hy. Da Hg ein isoskalarer Operator ist, &ndern auch beliebige
Potenzen von Hg den Isospin nicht. Es geniigt daher, die Wirkung von H,
zu untersuchen.

o He(g])\N ): 0® 3 = %, da Tensor 0. Stufe den Isospin nicht #ndert —
1®3=1e3 =1 Amplitude § — 3.
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3 @ 3, da Tensor 1. Stufe Isospin iibertragen kann
® 1. = 2 Amplituden % — % und % — %

D. h. insgesamt existieren 3 Isospinamplituden fiir 4 physikalische Prozesse:
vp — pr®, nat und yn — nx?, pr~ (siche auch Ubung 15, Aufgaben 5. und
6.).

Anmerkung 4.4.6 Isospinsymmetrie ist keine perfekte Symmetrie der star-
ken Wechselwirkung. Beispielsweise gilt m,, > m,, obwohl man aufgrund der
elektromagnetischen Wechselwirkung m, > m,, erwarten wiirde. ,,Grund*:
n = udd, p = uud, m, ~ 1.5 —3 MeV, mg~ 3 —7 MeV.
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Kapitel 5

SU(N) und Quarks

5.1 Physikalische Motivation

Hinweise fiir Substruktur der Hadronen (exemplarisch)
1. Ausdehnung (Formfaktoren; z. B. mittlerer quadratischer Radius
des Protons %, = (0.8750 £ 0.0068) fm)
2. Anregungsspektrum
3. Tiefinelastische Streuung (punktférmige Partonen)

Interpretation: Hadronen sind (komplizierte) Bindungszustéinde aus
fundamentaleren Freiheitsgraden.

,Fundamentale Theorie“: Quantenchromodynamik (QCD). Die QCD
ist eine nichtabelsche Eichtheorie mit einer Eichgruppe G' = SU(3),
(¢ fiir color, siche Kapitel 7.2).

Bei den Materiefeldern, den so genannten Quarks, handelt es sich um
Fermionen mit Spin 1/2, die in sechs verschiedenen flavors vorkom-
men:

,Leichte* Quarks:

flavor u d S

Masse [MeV] | 1.5—-3.3|3.5—-6.0 70 — 130

Ladung [e > 0]

win
|

W=

I + 0

N|—= (W=

D=

Strangeness: —1
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y,ochwere” Quarks:

flavor c b t

Masse [GeV] 1.271097 4207080 1 171.24+2.1

Ladung [e > 0] 2 —1 2

I3 0 0 0
Charm: +1 | Bottom: —1 | Top: +1

Siehe: A. V. Manohar und C. T. Sachrajda, Quark Masses, in: Particle
Data Group, Review of Particle Physics, Phys. Lett. B 667, 1 (2008),
http://pdg.1bl.gov/.

e Jeder Quarkflavor besitzt drei ,, Farbfreiheitsgrade*.

ATH(S, = %) =u T u 1T u T, Widerspruch zum Pauli-Prinzip, Slater-

Determinante
1 g1 b
— | r2 g2 bo
\/6 r3 g3 bs

e 8 Gluonen (Spin 1, masselos) vermitteln die Wechselwirkung.
e Die Wechselwirkung ist flavorunabhéngig.

e Freie Quarks und Gluonen werden nicht beobachtet (= Farbeinschluss-
oder Confinement-Hypothese).

e Baryonen: qqq-Zustande aus 3 Quarks; farbneutral durch Slater-Deter-
minante.

e Mesonen: ¢g-Quark-Antiquark-Zustand; farbneutral durch \/ig(rf +
gg + bb).
5.2 Mathematische Vorbemerkungen

o Ziel: Klassifikation irreduzibler Darstellungen von SU(N)

e Methode: Konstruktion als direkte Produkte iiber die Tragerrdume
der fundamentalen Darstellung bzw. der dazu komplex konjugierten
Darstellung

e Anwendung: Mesonen und Baryonen (Hadronen)
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Definition 5.2.1 Dualer Raum. Es sei X ein N-dimensionaler komplexer
Hilbert-Raum mit Orthonormalbasis {x;}, ¢ = 1,..., N. Dann ist X* :=
{f : X — C|f lineares Funktional auf X} der zu X duale Raum. Es gilt

(af +Bg)(z) = of(z)+ Bg(z),
flax +By) = af(x)+ Bf(y),
Va,ye X, f,g € X* a,f € C. Die duale Basis {x!} zu {x;} wird durch
X;{(X]):dij, i,jzl,...,N,
definiert.

Héufig aber nicht immer giinstige Dirac’sche Bra- und Ket-Schreibweise:
e Kets |a) sind Basisvektoren von X.

e Die zu den Kets konjugierten Bras (a| sind Basisvektoren des zu X
dualen Raums X™.

* \;(Xa) = (bla) = dap-

Beispiel 5.2.2 N = 2:

w=(g) w=(1) x=00 g=00

XB:E:(?), X3 f=(f f2),

2

f(ZE) = (fl f2) ( i; ) = f1$1+f2272 e C.

Alternativ:

v = wmll)+zl2),
= filll+ f2(2],
f(x) = (flz) = fiz1 + fars.

5.2.3 Transformationsverhalten von ,,SU(N)-Quarks und -Anti-
quarks®. Es sei X ein N-dimensionaler komplexer Hilbert-Raum mit ONB

{xi}: N
X3y=> v uvieC.
=1

1. Beschreibung des Flavor-Freiheitsgrades

Z. B. N = 3: x1, x2 und x3 beschreiben respektive den Basiszustand
eines u-, d- und s-Quarks.
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2. Beschreibung des Farbfreiheitsgrades

N = N, = 3: x1, x2 und x3 beschreiben respektive den Basiszustand
eines ,roten”, , griinen* und , blauen® Quarks.

Das Transformationsverhalten unter U € SU(V) lautet fiir einen normierten
Quarkzustand ¢ = 1;x; € X (Einstein’sche Summenkonvention)

U= Uy = P;Uxi = ;U0

Analog werden Antiquarks durch x; beschrieben mit dem Transformations-
verhalten fiir ¢* = ¢;x7 € X*

" = U™ = dU™X] = X;Uji-

Fazit: Quarks/Antiquarks werden mit Hilfe der ONB {x;}/{x}} des Trager-
raums der Fundamentaldarstellung/komplex konjugierten Darstellung be-
schrieben (siche 2.2.11).

Definition 5.2.4 Obere und untere Spinoren. Sei U € SU(N) mit
U;; dem Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, 7,5 = 1,..., N. Wir
benutzen auch folgende in der Literatur iibliche Konvention und ersetzen
i = Y, xim XS Uy e U,
¢ = ¢, xj— g, Use UG
Fiir eine allgemeine SU(NV) unterscheidet man 2 verschiedene Typen von
Spinoren, je nach Transformationsverhalten der Komponenten:

¢* = ¢1X;'kv U*Xr = UjiX;fa ¢Ij = Uji¢l>

d. h. untere Spinoren () transformieren bzgl. der Fundamentaldarstellung
und obere Spinoren (¢*) bzgl. der dazu komplex konjugierten Darstellung.

Definition 5.2.5 Ein SU(N)-Tensor lellli: ist ein N™*™"_komponentiges
Objekt, das bzgl. SU(N) wie
T = Uy ey, o T

transformiert.

Beispiel 5.2.6 Die Komponenten 1; und ¢ eines Quark- bzw. Antiquark-
spinors bilden jeweils SU(NV)-Tensoren 1. Stufe.

5.2.7 Unitaritdtsbedingung. Die Unitaritdtsbedingung fiir Elemente U &
SU(N) lésst sich folgendermaBen schreiben:

5y = (U'U)y = ULUs = UpUy; = US U =: 67,
e e S
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5.2.8 Die N2 Zahlen

g_ [ 1 firi=j,
© 1 0 sonst,

bilden einen invarianten SU(N)-Tensor, denn
8 = UFUa oL, = UFUTy, = 6.

5.2.9 Die NV Zahlen

1 fir (iq,4s,...,1y) gerade Permutation von (1,2,...,N),
€iyig.iy = & —1  fur (i1,1a,...,iy) ungerade Permutation von (1,2,..., N),
0 sonst,

bilden einen invarianten SU(N)-Tensor. Siehe Ubung 16, Aufgabe 5.

Analog fiir
- 1 fiir (4y,49,...,iy) gerade Permutation von (1,2,..., N),
2N =& —1  fiir (4q,19,...,1y) ungerade Permutation von (1,2,..., N),
0  sonst.

5.2.10 Zusammengesetzte Zustinde. Den Zustdnden zusammengesetz-
ter Systeme werden entsprechende Zustédnde des Tensorproduktes

X®X®X fiir Baryonen,
X ® X*  fiir Mesonen

zugeordnet. Symbolisch:

N
b = Z (;(1'11'21'3Xi1 ® XiQ ® Xi3’

i1,i2,i3=1
N
i,j=1

wobei die Koeffizienten C;,,;,, C’ij € C so gewahlt sind, dass der Zustand
normiert ist. Das zusammengesetzte System transformiert bzgl. SU(N) wie
B— B = Ciliﬂ'sUXil & UXi2 & UXis
= Uk "Uk,"* Ui, ® Cirigin X @ X @ X
= Chpr X" ©X" @ X",
MM = ClUY®U; =U'UCh @y = C" A @

/ o i1 12 i3
Cklkgkzg - Ukl UkQ Uks Ci1i2i37
W irrl g
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5.3 SU(2) (Isospin)

Die Isospininvarianz auf der Ebene der Hadronen resultiert mikroskopisch
aus

1. der Flavorunabhéangigkeit der Quark-Gluon-Wechselwirkung und

2. einer (zufilligen) Symmetrie der QCD: m, ~ my < typische hadro-
nische Skala ~ 1 GeV (m, = 770 MeV, m,, = 938 MeV).

Die Fundamentaldarstellung von SU(2), SU(2) 3 U +— U, wirkt auf einem
zweidimensionalen komplexen Hilbert-Raum X mit ONB {x*!, x?} (siehe
5.2.4):
Xi — Ujixj.

Physikalisch entspricht x' (x?) dem Zustand eines u-Quarks (d-Quarks)
mit Isospinprojektion —i—% (—%) Die Matrixdarstellung der Isospingenerato-
ren ist gerade durch die drei Pauli-Matrizen %Tj gegeben. Ein allgemeiner
Quarkzustand lautet

2
v=) U, GieC, [+ =1,
=1

oder in Spaltenmatrixschreibweise

(2)-(2)
(e Ya )
Die transformierten Komponenten ergeben sich laut
) () -0 (%)
— v 1 =U .
( Yq Uy g
SU(2) ist ein Sonderfall, da U und U* dquivalent sind (siehe Beispiele 2.2.11

und Ubung 9, Aufgabe 3.):
SUS™' =U* VU eSU(2) (5.1)

(0 -1 Lo 01
S——272—<1 0), S —(_1 O)'
Da S* = S und S~ = S~ gilt auch
SU*S™'=U VU e SU(2). (5.2)

Ausgehend von unteren Spinoren fiir u- und d-Quarks (bzw. p und n),
bestiinde die natiirliche Konvention zur Beschreibung der Antiquarks aus
oberen Spinoren (siche 5.2.4) mit Eintriagen

¢1 = ¢ﬁ7 ¢2 = qu
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und Transformationsverhalten

gbﬂ > * ( gbﬂ >
— U . 5.3
( bq bq (5:3)
Wegen Gl. (5.1) ist es in SU(2) (!) géngig, auch die Antiquarks durch untere

Spinoren zu beschreiben. Multipliziere dazu Gl. (5.3) mit S und fiige eine
Eins in Form von S~19 ein,

bq 0 bq ba
(5.3) * ¢ﬂ _ * Q—1 ¢ﬂ (5_2) m
— SU(¢d>—SUS S<¢d>—US(¢d>.

Damit erhalten wir als Transformationseigenschaften

1%) (1%) <_¢d) (_(bd)
— U und — U :
< Yq Yq Pu o
Anwendung 5.3.1 Wir betrachten zunéchst Mesonen, die aus u- und d-
Quarks und den zugehorigen Antiquarks bestehen. Der Hilbert-Raum ist
das Tensorprodukt aus X; zur Beschreibung der Quarks und X, zur Be-
schreibung der Antiquarks

X = X1 ® X2
mit Basisvektoren

fiir ein u-Quark,

fiir ein d-Quark,

~ N .
_ 0 Ok RO O -

N N N N

fiir ein d-Antiquark,

VR
|

fiir ein u-Antiquark.

VR

Die Darstellungsmatrizen fiir die Isospinoperatoren lauten fiir beide Rdume
o ! T2 0 1
\1]1(‘['1') - \112(_[+) - 9 + 92 - ( 0 0 ) )
_ . 1 o E - O O
\1]1(1_) = \IJQ(]_) = 9 1 5 = ( 1 0 ) s

Ui(l) = ‘112(10):%=%<é _(1))



Damit ergeben sich als Darstellungsmatrizen auf X
0 1 0 1
V() = (OO>®1+1®(00>7
0 0 00
() = (10)@)1—1—1@(10)7
1/1 0 1 1 0
V() = 5(0 _1)®]1+§Il®(0 _1).

Das 71 ist ein zusammengesetzter Zustand aus einem u-Quark und einem
d-Antiquark und wird in X folgendermaflen beschrieben:

|7r+):|1,1>:((1)>®(_é).

In der Physik wird fiir die rechte Seite auch einfach ud geschrieben. Die
beiden anderen Pionzustinde ergeben sich durch die Anwendung des Ab-
steigeoperators:

Lir*) = V2In%)

d. h.

oder in Physikerschreibweise
1
V2

Mit_.Hilfe einer weiteren Anwendung des Absteigeoperators erhilt man (sie-
he Ubung 16, Aufgabe 6.)

r=-(2)e(4) -

Bemerkung: Unsere Konvention ist konsistent mit der Condon-Shortley-
Phasenkonvention. Leider wird dies in vielen Biichern sehr unterschiedlich
gehandhabt. Beispiel: Perkins, Introduction to High Energy Physics, Ab-
schnitt 5.5 ist hier rigoros, Gottfried und Weisskopf, Concepts of Particle
Physics, Vol. 1, Abschnitt 1.E.6 nicht.

(dd — uu).
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5.3.2 Graphische Konstruktion. Jede Basis einer irreduziblen Darstel-
lung 7 lésst sich durch eine Strecke der Lénge 27 mit 25 + 1 Punkten im
Abstand 1 darstellen, die den Eigenwerten von J3 entsprechen:

j_ 12 -1/2 172
]=1 1 0 1
j=3 ) 32 -172 12 312

In der Produktdarstellung j; ® jo gilt J3 = J3(1) 4 J3(2), d. h. die einzelnen
Eigenwerte sind additiv. Die graphische Konstruktion erfolgt durch wie-
derholte Uberlagerung des Mittelpunkts der Basis zu j; mit den einzelnen
Punkten der j,-Basis:

1201/2 = ®
*r—ee |
_ ‘ !
= e o . =1®0
1”2®1 = . ®
oﬁ—cl
—re | :
_ ‘

- =32 ®172

Die Operatoren J. verschieben innerhalb eines Multipletts um eine Einheit
nach rechts (J;) bzw. links (J_).

Beispiel 5.3.3 Folgende Schreibweise ist in der Literatur iiblich: uu steht
fiir |u;u) bzw. x' @ x! usw.

Sei X = C? mit Orthonormalbasis {x', x*},
Xsz=c¢Y,
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und Y = X ® X mit ‘ }
Yoy=cjx' ®@x.

y ist symmetrisch bzw. antisymmetrisch bzgl. 1 <> 2 meint
Cij = Cy4 bzw. Cij = —Cj; v Z,j S {]_, 2}

e Isospin fiir (leichte) Baryonen

1. Schritt: Kopplung des ersten und zweiten Quarks mit Hilfe der
Clebsch-Gordan-Koeffizienten aus Beispiel 4.3.3:

1 1 1 1
(ti[i)- 1 =( )

3 31 —3 —3| 1
1 1 1 1
5 —310 vz —3 310

1
—=(ud + d dd
I=1: 7 ulu \/Q(u O+ v) 1 symmetrisch bzgl. 1 < 2.

; -

VR
NN
N[ =D | =

0N_ L __( 3 3|0
0) v2 -3 35/0)°
1
I=0: —(ud—du), antisymmetrisch bzgl. 1 < 2.

V2

2. Schritt: Kopplung mit dem dritten Quark
(1) I =3/2 (exemplarisch)

NI NI

1 113
(1i§>:1, = uuY, .
2 2 [_3
3= 3
1] 3 113
L =513 0 513 3
I = d+ —(ud + d VE L (wud + udu + dun).
= — UU— —U U U:—UU uau uu
P2 V3 V2 3 3

Die restlichen Zusténde ergeben sich analog.

uuu %(duu + udu + uud) %(ddu + dud + udd) | ddd
T T 3

2 2 2

I3

(NJ[9%

symmetrisch bzgl. Vertauschung zweier beliebiger Quarks (deshalb in
der Literatur héufig auch ¢g = |[($3)13]2), Index S fiir ,,symmetric*).

(2) I =1/2.
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(a) (Benutze CG-Koeffizienten aus Ubung 13, Aufgabe 4):

2 1 1 1
uu /= d+ —=(ud+du) | ——— | u = —=(2uud — udu — duu),
3 w# )<\ﬁ> ¢é )
~ S—— ~~ d
CG-K CG-K =1
i(ual—l— du)id—i- dd —\/g u = —L(Qddu — dud — udd)
V2 V3 3] V6 B
=1

Keine Symmetrie bzgl. Vertauschung 1 <> 3 oder 2 <> 3 (Index M

fiir ,mixed®), symmetrisch bzgl. 1 <+ 2 (Index S fiir ,,symmetric):

deshalb auch Bezeichnung ¢s = |[(33)13]3)-

Ist die Phase tatséchlich konsistent? Dazu betrachten wir die Wirkung
des Absteigeoperators

I =1 (1)+1_(2)+1_(3)

auf den Zustand mit Eigenwert +%:

1(2) ) 3= ||(32) ) 23)
_ H'(1)%—[(2)%—[(3ﬂ:;g(2uud——udu——duu)

1
= %[Q(dud + udd + 0) — (ddu + 0 + udd) — (0 + ddu + dud)]
1
= —(dud + udd — 2ddu
¢a )
1
= ——(2ddu — dud — udd).
vl .V
(®) 1 1
E(Ud — du)u, —E(du —ud)d.
13 = % 13 e —l

Keine Symmetrie bzgl. Vertauschung 1 <> 3 oder 2 <> 3 (Index
M fir ,mixed*), antisymmetrisch bzgl. 1 <> 2 (Index A fiir , anti-

symmetric®): ¢ara = [[(32)05]1).
Clebsch-Gordan-Zerlegung fiir Isospin:
1 1 1 1 3 1 1

S@-®-=(1 C=gi@-.
39505 = (18085 =586587

Die beiden Isospin—%—l\/[ultipletts unterscheiden sich in ihren Symme-
trieeigenschaften.
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e Spin analog: X5, Xam,s, Xam,a- Ersetze u —1 und d — .

e Quarkmodellwellenfunktion fiir A und Nukleon:

A) = os) ®xs)® |Os) ® |[Fa)
~ =~ —~— ~—
[sospin  Spin Ortsraum Farbraum

IN) = %(WM,S) ® [Xar,5) + [@ara) @ [Xara) @ |Os) @ |Fa).

Farbraumzustand, siehe Ubung 16, Aufgabe 5: Vollsténdig antisymmetrisch.

Annahme: Grundzustand symmetrisch im Ortsraum.

Als konkrete Beispiele betrachten wir jeweils die Spin-Flavor-Zustéande fiir
ein ATt mit Spinprojektion S, = 3/2 und ein Proton mit Spinprojektion
S, =1/2:

A++(Sz:§>:uuu®TTT= utut ut ,
2 ——

Physikerschreibweise

(5._1) - ¥L[3—@ 4 — udu — duu) ® —=(2 11} — 141 — 111)
plS:=5] = VAN uud — udu — duu 7
1 1
s (ud = duju @ (1 = 1) 1
1

= 7 [%(ZMT utdl—2utuldt—2ulutdt

—2utdtul+utdlut4ul dt ut

“2dtutul+dtulut+dlutut)

+%(qu¢uT—u¢dT ut—dtulut+dl ut ut)
1

— \/—1_8[2(uT utdl+utdlut+dlutu?)

—(utuldtudutdttutdtoul
+dtutultul dtut+dt ul ut).

Vorbereitung 5.3.4 Essei X ein N-dimensionaler komplexer Hilbert-Raum.
Gegeben seien zwel Zusténde |U), |P) € X ® X,

N

T) = ) eyliy @ 15),

ij=1

B) = > dyli) @13),

ij=1
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mit der Symmetrieeigenschaft
Cij = Cji, dij = dﬂ

(Die Zustande |¥) und |®) sind symmetrisch unter der Vertauschung von

,» Teilchen 1¢ und ,, Teilchen 2. Wir verzichten hier auf eine SU(NV)-Schreibweise
mit oberen und unteren Indizes.) Ferner bestehe O aus der Summe (identi-
scher) Einteilchenoperatoren A:

2
O=A01+10A=) Afl).
Mathematik &L ___

Physik
Dann gilt:
(P[O]¥) = 2(Q|A(1)[¥) = 2(D|A(2)[ V).
Begriindung:
R N
@OIW) = Y dieu(i| @ GI(A®T+1® A)k) ®|1)
ij, k=1

= ) denl(ilAlk) (D) + (ilk) (IAILD)

~ -

Z'7]'7k;7l:]-
A 95 di  Aj
N N
* *
= E dijcijl-k + E dijcilAjl .
i,5,k=1 i,5,1=1

-~ -~

(@[AM)T)  (2[A(2)|P)
Benutze nun:
N N N
(@A) = Y dieady =Y dicidy= Y dijcr A = (D|A(1)]D).
i,5,0=1 i,5,l=1 i,5,k=1

Bemerkung: Die Verallgemeinerung fiir ein n-faches Tensorprodukt X @ X ®
... ® X zeigt man analog:

(®|O|T) = n(®|A(L)[T) = ... = n(B|A(n)|¥).

Anwendung 5.3.5 Ladung des Protons. Betrachtet man nur w- und d-
Quarks, so ergibt sich der Ladungsoperator eines Baryons als folgende Sum-
me:



Damit erhalten wir

P3P = 35t lp )+ 5 G
131
- 3733l
denn
1 1 1
Pt Im@)p ) = AT+ +(1=1+ 141+ 14+1)] = = (442) = o

Anwendung 5.3.6 Das magnetische Moment eines Protons ist im nicht-
relativistischen Quarkmodell gegeben durch das Matrixelement

pp = <pT\M\pT>

= pTIZ (B)lp 1)

= %3(1?T [R(3)as(3)[p 1).

Hierbei ist e > 0 die Elementarladung, m die Masse des u- und d-Quarks
im nichtrelativistischen Modell, Q(7) der Ladungsoperator, der auf das i-te
Quark wirkt, und o3(i) die Pauli-Matrix, die auf den Spin des i-ten Quarks
wirkt. Verwende den Protonzustand aus Beispiel 5.3.3. Beachte, dass Q(3)
und o3(3) diagonal sind, z. B.:

(wh ut dLIQ@os@t ut dl) = —2(-Dfututdljututdl)

1
1
= 3
Dann gilt:
brieEEb Y — 1 [+(-50+ 300+ S0)
+ (—%(H) + (—1> (+1) + g(—l)
+§(—1)+§(+1)+§(+1) ]
1 5 2
- E<4'§_§)
1
= 3

Damit erhalten wir fiir das magnetische Moment des Protons
e .1 e e
He = om”3 ™ a2m ( 2(3m)>
Weitere Beispiele siche Ubung 18, Aufgaben 2 — 4.
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5.4 SU(3)

5.4.1 The Eightfold Way (Gell-Mann und Ne’eman, 1961). Betrachte
Gruppierungen von stark wechselwirkenden Teilchen mit dhnlichen Massen
und denselben ,, Raum-Zeit-Eigenschaften®, d. h. Spin J und Transformati-
onsverhalten bzgl. Paritdt, P = £1. Organisation bzgl. Hyperladung Y,

Y =B+S, B: Baryonenzahl, S : Strangeness

und Isospinprojektion I3, wobei
Y N :
Q=1+ ox Gell-Mann-Nishijima-Relation.

Typischer Eintrag in Review of Particle Properties: 1¢(JF¢), wobei G-
Konjugation das Produkt aus einer ,Drehung“ mit —7m bzgl. der 2-Achse
und Ladungskonjugation ist:

G = Cexp(inly).

Ladungskonjugation transformiert einen Teilchenzustand in den zugehori-
gen Antiteilchenzustand. Der Eigenwert zu G wird als G-Paritét bezeichnet

(siche Ubung 18, Aufgabe 5).
Betrachte das pseudoskalare Mesonoktett:

T ,."/ %13s) 1(549) N Tl:+(140)
& ">

K

Y=B+S. B=0

Massen in Klammern in MeV.

™ 17(07)

¥t 17(07)

n: 07(077)
L
K+ 5(07)
KR 5(07)
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Interpretation: Es handelt sich um zusammengesetzte Zustidnde (Gell-Mann,
Zweig 1964), die zu einem Multiplett irreduzibler Darstellungen von SU(3)
passen.

Weitere Multipletts

YA
ne40) |1 p©33)
[ J 1 (]

s \
’ \

¥ (197 /./"20(1193}\ N xas)
* NN
. (1116) 7
SN S
. ; 3

Y=B+S. B=1
Baryonoktett mit J = %
Y A
A A gl AT AT 1232
@ L R *
TE yO P 1385
— ¢ ¢
1 1
/ 13
E* e o 2% 1530
oy 1672
Y=B+S. B=1

Baryondekuplett mit J = %

5.4.2 Lie-Algebra su(3) und Gell-Mann-Matrizen Gegeben sei U €
SU(3) :={A € GL(3,0)|ATA = AAT = 13,3,det(A) = 1}. Es ist iiblich, U
mit Hilfe der acht linear unabhéngigen Gell-Mann-Matrizen zu parametri-
sieren (U = exp(B), B € su(3); siehe Sétze 3.4.2 und 3.4.3):

U = U(@l, ey 68) = exp (—i@a%) > @a S ]R,,
A _oU

2 o,
Wenn wir B, := —i%¢ setzen, dann bildet {B,} eine Basis der reellen Lie-
Algebra su(3):

su(3) := {B € gl(3,C)|B" = =B, Tr(B) = 0} = {6,B,|0, € R}.

0,...,0), A =X, Tr(M\) =0, Tr(AaXs) = 20as-

a
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Die Gell-Mann-Matrizen erfiillen die Vertauschungsrelationen

)\a )\b . )\c

{?, 5] = Zfabc?’

wobei die Strukturkonstanten durch das folgende Schema charakterisiert
werden konnen:

abc | 123 | 147 | 156 | 246 | 257 | 345 | 367 | 458 | 678
fabc 1 _% %\/§ %\/g

Die Strukturkonstanten sind antisymmetrisch bzgl. Vertauschung zweier In-
dizes. In der Tabelle nicht vorkommende Strukturkonstanten sind Null.
Die Antivertauschungsrelationen lauten

1
2

[
[
[
[

4
{)\aa )\b} = gaab13x3 + 2dabc)\w

wobei die dg. vollstdndig symmetrisch sind:

abc | 118 | 146 | 157 228 247 256 338 | 344
d 1 1 1 1 _1 1 1 1
abe | /3 2 2 V3 2 2 V3 2
abc | 355 | 366 | 377 448 558 668 778 | 888
d 1y _ 1y 1 _ 1y _ 1 | _ 1 | _ 1 | _ 1
abe 2 2 2 23 2v/3 2v/3 2v/3 V3

Konkrete Darstellung:

010 0 —i 0 1 00
M=[100]|, =i 00], =0 -10 |,
000 0 00 0 00
00 1 00 —i 00 0
M=lo0o0o0]|, xx=[00 C Xx=|001],
100 i 0 0 010

00 0 /10 0
=00 —i | A=qz(01 o0
0 i 0 00 —2

Definition 5.4.3 Als Cartan-Algebra (von su(3)) bezeichnet man die
grofite kommutative Lie-Unteralgebra (von su(3)). Sie ist zweidimensional,
deshalb existieren zwei miteinander vertauschbare Basismatrizen Az und Mg
[(N — 1)-dimensional fiir su(N)].

Wir fithren das so genannte s-Quark ein unter der Annahme, dass die
starke Wechselwirkung invariant bzgl. (Flavor-) SU(3)-Transformationen
ist.
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5.4.4 Fundamentaldarstellung 3 und dazu konjugierte Darstel-
lung 3*. Es sei X ein komplexer dreidimensionaler Hilbert-Raum mit der

1 0 0
X1 = 0 y X2 = 1 y X3 = 0 )
0 0 1

die wir als u-, d- und s-Quarkzusténde interpretieren. Wir verzichten hier
auf eine Tensorschreibweise mit oberen und unteren Spinoren. Fiir die Fun-

damentaldarstellung ¢ : SU(3) — GL(X) mit ¢¢(U) := U gilt

Wy,
Xaq: \de
W,

, ¢— ¢ =Uq mit U eSU(3).

Die x; sind Eigenzusténde zu

1 0 0
. 1 2 1
Igf = \I/f(ZBg):E)\;g: 0 -3 0 5
0O 00
10 0
_238) 1 3
Y:\If(z—:—)\g:OlO,
f f \/g \/g 0 8 _%

die wir als Operatoren der Fundamentaldarstellung Wy : su(3) — gl(X),
Us(B) := B fiir alle B € su(3) interpretieren. Die Eigenwerte auf den
Diagonalen bezeichnen die Isospinprojektionen I3 und die so genannte Hy-
perladung Y der Quarks.

Die komplex konjugierte Darstellung SU(3) 5 U +— U* : X* — X* wirkt
auf dem dualen Raum X*. Wir schreiben die duale Basis in der Form

1 0\ 0
xi=10 | =1 x;= 1 =d, x3=| 0 | =5,
0 0 1

die wir als @-, d- und 3-Antiquarkzustinde interpretieren. Ein beliebiger
Antiquarkzustand lautet dann

O
" = gaXi + daxa + Psxz3 = | ¢a
Os

und transformiert laut
Die zur Fundamentaldarstellung duale Darstellung Wgr : su(3) — gl(X™)
erhilt man durch (sieche Ubung 19, Aufgabe 5)

\I/df(B) .= —BT V Be su(3).
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Insbesondere gilt

. . . 1 1
Ly = Wg(iBs) = iWy(B;) = i(—)V}(B3) = _§>\3T = _5/\3

-3 00
= 035 0],
0 00
2B 1 1
Ydf == < 38) \IIT Bg) ﬁ)\g == —ﬁ)\g
1
-3 0 0
= 0 —% 0
0 0 %

Die Eigenwerte auf den Diagonalen bezeichnen die Isospinprojektionen I3
und die Hyperladung Y der Antiquarks.

Salopp zusammengefasst verwenden wir fiir die Fundamentaldarstellung die

Matrizen
Aa

2
und fiir die dazu duale Darstellung

)\T
—5
Definition 5.4.5 Fiir eine beliebige Darstellung ¥ heiflen die Eigenwert-
paare (I3,Y") die Gewichte von W.

Definition 5.4.6 Ein Gewichtsdiagramm einer Darstellung ist eine graphi-
sche Darstellung der Gewichte in einem (/3,Y)-Koordinatensystem. Aqui-
valente Darstellungen besitzen die gleichen Gewichtsdiagramme.

Beispiel 5.4.7 Die Gewichtsdiagramme des Quark- und Antiquarktripletts
sind durch Spiegelung am Ursprung miteinander verkniipft.

Quarktriplett

(-
'

Wl l~<

N|—= o

Y =B+8, B:%
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Antiquarktriplett

Y
2 —
gis
1 1
3 . 5_13
ue —31 e d
1

Y=B+S, B=-g.

5.4.8 Graphische Konstruktion. Ahnlich wie fiir SU(2) lassen sich Pro-
duktdarstellungen aus der Fundamentaldarstellung 3 und der konjugierten
Darstellung 3* durch Uberlagerung der Multipletts bilden. Wegen der Addi-
tivitdt der Quantenzahlen Y und I3 muss man dazu das erste Multiplett je-
weils mit dem Punkt (/3,Y") = (0, 0) iiber jeden einzelnen Punkt des zweiten
Multipletts legen und erhélt damit die entsprechenden zusammengesetzten
Zusténde.

1. Ausgedriickt durch die Dimensionalitéten gilt 33 = 6®3* (manchmal
auch 3 anstelle 3*):

2. Anmerkung: Die Gewichtsdiagramme irreduzibler Darstellungen («, )
besitzen die folgende Eigenschaft. Die Punkte am Rand sind einfach
besetzt. In der néchst inneren Schicht sind die Punkte zweifach be-
setzt, usw.

(a) Fir a = § endet das Verfahren im Ursprung, der (a + 1)-fach
besetzt ist.
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(b) Fiir @ # [ bricht das Verfahren ab, sobald eine Dreiecksform
erreicht ist. Fiir o > [ sind die Punkte des Dreiecks (Rand und
Inneres) jeweils (5 + 1)-fach besetzt [(« + 1)-fach fiir 5 > af.

3.3®3"=8d1

\ 7 \ 7
\ 7 \ 7
L N
@ ®
\ 7
\ » 7’
\ 7
\ 7
\ 7
\ I:
\ _I:
N K4
s -2

5.303®3=(603)®3=1008®8® 1 (siche Ubung 19, Aufgabe 5)
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5.4.9 T-, U- und V-Spin. Es sei F, := \,/2, wobei A\, (a =1,...,8) die
Gell-Mann-Matrizen sind. Wir definieren

5 00
Ty = Fs=|(0 —5 0 |,
0 00
010
T, = Fi+iF,=|00 0 [,
000
000
T,:Fl—iFQZ 100
000

Wir schreiben T3 anstelle von Us(F3) und |u) fir x; usw. In der Funda-
mentaldarstellung sind die Quarks Eigenzusténde zu T3y mit

1

Tla) = ),
1

T3f|d> = _§|d>7

T3f|8> = 0.
Die Operatoren Ty wirken laut

T+f‘u> = 0,

Tigld) = |u),

Tyyls) = 0
und

T_flu)y = |d),

T*f|d> = 0,

T_gls) =

In einem (73, Y')-Diagramm verschieben die (Darstellungen der) Operatoren
Ty parallel zur T3-Achse und vernichten die Zustdnde an den entsprechenden
dufleren Enden.

Den Hyperladungsoperator haben wir schon kennengelernt

1
v 2. (51
:_8: et
V3 00 -2
mit
Vil = ~lu)
f - 3 9
1
Y:d) = =|d
) = 51,
2
vils) = —2ls)



Des Weiteren definieren wir

U+ - F6+ZF7:

U, — F6—iF7:

o O O O O
_ o o O o o
OO Oo OO O~ O

mit der Wirkung in der Fundamentaldarstellung

U+f”LL> = 07
U+f|d> = O)
Urpls) = |d)
und
U_flu)y = 0,
U_sld) = |s),
U_f|8> = 0.
Schliefllich betrachten wir noch
0 01
V., = Fy+t5=1| 0 0 0 |,
0 00
0 00
V. = F,—iFs=1 0 0 0
1 00

mit der Wirkung in der Fundamentaldarstellung

V+f|u> = 0,
v_;_f‘d) - 0,
Vigls) = |u)
und
Vopluy = |s),
Voyld) = 0,
V_f|8> = 0.
Der Vollstéindigkeit halber definieren wir noch
s 1 10 0 1 00 00 0
U3:ZY—§T3:0§0—0—§0:0§0,
00 -1 0 00 00 -1
s 1 10 0 100 10 0
%:ZY+§T3:O%O+O—}10:OOO,
00 —3 0 00 00 —3
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wobei die Eigenwerte der Quarks jeweils wieder auf der Diagonalen stehen.
In einem (73, Y')-Diagramm, in dem die Y-Achse im Vergleich zur T5-Achse
um den Faktor sin(60°) = v/3/2 ~ 0.87 skaliert ist, verschieben die Ope-
ratoren T parallel zur T3-Achse, die Operatoren Vi und UL parallel zu
Achsen, die durch Drehungen um 60° und 120° um den Ursprung aus der
T3-Achse hervorgehen.

Wirkung der T-, U- und V-Spin-Operatoren in der Fundamentaldarstellung:

-

Schematische Darstellung der Wirkung der T-, U- und V-Spin-Operatoren
in einer beliebigen Darstellung:
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Wegen der SU(2)-Vertauschungsrelationen spricht man auch vom T-, U-
und V-Spin (siehe Ubung 19, Aufgabe 8).

Fiir die duale Darstellung zur Beschreibung der Antiquarks definieren
wir analog

bYs A
Tsyy = VYg(F3) = —73 = —?37
T:tdf - \Ifdf(Fl :l: ZFQ) — \I/df(F1> :l: Z‘I’#(FQ)

= —/\—;F:I:z'<_;\2T) _ Mgk

(

|
o~ o
o oo
o oo

|
—_
)

o O O
jen}
o

USW.
Die Matrizen der dualen Darstellung ergeben sich demnach aus denjenigen

der Fundamentaldarstellung durch Transposition und Multiplikation mit
einem Gesamtvorzeichen.

Die Wirkung auf die Antiquarkzusténde

1 0 0
@ =xi=10 |, [d=xa=|1], H=x3=(0],
0 0 1



lautet

1
Lylw) = —3la),
_ 1 _
T3df’d> = 5' >7
T3df|§> - O,
000\ /1 0 )
Toglt) = [ =1 0 0 0= -1|=—1a.
000 0 0
Tigld) = 0,
T+df|§> = Oa
T—df|a> = 07
7 0 -1 0 0 1
T_df|d> = 0 0 0 1 = 0 :—|U>,
0 0 0 0 0
T_gls) = 0.

Der Rest wird in Ubung 20, Aufgabe 1 bestimmt.

Vorsicht: Mit der obigen Vorzeichenkonvention erfiillen die Antiquarkzustéinde
nicht die Condon-Shortley-Konvention.

5.5 SU(N)-Multipletts und Young-Diagramme

1. Ein Multiplett ist eine ONB des Tragerraums einer irreduziblen Dar-
stellung von SU(N).

2. Ist der Hamilton-Operator invariant bzgl. SU(N), [Hy, U] = 0, dann
sind die Zusténde eines Multipletts Eigenzustdnde zu Hy mit demsel-
ben Eigenwert (Voraussetzung: keine spontane Symmetriebrechung).

5.5.1 Bezeichnung von SU(IN)-Multipletts. Ein SU(N)-Multiplett ist
eindeutig durch ein (N — 1)-Tupel («, 5, ...) mit Komponenten in Ny be-
stimmt.

Geometrische Deutung fiir SU(2) und SU(3):

e Fiir ein SU(2)-Multiplett bezeichnet o die Anzahl der Schritte vom
einen zum anderen Ende des Multipletts. Anzahl der Zustinde in ei-
nem Multiplett N(a) = a + 1.

e Fiir SU(3) bezeichnen o und /3 die Anzahl der Schritte in horizontaler
Richtung am oberen und am unteren Ende des Multiplett-Diagramms.

Beispiele:

1. Triplett (1,0):

150



[ ]
2. Konjugiertes Triplett (0,1):
[ ]
[ ] {
3. Oktett (1,1):
[ ] ®
° (® °
[ ] {
4. Dekuplett (3,0):
([ ] ([ ] ® [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] {
°

e SU(N)-Singulett: (0,0,...).

e In einer Flavor-SU(N) bilden die N Quarks das (1, 0,0, .. .)-Multiplett
und die N Antiquarks das (0,0, ..., 1)-Multiplett.

e Als konjugierte Multipletts bezeichnet man (o, 8,...) <> (..., 5, a).
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5.5.2 Anzahl von Zustinden. Fiir die Anzahl von Zustidnden in einem
SU(N)-Multiplett gilt:

1
SU(2) : N(a):air,
1 1 2
SUB):  Nia,g) = IO IR
a+1+1y+la+pB+28+y+2a+8+v+3
SUM): Nl 8,7) = 1= 5 .
a+18+1y+10+1a+B+28+7+2y+0+2
Xa+ﬁ+7+35+7+5+3a+ﬁ+7+5+4
3 3 4 ’
usw.
Bemerkungen:

1. Es treten nur Sequenzen direkt aufeinanderfolgender Komponenten
der (N — 1)-Tupel auf.

2. Ein Multiplett besitzt dieselbe Anzahl Zustéinde wie sein konjugiertes
Multiplett: N(o, 8,...) = N(..., 5, ).

Denn: Invertiere in jedem Block die Reihenfolge der Faktoren und in
jedem Faktor die Reihenfolge der Komponenten.

Beispiel:
a+18+1y+1la+8+28+yv+2a+8+7+3
B Yy+1B8+1la+1y+p8+28+a+2y+F+a+3
1 1 1 2 2 3
- N(77/87a)'

3. Verschiedene (nicht konjugierte) Multipletts konnen dieselbe Anzahl
Zusténde besitzen.

Beispiel:
5 2 6
N = 4-1-1---—- - =2
(3,0,0) 55 3 0,
4 3 5
N(1,1 = 2:2-1-=-—- — = 20.
(7 70) 2 2 3 O

Definition 5.5.3 Tensordarstellung der Permutationsgruppe S,, (sie-
he Beispiel 1.2.11). Es sei X ein g-dimensionaler komplexer Hilbert-Raum
mit ONB {ey,...,e,}. Dann bilden die Vektoren

Ciyoiy =€, Q... Q€ li,...,t,=1,...,q,
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eine ONB im Tensorprodukt

Z=X®..0X
—_———
n Faktoren
mit A
Z 3 z=1t""¢; ; (Einstein’sche Summenkonvention).

Jeder Permutation 7 € S,,,
w:(l 2 ... n) 7r_1:<1/ 2 ... n’)
v 2 ... o) 1 2 .. n )
ordnen wir einen linearen Operator ¢, : Z — Z zu mit
Or(2) = op(t ey ) =Ty o= e = e 1y i)

¢, entspricht der Permutation der Indizes von - nach tv .

Vorsicht: Manche Biicher wéhlen als alternative Konvention eine Permu-
tation der Basisvektoren. Der Unterschied ist analog zur Darstellung von
Drehungen als aktive Drehungen (,,Drehen des Gegenstands®) im Unter-
schied zu passiven Drehungen (,,Drehen des Koordinatensystems*).

Beispiel 5.5.4 e n = 3 zur Beschreibung eines Baryons und

e ¢ = 3 zur Beschreibung des SU(3)-Flavors der drei leichten Quarks.

Es sei
. .k ! . .k
2 = tPeyr =udu, d.h. t*=1, /" =0 sonst,
- | .
7 = ti ey, =uds, d. h t®=1tJ"=0 sonst.

Betrachte die Permutation

(123 L (123
™\312)/) " T\la231)

Die Anwendung der Darstellung auf die z; ergibt

or(udu) = @p(z1) = tlfijeijk = t1*'eq11 = duu
tijkejki = t1"eann,
prluds) = ox(z) = th7eijn = 13 ea5 = dsu

_ ik _ 4123
= 15 €jr =ty ea31.

Anschaulich: Die Quarks aus den Positionen 1, 2 und 3 kommen entspre-
chend in die Positionen 3, 1 und 2.

Verallgemeinerung fiir ( » ; : Die Quarks aus den Positionen
Lo o
1,...,n kommen entsprechend in die Positionen py, ..., p,.
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Definition 5.5.5 Young-Rahmen. Jeder Zerlegung

mit natiirlichen Zahlen

ordnen wir einen so genannten Young-Rahmen der folgenden Form zu:

n, Késtchen

ny Késtchen

n; Kastchen

Definition 5.5.6 Standardtableau. Ein Standardtableau ergibt sich, in-
dem man die Késtchen mit den Zahlen 1 bis n belegt unter Beriicksichtigung
folgender Regeln:

1. Es diirfen keine Wiederholungen auftreten.

2. Die Nummerierung wéchst in den Zeilen von links nach rechts und in
den Spalten von oben nach unten.

Als Gewicht ¢ eines Young-Rahmens bezeichnet man die Anzahl der zu-
gehorigen Standardtableaus.

Beispiele 5.5.7 1. n = 2: Young-Rahmen
2=1+1: H,

2=2: [T

mit Standardtableaus



2. n = 3: Young-Rahmen

3=1+1+1: :

3=241: |

3=3: [TT]

mit Standardtableaus

1]2
3 ?

1]

3. n = 4: Ubung 20, Aufgabe 2.

o] [ro]e
o]
s
I
—

Definition 5.5.8 Young-Operatoren oder Projektionsoperatoren
auf 7 := X ®...® X (n Faktoren).

Mit T}, ..., Ty bezeichnen wir die Standardtableaus. Betrachte fiir ein ge-
gebenes Standardtableau T die Wirkung aller Permutationen aus S,, auf

das Standardtableau und sortiere die Permutationen nach folgender Eigen-
schaft:

e Die Menge H; (fiir horizontal) besteht aus allen Permutationen, bei
denen jede Zeile des neuen Tableaus eine Permutation derselben Zeile
des urspriinglichen Standardtableaus ist.

e Die Menge V; (fiir vertikal) besteht aus allen Permutationen, bei denen
jede Spalte des neuen Tableaus eine Permutation derselben Spalte des
urspriinglichen Standardtableaus ist.

Fiir eine gegebene Permutation 7 und ein gegebenes Standardtableau 7;
sind folgende Moglichkeiten denkbar:

1.

2.

w

—~ /5\ — —~
R

R R
>

—~ /; —~ —~
m
N

-
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Ilustration (siche auch Ubung 20, Aufgabe 4). Betrachte

(123
o= 1 2 3 )’
(123
T = 21 3 )
(123
™= \3921)
(123
T4 = 1 32 )’
und
T =
Es gilt
;)23;)2 = (m € Hy) A (m € V),
;)23:231 = (m € Hy) A (o & V),
21%23?2 = (w3 & Hy) A (5 € V),
?1)23 ; 3 o (mi ¢ o) A (ma ¢ V),

Jedem 7T} ordnen wir einen Young-Operator
g .
Pro= | D sen(men | | D e
TeV; TEH;

zu. Jeder Operator P; : Z — Z ist ein Projektionsoperator, d. h. sz = P;.

Beispiel 5.5.9 Es sein =2, d. h.

Tl = 7 91:17

T = 7 g2 = 1.

Sy enthélt e und 7 = (12).
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Wir betrachten die Wirkung auf 7;:
N
2/
n 2]

Beachte: Es gilt immer e € V; und e € H;.

TeV,. =

—_

1

Betrachte die Wirkung auf T5:

= [1]2],
> [2]1].
T € Hy =
Py= g +r) = 2 (1 + )
Beachte:
1. A+P =1

1 1
Pl2 = _<I_907r>(1_907r):5([_907r):P17

4
1 1

P22 = Z(I+90ﬂ)(l+‘:0ﬂ):§(I+90ﬂ):P2a
1

PP = Z(I_90W>(I+907r>:07

d. h. P, und P; sind Projektionsoperatoren. Wir erhalten folgende Zerlegung
des Tensorprodukts:
Z=P(Z2)® P(Z).

Da

we(2) =1(z) = te; ® e,
QDW(Z) = tﬂel ® €j,

entspricht dies der Zerlegung eines z € Z in

. 1 .. iy 1 .. .
t”ei & € = é(tw - tﬂ) €; X €; + §(t” + tﬂ) €; X €j.
—_— —_—
antisymmetrisch symmetrisch
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5.5.10 Wir betrachten die Lie-Gruppen GL(¢, C), SL(g, C) und SU(g) und
die Lie-Algebren gl(q, C), sl(¢, C) und su(g). In der Fundamentaldarstellung

wirken diese auf den ¢-dimensionalen Hilbert-Raum X = LH{ey,...,¢e,} =
span{ey, ..., e,} in der Form
G = A= (aij)

L A(Pe;) = e, A9 mit A, = ay,
ﬁaAzw%ﬂ}'A@%) e Alt) mit A = ay;.

Fiir das n-fache Tensorprodukt Z = X ® ... ® X lauten die Produktdar-
stellungen

0:G—GL(Z), ¢A)ey®...0¢,):=Ae;, ®...0 Ae;,, VAEG,
v L—gl(Z), YA, ®...Qe¢;,) = Zeil ®..0A; Q@ - ®ey,,
VAeL,

wobei ¢(A) und ¥ (A) komplexe (¢", ¢")-Matrizen sind.
Beispiel SU(2): In der Physik benutzen wir Spinoren Y, mit

SU(2)2U = exp (—iT : a) =1+u+Ow? mit

Damit:

) Xy @ - @ X)) = Uxmy @ .. @ Uxom,
= I+u+. . )Xm ®...0 (L+u+...)Xmn,
= Xm1 ® ... Q@ Xmn
+yxm1®...®an+...+xm1®...®uxmnj

U)Xy @ -+ @ Xoms)

+0(u?).

Satz 5.5.11 (ohne Beweis). Z ldsst sich in eine direkte Summe zerlegen

Jeder der linearen Teilrdume P;(Z) ist irreduzibel bzgl. der Produktdarstel-
lung ¢ der oben genannten Lie-Gruppen (Produktdarstellung ¢ der oben
genannten Lie-Algebren).
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Als Tllustration siche Ubung 20, Aufgabe 4.

Fazit: Irreduzible Darstellungen werden mittels der Frage nach den Symme-
trieeigenschaften von Zustéinden des Tensorproduktraumes unter Vertau-
schung von Indizes konstruiert.

5.5.12 Zusammenhang zwischen Young-Diagrammen und SU(N)-
Multipletts.

(Ein Young-Diagramm représentiert eine bestimmte Prozedur, einen vor-
gegebenen SU(N)-Tensor (siehe 5.2.5) zu symmetrisieren und antisymme-
trisieren mit dem Resultat, dass ein Tensor entsteht, der sich geméaf einer
irreduziblen Darstellung von SU(N) transformiert; siehe 5.5.11).

Ein Young-Diagramm ist eine Anordnung von Késtchen in linksjustierten
Zeilen, wobei jede Zeile mindestens so lang wie die darunterliegende ist.

e Zusammenhang mit SU(N)-Multipletts:

1. Die erste Zeile ist um o Késtchen langer als die 2. Zeile.
2. Die zweite Zeile ist um § Késtchen langer als die 3. Zeile, usw.

3. Ein SU(N)-Young-Diagramm hat maximal N Zeilen (Die Spalten
eines Diagramms représentieren antisymmetrisierte Indizes. Fiir
SU(N) konnen die Indizes die Werte 1,..., N annehmen und
damit hochstens N Indizes antisymmetrisiert werden).

4. Vollsténdige Spalten mit N Késtchen am linken Rand eines Young-
Diagramms konnen, solange noch etwas iibrig bleibt, gestrichen
werden, d. h. sie haben keine Bedeutung fiir die Kennzeichnung
eines SU(V)-Multipletts.

e Beispiele fiir SU(3):
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Hierbei sollte man sich im Zweifelsfall am linken Rand eine vollstandi-
ge Spalte mit drei Késtchen (fiir SU(3)) hinzudenken.

e In jeder SU(N) wird das Quark-Multiplett (1,0,...) durch OJ und das
Antiquark-Multiplett (0,...,1) durch

N — 1 Késtchen

reprasentiert.

5.5.13 Regeln fiir die graphische Bestimmung der Dimension eines durch
ein Young-Diagramm dargestellten SU(N)-Multipletts.

1. Zeichne den formalen Quotienten aus zwei Kopien des Diagramms.

2. Zahler: Beginne in der ersten Zeile links mit N und erhohe bei jedem
Schritt nach rechts um 1. Beginne zweite Zeile mit N — 1 und erhhe
bei jedem Schritt nach rechts um 1, usw.
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N N+1| N+2

N—-1| N
N-2|N-1
N -3

Bilde das Produkt der Eintrige.

3. Nenner: Fiir ein gegebenes Késtchen sei n, die Anzahl der Késtchen
rechts davon in derselben Zeile und n,, die Anzahl der Késtchen dar-
unter in derselben Spalte. Trage n, +n, + 1 ein und bilde das Produkt
aller Eintrige.

6 4 1
4 2

3 1

1

4. Bilde den Quotienten:

(N +2)(N + 1)N2(N — 1)%(N — 2)(N — 3)

6-4-4-3-2
Beachte: Nur ungleich Null fiir N > 4.
N=4: ) o
6-5-4°-3 -2:15.
6-4-4-3-2
Alternativ: .
N(1,001)=2-1-2-—-—- — = 15.
(70’) 2 2 3 5

5. Héufig auftretende Beispiele (fiir n = 3):

LT
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(a) SU(2):

2-3~4:4
3:2-1
(b) SU(3):
3-4-5
=1
3:2-1 0
(c) SU(6):
6-7-8
3.2.1 0
[
|
(a) SU(2):
2-3-1
=2
3-1-1
(b) SU(3):
3:4-2
3-1-1
(c) SU(6):
6-7-5
311
| @
(a) SU(2):
210
3-2.1 7
d. h. dieses Multiplett existiert in SU(2) nicht.
(b) SU(3):
3:2-1
=1
3:-2-1
(c) SU(6):
6-5-4
=2
3-2-1 0

5.5.14 Kopplung von Multipletts. Mehrere Multipletts lassen sich se-
quentiell koppeln, indem zuerst Multiplett 1 mit Multiplett 2 gekoppelt
wird, anschliefend das Resultat mit Multiplett 3 usw. Die Kopplung ist as-
soziativ.

Definition: Eine Folge von Buchstaben a, b, ¢, ... heifit zuléssig, wenn an
jedem Punkt der Folge a mindestens genauso héufig aufgetreten ist wie b, b
mindestens genauso hiufig wie ¢ usw.

Beispiel: abed, aabeb zuléssig, abb, acb nicht zuléssig.

Beschreibung des Verfahrens:
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1. Zeichne die Young-Diagramme der beiden Multipletts, wobei im zwei-
ten Diagramm jedes Késtchen der ersten Zeile durch ein a ersetzt
wird, jedes Késtchen der zweiten Zeile durch ein b usw.

Beispiel: Multipletts, die aus der Kopplung zweier SU(3)-Multipletts
(1,1) entstehen (etwa zur Beschreibung der Meson-Meson-, Meson-
Baryon-, Baryon-Baryon-Streuung):

Das leere Diagramm bildet in der folgenden Konstruktion die linke
obere Ecke.

2. Addiere die a des zweiten Diagramms zu den rechten Enden der Zeilen
des leeren Diagramms. Beriicksichtige dabei, dass in einer Spalte ein
gegebener Buchstabe, hier a, maximal einmal auftreten darf. Aufler-
dem koénnen Spalten nicht ldnger als N sein:

la a
(a) L]
(b) L4 a
(c) L a
(d) L@
(e) _ nicht erlaubt

Komplette Spalten am linken Rand, d. h. Spalten mit N Késtchen fiir
SU(N), konnen gestrichen werden, solange noch ein Restdiagramm
iibrig bleibt.
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Beispiel in SU(3):

4.-5-2
=15
2-1-1 ’

3.
4 -

Ll 3.4.5.6-2.3.1

= 15.
6-4-2-1-3-1-1

3. Wiederhole Prozedur mit den b unter Beriicksichtigung derselben Re-
geln. Jedes Diagramm, das beim Lesen von rechts oben nach links unten
nicht zulédssige Buchstabenfolgen enthélt, wird weggelassen:

(a) Ausgehend von (a)

|aab

nicht zuléssig

K

(b) Ausgehend von (b)

K

(¢) Ausgehend von (c)

[[Ja
b

(d) Ausgehend von (d)
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[]

a
b

Fiir kompliziertere Multipletts wiederhole die Prozedur fiir die ¢, d

USwW.

4. Sobald alle Buchstaben verteilt sind, werden diese durch Késtchen er-
setzt und die resultierenden Diagramme als direkte Summe aufgefiihrt.

5. Resultat:

r

- He[TTe

S2)

&

LDe@1,1)=(22)&30)e(0,3)e(1,1)®1,1)e(0,0).
Ausgedriickt durch die Dimensionalitdten der Multipletts:

I®8 =

N(a,B) = (e +1)(B+1)

6 ) )

a+[+2

2

4 4 2
3.3-—@4-1--®1-4.-92-2.-®2-2--pl-1-2

2 2 2

270100100 8p 8@ 1.

2

2

2

Dabei driickt in 10 der Strich aus, dass es sich um das zu (3,0) kon-
jugierte Multiplett handelt.

Anwendung: In 4.4.4 hatten wir gesehen, dass aus der Invarianz von
Hyg bzgl. Isospin SU(2) folgt, dass die mm-Streuung durch 3 Ampli-
tuden beschrieben wird. Analog folgt jetzt unter der Annahme von
Flavor-SU(3)-Invarianz, dass die Oktett-Oktett-Streuung durch 6 Am-
plituden beschrieben wird.

6. Beispiel in SU(6) (sieche Ubung 21, Aufgabe 1):

Beispiel:
56 =

el el J=L1 1 ]®

6-7-8 6-7-5 6-5-4
R606 = 3.9 @2 3 D 3.9
= 056 & 70 & 70 & 20,.
S MS MA A
10 X 4 + 8 X 2 .
SU(3)-Dekuplett  Spin 3/2  SU(3)-Oktett Spin 1/2
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Beachte, dass das Spin-3/2-Quadruplett und das SU(3)-Dekuplett je-
weils symmetrisch sind. Die restlichen 16 Zustdnde entstehen analog
zu Beispiel 5.3.3 als Produkt

%( as)  ®  |xas)  + [dwa) ®@  |xama) )
—— N—— N—— ——

SU(3)-Oktett  SU(2)-Dublett  SU(3)-Oktett SU(2)-Dublett
und sind auch vollstdndig symmetrisch.

5.5.15 Pentaquarks. Im Jahr 2003 haben die so genannten Pentaquarks
fiir Furore gesorgt. Auch wenn deren Existenz gegenwértig wieder sehr um-
stritten ist, wollen wir kurz den gruppentheoretischen Hintergrund disku-
tieren.

Unter einem Pentaquark versteht man ein Baryon, dessen Quarkin-
halt aus (mindestens) 4 Quarks und einem Antiquark besteht, also sym-
bolisch von der Form gqqqq ist. Unter ,exotischen® Pentaquarks versteht
man solche, bei denen das Antiquark einen anderen (Anti-)Flavor als die
vier Quarks besitzt, z. B. uudds. Aus der Kopplung von 4 SU(3)-Quarks
und einem Antiquark entsteht u. a. ein Antidekuplett (siehe Figur 5.1 und
Ubung 21, Aufgabe 2), wobei die Zustéinde auf den Ecken des Dreiecks
yexotische* Kandidaten sind. Verschiedene Gruppen haben experimentelle
Evidenz fiir das so genannte ©(1540)" am oberen Ende des Dreiecks be-
richtet (siehe Review of Particle Physics, Particle Data Group, J. Phys. G:
Nucl. Part. Phys. 33 (2006) 1, hier Abschnitt Ezotic Baryons, S. 1019).

Anwendung 5.5.16 Als einfachstes Quarkmodell fiir 3¢-Baryonen betrach-
ten wir einen von Spin und Flavor unabhéngigen Hamilton-Operator mit
harmonischen Oszillatorpotentialen zwischen den einzelnen Quarks:

p2(1) +p*(2) +p*(3)

H =
2m
FE ) PP + () — TR + [72) — F3))
= >TSS b -0 (5.9

wobei m = m,, = mg = m, fiir die Konstituentenquarkmasse steht. Vorsicht:
Die Massen des nichtrelativistischen Modells diirfen nicht mit den QCD-
Parametern m,,, mg und m, verwechselt werden.

Der Spin-Flavor-Zustand eines einzelnen Quarks ist Element eines 6-
dimensionalen komplexen Hilbert-Raums X, wobei wir als Basisvektoren

—
o

ut) = , fud) = sl =

O OO OO
SO O OO
_ o O O O
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Abbildung 5.1: Pentaquark-Antidekuplett.

uudds
o
o [ )
o o ®
[ ) o o o
ddssu uussd

N |
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wéhlen. In Gedanken miissen wir uns in Gl. (5.4) noch eine Eins vorstellen,
die auf dem Hilbert-Raum Z = X ® X ® X wirkt. Ausgedriickt durch die

so genannten Jacobi-Koordinaten
- () +72)+73) L m(1)—-72) <+ (1) +7(2)—27(3)
R = P = ’ A=
3 V2 V6
(5.5)
(5.6)

und die verallgemeinerten Impulse
ﬁ:Mﬁ (M Sm)a ﬁp:mp;: ﬁ)\:mx
lautet der Hamilton-Operator (siehe Ubung 22, Aufgabe 1)
=2 | =92
+ 3 >
Pom Ay SC0%+X%).

(5.7)

]5’2

H =
2M 2m
Die Losungen fiir die Ortsraumwellenfunktion sind Produkte aus einer ebe-
nen Welle fiir den Schwerpunkt und Eigenzusténden der harmonischen Os-
(5.8)

W5, X) .

o]

zillatoren bzgl. p und A. Sie sind von der Form
oiP

——

(r(1),7(2),73)) = 5
27)2
Produkt zweier h. O.
Wir definieren: . 5
—mw? = 50, a = v/mw.

2
a = 320 MeV.

Typische Parameter sind
m = 350 MeV,

Zur Erinnerung (Vorsicht, es existieren verschiedene Konventionen und
Nomenklaturen in der Literatur): In Kugelkoordinaten lauten die Losungen

fiir den harmonischen Oszillator
@nrlm(ra 07 (b) = Rn,«l(r>iflm(07 (b)

mit

l I I+%, 9 9
Ry.(r) = Ny (ar)’ exp —ia % | L, (a”r?),

wobei n :=2n, + 1, n, € Ng und E,, = (n+ %)w Hierbei ist

Cm+1)!! = (2m+1)-(2m—1)...3-1, m € Ny,

N n,12nr 4203
A 20, + 20+ 1L /F
O{2T2

1
eine Normierungskonstante und LlntQ ( ) ein zugeordnetes Laguerre-Polynom

vom Grad n, in o?72, d. h. vom Grad 2n, in r:
apy N~ qym [ na ) 2"
L) = > (e )
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a ) _ [ deDledlachtl) gy k>
k 1 fir k=0,

wobei a € R und k& € Ny.
Die Grundzustandswellenfunktion lautet demnach

Oé2

(7 30) = Nexp |~ (2 + 30| I50s) @ )

mit der Normierungskonstante

4P
- =

Fiir die 1-Aw-Anregungen (Dipolzusténde) gilt entweder [, = 1 oder [, = 1.
Diese sind symbolisch von der Form:

N

~ p¥o,
N)\\IJO

Die erste Ortsraumwellenfunktion ist vom Typ MA und die zweite von
Typ MS. Eine antisymmetrische Wellenfunktion ergibt sich in vollkommener
Analogie zu Beispiel 5.3.3 als Uberlagerung

1
V2

Schliefflich: Die Entartung von Oktett und Dekuplett im Grundzustand
wird durch spinabhéngige Kréifte aufgehoben.
Weiterfithrende Literatur:

(I70ar5) ® [Onrs) + [70014) @ |Orra)) @ |Fa).

e N. Isgur und G. Karl, Phys. Rev. D 18, 4187 (1978)

e Rajat K. Bhaduri, Models of the Nucleon, Addison-Wesley, Redwood
City 1988, Abschnitt 1.5
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Kapitel 6

Das Noether-Theorem

Literatur:

E. L. Hill, Rev. Mod. Phys. 23, 253 (1951)

V. de Alfaro, S. Fubini, G. Furlan und C. Rossetti, Currents in Hadron
Physics, North-Holland, Amsterdam 1973, Kapitel 2.1.1

M. Gell-Mann und M. Lévy, Nuovo Cimento 16, 705 (1960)

S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields, Vol. 1, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, U.K., 1995, Kapitel 7.3

praktisch jedes Buch zur Quantenfeldtheorie

6.1 Das Noether-Theorem in der klassischen
Feldtheorie

Das Noether-Theorem stellt eine Verbindung zwischen kontinuierlichen Sym-
metrien eines dynamischen Systems und Erhaltungsgrofien (Konstanten der
Bewegung) her. Hier betrachten wir nur so genannte innere Symmetrien.
(Die Methode erlaubt auch eine Diskussion der Konsequenzen der Poin-
caré-Invarianz.) Gegeben sei eine Lagrange-Dichte £, die eine Funktion der
unabhéngigen Felder ®; und deren ersten Ableitungen 0,®; (i = 1,...,n)
— kollektiv gekennzeichnet durch ® und 9,® — ist:

L=L(P,0,P). (6.1)
Die Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen lauten:
oL oL
— =0y = ,=1,...,n. 2
5%, rggm, O 1= hen (6.2)

Wir nehmen an, dass die Lagrange-Dichte aus Gl. (6.1) invariant bzgl. einer
globalen Transformation der Felder ist, die von r reellen kontinuierlichen
Parametern abhéngt.
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1. Global bedeutet, dass die Parameter nicht von = abhéngen.

2. Die Transformationen sollen Operationen einer Lie-Gruppe auf der
Menge der Felder (dynamische Freiheitsgrade) darstellen (siche Defi-
nition 1.3.1).

Die Methode von Gell-Mann und Lévy [Nuovo Cimento 16, 705 (1960)]
besteht darin, die reellen Parameter durch glatte Funktionen von x zu er-
setzen, d. h. die globale Transformation zu einer lokalen zu erheben, mit
deren Hilfe sich dann die Noether-Strome auf einfache Weise identifizieren
lassen.

Wir betrachten eine infinitesimale Transformation der Felder, die von r
lokalen Parametern abhéngt:

O, (x) = Di(z) = Pi(x) + 0D;(2) = () — i€, () Fus[P()], (6.3)

und erhalten unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung €2 als Varia-
tion der Lagrange-Dichte

5L = L(D,0,8) — L(D,0,D)
oL oL

= 8¢6¢+68®165¢
(0 ) Fur — ica ()0,
0L oL . oL
= Ea(ZL') <_2£Fai - aa (I) 8 Fal) + 8Mea(x) (—’LmFm‘)
=: €(x)0,Jt + Opeq()JY. (6.4)

Mittels Gl. (6.4) definieren wir fiir jede infinitesimale Transformation einen
Strom

oL
JH = —i Fui
* = 90,0,
Wir berechnen von J# aus Gl. (6.5) die Divergenz 0, J#

(6.5)

oL oL
p - i = VP —i—= 9 F..
Ol ! (8“8@@) o 5, i
GL (62)  oc oL
- _ZEFM— aa(baFaz

fiir Losungen der Bewegungsgleichungen. Dieser Ausdruck ist also konsi-
stent mit demjenigen aus Gl. (6.4). Mittels Gl. (6.4) lassen sich sowohl
Stromdichte als auch deren Divergenz auf einfache Weise bestimmen:

9L
H =
Jt o (6.6)
d6L
H =
0,.J" e (6.7)
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Wir haben die Parameter der Transformation als lokal angesetzt. Allerdings
haben wir angenommen, dass die Lagrange-Dichte aus Gl. (6.1) invariant
bzgl. einer globalen Transformation ist. In diesem Fall verschwindet der Aus-
druck 0,€, und wir sehen aus Gl. (6.4) wegen der Invarianz der Lagrange-
Dichte bzgl. solcher Transformationen, dass die Strome J* erhalten sind,
d. h. 9,J* = 0.

6.1.1 Noether-Theorem: Jeder kontinuierlichen, globalen Symmetrie-
transformation, die die Lagrange-Dichte invariant lasst, ist ein Erhaltungs-
satz und eine Konstante der Bewegung zugeordnet:

SL=0 = 8,J"=0. (6.8)

Wir haben also einen erhaltenen Strom J mit einer erhaltenen d. h. zeit-
unabhéngigen Ladung:

Qu(t) = [ da 1207 (6.9)
Wir zeigen die Zeitunabhéngigkeit:

an(t> _ 3 a‘]c?(t?f)
dt —/dx ot

Wir benutzen

/d%ﬁfa:/dﬁ-fa: lim RQ/dQér-fazo.

R—o00

Hierbei ist zu beachten, dass die Stromdichte J,(¢,Z) fir r = |7] — oo
schneller als 1/r? abfallen muss. Dies ist in der Regel gewiihrleistet, es sei
denn die Theorie enthilt masselose , geladene“ Teilchen [siehe Diskussion in
J. Bernstein, Rev. Mod. Phys. 46, 7 (1974), im Anschluss an Gl. (2.6)].

= 0 fir 6£=0. (6.10)

Bemerkung: Wir waren in unserer Voraussetzung 0L = 0 sehr restriktiv.
Die verschiedenen Moglichkeiten werden in Abschnitt 7.3 aus S. Weinberg,
The Quantum Theory of Fields, Vol. 1, diskutiert und sind in der folgenden
Tabelle in symbolischer Form mit ® — ®+ 6P = &+ 5P zusammengefasst:

172



Invariante Gréfle | Stromdichte oder Ladung
5L =0 Tt = 556
6L = €0, J" Tt = 5E56d — J"
oL = Q = [ P00
SL = 221 Q= [ 22500 - Q
05 =0 Explizite Form von J#
a priori nicht bekannt

Anmerkung 6.1.2 Wir haben bisher nur mit klassischen Feldern gearbei-
tet. Deshalb ist die ,Ladung” @, (Konstante der Bewegung) bisher nicht
quantisiert. Sie kann jeden beliebigen kontinuierlichen Wert annehmen.

Beispiel 6.1.3 Wir betrachten die Lagrange-Dichte fiir zwei skalare Felder
®, und ®, gleicher Masse m mit einer A®*-Wechselwirkung:

1 A
L= B [0,810"®1 + 0, 820" Py — m*(DF 4 D3)] — 1 (@7 + (I)g)Q (6.11)

mit m? > 0 und A\ > 0.
Wir fiithren eine infinitesimale, aktive Drehung um den Winkel €(x)

durch:?
1 —e
Dle) = ( e 1 >

mit folgender Wirkung auf die Felder:

(I)/l = (I)l + 6@1 == (I)l - 6(1,’)(1)2,

Die Anderung der Lagrange-Dichte lautet

oL oL
5L = 5500t 0,0
= —m2®1[—6(:v)]<1>2 — m2<1)26(:v)(1)1
0
—\/\(CD% + O { Dy [—e(z)] Py + Doe(2) P}
0
—I—@“Q)la#[—e(x)@g] + 8“@2(9“[6(1')(1)1]
= 8ue(x)(—8“(191(192 + (1318“@2). (613)
00L 00L
o — BP., — P (O
J 75 910 Py — 0 B1dy, O] = =0 (6.14)

"Wenn wir die Felder (spiter Feldoperatoren) aktiv ,,drehen“ miissen wir die Hilbert-
Raum-Zustéinde entgegengesetzt transformieren.
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Fazit: Die Lagrange-Dichte aus Gl. (6.11) ist invariant bzgl. einer globalen
Drehung der Felder ®; und ®; (Gruppeninvariante, Definition Operation
einer Gruppe auf einer Menge siehe 1.3.1). Die zugehorige Gruppe ist die
Gruppe der eigentlichen Rotationen in zwei Dimensionen SO(2) = U(1),
deren Elemente durch einen kontinuierlichen Parameter 0 < ¢ < 27 cha-

rakterisiert werden konnen. Mit dieser Invarianz ist der erhaltene Strom aus
Gl. (6.14) verkniipft.

Beispiel 6.1.4 Es seien m und m + ¢ die zu ®; und &, gehorigen Massen,
der Rest wie oben. Was passiert?

L = €m*® Dy — (m + 0)2®1 Do) + 9,6(D10 Dy — O D1 Dy)
= €(—2md — 6%) D1 Py + 0,6(P10" Py — 7' D1 D),
0oL
Oe
Eine kleine Massenaufspaltung fiihrt also dazu, dass der Strom nicht mehr
exakt erhalten ist. Solche Situationen treten in der Teilchenphysik haufiger

auf, z. B. im Proton-Neutron-System, und kénnen in einer ersten Naherung
meistens vernachléssigt werden.

= —(2mé + 6% PPy = 9, J" # 0.

6.2 Mehr zum Noether-Theorem in der Quan-
tenfeldtheorie

In Abschnitt 6.1 diskutierten wir das Noether-Theorem im Rahmen der
klassischen Feldtheorie. Insbesondere bedeutete dies fiir die Ladung Q,(t)
aus Gl. (6.9), dass sie jeden beliebigen Wert annehmen konnte.

e Welche Konsequenzen ergeben sich aus dem Ubergang zur Quanten-
feldtheorie?

Motivation 6.2.1 Dazu erinnern wir uns zunichst an den Ubergang von
der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik. Wir betrachten einen Mas-
senpunkt (Masse m) in einem Zentralpotential V' (r), d. h. die entsprechen-
den Lagrange- und Hamilton-Funktionen sind rotationsinvariant. Als Re-
sultat dieser Symmetrie ist der Drehimpuls =7 x p eine Konstante der
Bewegung, die in der klassischen Mechanik einen beliebigen kontinuierlichen
reellen Wert annehmen kann. Beim Ubergang zur Quantenmechanik werden
aus den Komponenten von 77 und p” hermitesche, lineare Operatoren, die (im
Schrodinger-Bild) den Vertauschungsrelationen

[T, p;] = 165, [Zi,2;]) =0, [pi,p;] =0

geniigen. Fiir den spéteren Vergleich mit der Quantenfeldtheorie driicken
wir die Komponenten des Drehimpulsoperators

A~

l; = €ijkLjPk
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mit Hilfe der (3, 3)-Matrizen L2¢ der adjungierten Darstellung (siche Ubung
12, Aufgabe 2) aus:

~

li = —iﬁj (—iﬁijk) ik (615)
——
(L3) n
Sowohl die Matrizen der adjungierten Darstellung als auch die Komponen-
ten des Drehimpulsoperators erfiillen die Drehimpulsvertauschungsrelatio-
nen o R
[L?d, L?d] = ieijkde, [lw ZJ} = ieijklk,
d. h. sie kénnen nicht gleichzeitig diagonalisiert werden.

Vielmehr organisieren sich die Zustdnde als Eigenzusténde von I2 und
[; mit Eigenwerten I(l+1)und m=—-1,-1+1,...,1 (1=0,1,2,...). Die
Rotationsinvarianz des Quantensystems impliziert, dass die Komponenten
des Drehimpulsoperators mit dem Hamilton-Operator kommutieren,

[ﬁvi’b] = 07

d. h. sie sind immer noch Konstanten der Bewegung. Man diagonalisiert

dann gleichzeitig H , [2 und [5. Z. B. sind die Eigenwerte des Wasserstoft-
atoms durch

a’m 136 v

mz T pE ©

gegeben, wobei n = n’ + 1+ 1, n’ > 0 die so genannte Hauptquanten-
zahl bezeichnet, und der Entartungsgrad eines Energieniveaus unter Ver-
nachlissigung des Spins (Faktor 2) durch n? gegeben ist. Der Wert E; und
die Abstande der Energieniveaus werden durch die Dynamik des Systems
bestimmt, d. h. durch die spezifische Form des Potentials, wohingegen die
Multiplizitdt der Energieniveaus eine Konsequenz der zu Grunde liegenden

Rotationssymmetrie ist.?

E,=-

Am Beispiel der kanonischen Quantisierung des freieri skalaren Feldes
sieht man, dass Groflen wie ®, II = 9L£/00y®, L, H, P zu Operatoren
werden, die auf einem Hilbert-Raum wirken.

Beispiel 6.2.2 Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit halber zunéchst
eine Lagrange-Dichte

L(P,0,P)

mehrerer, wechselwirkender, skalarer Felder, die den kanonischen gleichzei-
tigen Vertauschungsrelationen (GZVR) gehorchen sollen:

[@i(t, 2), I;(t, )] = i6°(T — §)dy, (6.16)
[®i<t7f)7q)j(t7g)] = 0, (617)
[Hi(tvf)>nj(tag)] = 0. (618)

’Die ,zufillige* Entartung fiir n > 2 ist das Resultat einer noch hoheren Symmetrie
des 1/r-Potentials, ndmlich einer O(4)-Symmetrie.
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Als wichtigen Spezialfall von Gl. (6.3),
Q;(x) = Di(z) = Oi(x) + 0D, (2) = Dy(x) — i€ () Fur[P ()],

betrachten wir infinitesimale Transformationen, die linear in den Feldern
sind,
q)l(x) —> q);(l') = q)l(x) — i6a<w>ta,ijq)j($)7 (619)

wobei t,,; Konstanten sind, die in der Regel eine Mischung der Felder be-
wirken (Summation tiber Indizes impliziert). Aus Gl. (6.5),

oL
Ji = i F,
© = '90,9,
folgt fiir den Spezialfall
. 0L
JC'I;(ZL') = _tha,ij®j7 (620)
QJsz—%/ﬁ%Hx@QM@@J (6.21)

Fiir die Kommutatoren der (verallgemeinerten) Ladungsoperatoren mit den
Feldoperatoren gilt

[Qa(t)v q)k(ta .7])]

cﬁx(thfX@gﬁgﬂ,@k@@DL+EL@¢a,@ALQH¢y@¢a>
0 i@ — o
—ta,; (¢, ). (6.22)

Analogie 6.2.3 Vergleiche mit der Darstellungstheorie der Drehgruppe in
der QM (siehe 4. von 2.1.2):

= Rijzj,

) = D(R)Y),

) = exp(—id-1) = R(a, 8,7),
D(R)¥(¥) = U(R'7).

Das Transformationsverhalten eines Operators A ergab sich aus der Forde-
rung

(@|A|D) = (@AW
(®| DY (R)A'D(R)|W) ¥ (®], | W),

so dass
A" = D(R)AD'(R).
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Beispiel infinitesimale Drehung 7’ = ¥ + € x . Was bedeutet dies fiir den
Ortsoperator 7 (fiir Impulsoperator p’ und Drehimpulsoperator [ analog,
siehe 4.3.16)7

€i€ijk[TiPks 1) = €i€iji (T [Pr, 1] + [rj, i) i) = —l€ieiry; = —i(€x )
—— =

—10k; 0

d. h. (Vorzeichen!)

An dieser Stelle wollen wir die Entsprechungen fiir den Fall der Rotationen
im Fall der QM zusammenstellen. Um konsistent zu bleiben, betrachten wir
jeweils Orts-, Impuls- und Drehimpulsoperator im Heisenberg-Bild (Déacher
zur Kennzeichnung von Operatoren weggelassen)

zi(t) < O;(t,7),
Pj (t) <« Hj<t7 ﬂ),
le(t) = €ijurs(t)p;(t) = —ipi(t) (—ieijn)z;(t) < —i/d?’il? IL; ()5, ®; ().

Von den Drehimpulsoperatoren wissen wir, dass sie die Generatoren infini-
tesimaler Transformationen der Hilbert-Raum-Zustande sind.

e Ziel: Feldoperatoren mit wohldefinierten Vertauschungsrelationen mit
den Ladungsoperatoren Q,(t).

Beachte die Analogie zur Definition eines irreduziblen, sphérischen Tensor-
operators n-ter Stufe A™ aus 4.3.15:

[T, AP = v AD | [T, A = /n(n + 1) — v(v £ 1) AV,

Ji e Qa(t)a AI(/n) A q)k(ta 37)

e Anmerkung: Wir haben nicht benutzt, dass Q,(t) zeitunabhéngig ist.
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Interpretation 6.2.4 der Ladungsoperatoren @), (t) aus Gl. (6.21). Gege-
ben sei eine globale, infinitesimale Transformation, die wir mittels der reel-
len Konstanten ¢, charakterisieren. Auf die Felder wirke die Transformation
laut GL. (6.19). Fiir das Transformationsverhalten der Zusténde des Hilbert-
Raums machen wir den Ansatz

o) = exp(ie,Go)|a). (6.23)

Wir fordern
(B'la’) = (Bley), (6.24)

woraus folgt, dass die GG, hermitesche Operatoren sind.

Kurze Randbemerkung: Genau genommen sollten wir nur

(8"} = 1{Ble)]

fordern. Wir beschranken uns hier auf unitiare Transformationen. Fiir die
Zeitumkehr bendtigt man einen antiunitdren Operator.

Weiterhin folgt aus
(BlAla) = (B'|Al) Vla),|B), €, (6.25)
zusammen mit Gl (6.19)

(B]@i(x)]e) = (BPy(2)]c)
= (B|(1 —ie,Go)[Pi(x) — ieptsijPi(2)](1 + ie.Ge)| ).

Vergleich beider Seiten liefert
—Z'€a[Ga, (I),L (Z')] —Z-Gataﬁ'jq)j (l’) =0. (626)
—_————

1€4[Qa, Pi(z)] wegen Gl. (6.22)

Folgerung 6.2.5 Die Ladungsoperatoren ), aus Gl. (6.21) sind gerade die
Erzeugenden fiir die Transformation der Zustdnde des Hilbert-Raums, die
mit Gl (6.19) einhergehen.
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6.2.6 Vertauschungsrelationen. Wir untersuchen nun die Vertauschungs-
relationen fiir den Fall mehrerer Generatoren (sieche Ubung 22, Aufgabe 4):

[Qa(t), Qy(t)] = —/d3md3y [TL (¢, )t 0P, (t, ©), Wi (t, Ntoua®i(t, 7))

6.17), (6.18 _, R o _.
( ):( ) _ta,ijtb,kl / d3$d3y <H2(t7 ZE)[Q)J (ta JZ)) Hk(t7 y)]q)l(t7 y)

L (1, )T ), (e, 7)]5(1,7) )
=7 (T, 26 = POt 7) — elt, i0* (7 = 70 (1, 7))
_ itusstom / P (T (0 2) (1, 7). — Ty (1, ), (1, 7))
— —i/d3x (Hi(t,f)tavijtb,ﬂ@l(t,f) — Hk(t,f)tbﬁlta,ljcbj(t,f))
= —i(taijtoix — toijtair) / >z 11;(t, ) Oy (t, 7). (6.27)

e Wann ist die rechte Seite von Gl. (6.27) proportional zu einer Ladung?

Falls
ta,ijte ik — thijtajk = 1Cabele ik, (6.28)

bilden die Ladungsoperatoren @, (t) eine Lie-Algebra

[Qa(t), Qb(t)] = iCachc@) (629)

mit den Strukturkonstanten Cl..

Fazit: Die (n,n)-Matrizen t* (a = 1,...,r) sollen eine n-dimensionale Dar-
stellung einer Lie-Algebra bilden.

6.2.7 Mehr zur Bedeutung der Ladungsoperatoren.

1. Fiir zeitunabhéngige Ladungsoperatoren gilt im Heisenberg-Bild

dQa
dt

=1i[Q., H] =0,

d. h. H und @, lassen sich gleichzeitig diagonalisieren. Die Entartung
eines Energieniveaus wird mit der Dimensionalitit irreduzibler Dar-
stellungen der Symmetriegruppe verkniipft. Dies bedeutet, dass eine
Untersuchung des Teilchenspektrums Riickschliisse auf eine zugrun-
deliegende Symmetrie zulésst.

e Beispiel: Isospin-Multipletts (siche Tabelle 4.1)

2. Aufgrund von Symmetrien sind Streuamplituden verschiedener Pro-
zesse miteinander verkniipft.
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e Beispiel: Fiir die m/N-Streuung existieren nur zwei unabhingi-
ge Streuamplituden T% und T s (folgt aus dem Wigner-Eckart-
Theorem, siehe 4.4.3):

(I'L|T|113) = TiS11:01,1;-
3. So genannte Ward-Identitaten verkniipfen die Divergenz einer Green’schen
Funktion, die mindestens einen Symmetriestrom enthélt, mit einer Li-

nearkombination anderer Green’scher Funktionen.

Wir gehen im Folgenden von Gl. (6.28) aus und interpretieren die Kon-

stanten t,,; als Eintrége in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer (n,n)-
Matrix Ty:

taij = (Ta)ij-

Diese Matrizen bilden dann aufgrund von Gl. (6.28) eine n-dimensionale
Darstellung einer Lie-Algebra:

[Taa Tb] - iCabcTc‘

Die infinitesimale, lineare Transformation der Felder ®; lidsst sich dann in
kompakter Form darstellen:

Dy (z)
: =®(z) = P'(z) = (1 —ie,T,)P(x). (6.30)
P, ()

Beispiel 6.2.8 Um die Diskussion moglichst einfach zu halten, betrachten
wir zunéchst die skalare Feldtheorie aus Beispiel 6.1.3 mit einer globalen

SO(2)-Invarianz [U(1)-Invarianz] (siehe Ubung 22, Aufgabe 2):

mit

1 2 A
L= 508100 +0,2:0"D;) — (8 + B3) — T(8 + 83
= 0,010"® — m*®dTe — \(TD)?, (6.31)
1 , ; 1 .
P(x) = —=[P1(z) +iPo(2)], D'(2) = —=[P1(z) — iP2(2)],

V2 V2

wobei ®; und @, reelle skalare Felder sind. (AuBerdem nehmen wir m? >
0 und A > 0 an, so dass die Theorie keine spontane Symmetriebrechung
erzeugt und die Energie nach unten beschriankt ist.) Gleichung (6.31) ist
invariant bzgl. einer globalen Transformation der Felder

D =0y — edy, D)= Dy + by, T:((Z). _é), (6.32)
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oder, was dazu aquivalent ist,

P = (1+ie)®, T=(1—ie)d, T= ( _(1) (1) ) : (6.33)

wobei € ein infinitesimaler reeller Parameter ist. Mit Hilfe der Methode
von Gell-Mann und Lévy erhalten wir fiir einen lokalen Parameter e(x) als
Variation

6L = 0,e(z) (10" DD — idTO" D), (6.34)
und damit
g DL ougte - iDTO D, (6.35)
00,¢
6L
K = _—
0T 7 =0 (6.36)

Im Rahmen der kanonischen Quantisierung definieren wir zunéchst ver-
allgemeinerte Impulse

oL oL oL

I(z) = ——, Il(z) = . IOf(z) = , 6.37
=500, "= 508 = 50,0 (6:37)
die (im Heisenberg-Bild) mit den Feldern die GZVR erfiillen sollen:
[@4(t, 2), 11;(t, )] = 16,;6°( — §), (6.38)
und
D, 2), T, )] = [0, 2), 10 7)) = i — 7). (639)

(Die iibrigen GZVR zwischen Feldern bzw. Impulsen verschwinden.) Mit
Hilfe von GI. (6.39) erhalten wir die folgenden GZVR (siehe Ubung 22,
Aufgabe 5):

[7°(¢. ), (¢, §)] 3T — §)®(t, D),

[J%t,f),ﬂ(ug)] - _63(5_ g)H(t7f)7

[Jo(uf)?qﬂ(ta g)] = _53(5_ Zj)q)T(tvf%
[JO(t,2), 11 (t, )] = &*(F— PI'(t, 7). (6.40)

(Aus [4, B = AB— BA = C erhalten wir [AT, BT] = —CT. Beachte J(z) =
JO(x)).

Fiihrt man nun die Integration [d®z in Gl. (6.40) aus, erhélt man fiir
die Vertauschungsrelationen mit dem Ladungsoperator

@, ®(x)] = ®(x),

@, 1I(z)] = —I(x),

Q. 2'(2)] = —®'(x),

Q. 1T'(x)] = M'(x). (6.41)



Welche Schliisse lassen sich aus Gl. (6.41) ziehen? Dazu betrachten wir einen
Eigenzustand |a) von ) mit Eigenwert g, und untersuchen beispielsweise
die Wirkung von ®(z) auf diesen Zustand:

Q (®(x)]a)) = ([Q, B(2)] + @(2)Q) |a) = (1 + ga) (P(2)]a)) .

Fazit: Die Operatoren ®(z) und II'(z) [®'(z) und II(x)] erhéhen (vermin-
dern) die (Noether-) Ladung eines Systems um eine Einheit.

Beispiel 6.2.9 * Um auch den Fall zu behandeln, dass Fermionen auftre-
ten, diskutieren wir die Isospininvarianz der starken Wechselwirkung und
betrachten insgesamt fiinf Felder. Wir beginnen mit den Vertauschungsre-
lationen der Isospin-Algebra:

[Qi, Q5] = i€ Q. (6.42)

Fiir die so genannte Fundamentaldarstellung (n = 2) benutzen wir als Basis
f 1

T, = 5T (f: fundamental). (6.43)

Wir ersetzen @45 durch das Fermion-Dublett

@:(g) (6.44)

mit dem Protonfeld p und dem Neutronteld n. Die Matrizen der adjungierten
Darstellung (n = 3) sind gegeben durch [siche Ubung 12, Aufgabe 2 (c)]

ti%k = (I7)jn = i€, (6.45)
d. h. ganz konkret
00 O 0 0 < 0 —i 0
Tf‘d: 00 — |, T;‘d: 000}, Tgad: i 00
0 —i 00 0 0 0
(6.46)

Wir setzen ®q93 — & und betrachten die Lagrange-Dichte
_ 1 = = = _ o
ﬁ:@@a—mmm+§(@@-W¢—mﬁ&)—ww%%®w, (6.47)

wobei g = g,y = 13.2 die Pion-Nukleon-Kopplungskonstante bezeichnet.
Als konkrete Anwendung der infinitesimalen Transformationen aus Gl. (6.19)
betrachten wir

( ff ) = (1 — e (2)T)) ( i ) , Ti= ( Oj;i 03T§2 ) : (6.48)

)
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(6.49)

(T; blockdiagonal), d. h.
, SN T
U - U= ﬂ—ze(x)~§ v,
o (ﬂ—z'z(x)-fad><13é<13+€>< &, (6.50)

wobel wir in * benutzt haben

0 —€3 €9 @1 —63@2 + 62(133 .

@2 = 63(1)1 — 61@3 =ex D,
—EQ(I)l + 61(132

TP = €3 0 —e
—€g €1 0 CI>3

Die Transformation wirkt auf ® wie eine infinitesimale aktive Drehung um

den Winkel |€] bzgl. der Achse € im Isospinraum. Wir betrachten nun die

(6.51)

Anderung der Lagrange-Dichte (sieche Ubung 23, Aufgabe 1)
0, (\w%qf + & x D).

oL =
Aus Gl (6.6) und (6.7) folgt nun
L < T
e = Uy 2 + 65D, 00D 52
JZ aaﬂq Yy 5 +€gk ]8 ks (6 5) )
0oL
/J‘ = pu—
0] ac, 0. (6.53)
Mit @, = II, haben wir also drei erhaltene, d. h. zeitunabhiingige Ladungs-
(6.54)

operatoren
Q; = /d31: <\1/T(q;)%\p(x) + €556 P () L ( )) -

Die Operatoren @); sind die Erzeugenden fiir SU(2)-Transformationen der

Hilbert-Raum-Zusténde.
e Die Erzeugenden zerfallen in zwei Anteile, die mit einander kommu-

tieren.
(7 — §)0ap0rs, (6.55)
(6.56)

Mit Hilfe der gleichzeitigen (Anti-) Vertauschungsrelationen (Achtung: An-

tikommutatoren fiir Fermionen!)

{Wan(t, ), W) (t,3)}
T = 0,
(6.57)

737)} -

{\Ijaf(t? )7
{\D:&m( ’j’>,\1128 737)} = Y
wobei a und [ Dirac-Indizes und r und s Isospin-Indizes sind, sowie
[®,(t, %), I(t, )] = i0°(Z — §)0ys, (6.58)
[@,(t, %), @,(t,9)] = O, (6.59)
[1L,(t, %), (¢, )] 0 (6.60)
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und der Tatsache, dass Fermionfelder mit Bosonfelder vertauschen verifizie-
ren wir

(Qi, Qj] = i€, Q. (6.61)

e Begriindung:
Qi,Q,] = / d3xd3y[\1ﬁ(t,:i‘)%
—»7—' — — —
Wt 9)5 Ut 9) + €mn Pt DT (1, 5)]
_ Soddu (10T (1. ) Zw (. ). U (+. i) 2w (t. i
o L AT TR B 1)

"—[Eiqu)k(t; f)Hl<t7 f)a 6jmn(I)m@? :J)Hn<t7 :J)])

\I](t, .f) + Eiqu)k(t, f)Hl (t, f),

Zur Berechnung von A;;. Benutze

(W (6, 2) O g5 Vs (, B), UL (8, 7) O 5.0 Vs (t, 7)) =
= 010550260 UL, (8, ) Vs, (t, 7), UL (8, ) V5.t §)]  (6.62)

und driicke den Kommutator mit Fermionfeldern mittels
lab, cd] = a{b, c}d — ac{b,d} + {a,c}db — c{a,d}b (6.63)
durch Antikommutatoren aus:

[\IIL,T<t7 ‘f)‘ljﬂﬁ (t7 f)? \I,Ty,t(t7 g)\lj&u(ta y_ﬂ
(6.56,6.57,6.63) . . . .
- \I/Lm(t,l’){\l/g,s(t,x), \Ijjy,t@?y)}\ll&ua’y)
_\I]'Ty,t(tv y_)){qjiy,r(t f)a \II(ML(t’ g)}\llﬁﬁ (t7 f)

6.55 s R . _, R R N _,
C2) Wl (8, )W (1, )53 E — )03,00 — UL (1, )W sa (b, )5 (7 — §)3asru

Somit erhalten wir

Ay = / P,y (%)TSM (%)t (W (00,00 W0 () = W ()60 ())

— 3pwi(y) (B LT
/d v ¥i(z) (2 2 2 2)‘11@
Fir B;; benutzen wir
[ab, cd] = alb, ¢|d + ac[b, d] + [a, c]db + c|a, d]b (6.64)
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und erhalten

[q)k(t’ f)Hl(ta j:)7 CI>m<t7 g)Hn<t7 g)]
OO g (8, )T (t, T), Do (£, P (1, 7)
Dy (1, ) [, ), T (&, §)]TT (£, 7)
O iy, (t, D) (, D)0 (F — )0 + 1D (£, P, ) (T — )0k

und somit fiir B;;

By = —icuismn / 02 (B ()L (2)3m — B ()1, ()]
S / 02 [0 (2) L0 (2) (it — 31300m) — Pon(2)IL(2) (G136 — Sumy)]
S / @2 (8, () ILi(x) — 8,05 () k() — Du(2)IL () + 61y @ ()L ()]
- / 03 €5 @y ()T, ().

Wir haben benutzt:
€ijk€klm — 5¢z5jm - 5im5jl-
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Kapitel 7

Eichtheorien

7.1 Lokale Symmetrien

Motivation 7.1.1 Das Prinzip der lokalen oder Eichsymmetrie wird be-
nutzt, um in so genannten Eichtheorien Dynamik, d. h. Wechselwirkungen
zwischen Materiefeldern und Eichfeldern zu erzeugen. Das bekannteste Bei-
spiel ist die QED, die auf der abelschen Gruppe U(1) basiert. Fiir den Fall
einer abelschen Gruppe besitzen die Eichfelder keine Selbstwechselwirkun-
gen. Nichtabelsche Theorien (z. B. QCD) werden als Yang-Mills-Theorien
bezeichnet und beinhalten iiber die Wechselwirkung der Eichfelder mit den
Materiefeldern hinaus auch direkte Wechselwirkungen der Eichfelder unter-
einander.

Literatur:

e C.- N. Yang und R. L. Mills, Phys. Rev. 96, 191 (1954)
e E. S. Abers und B. W. Lee, Phys. Rept. 9, 1 (1973)

e L. O'Raifeartaigh, Group Structure of Gauge Theories (Cambridge
University Press, Cambridge 1986)

H. Georgi, Weak Interactions and Modern Particle Theory
(Benjamin/Cummings, Menlo Park 1984), Kapitel 1.3

T.-P. Cheng and L.-F. Li, Gauge theory of elementary particle physics
(Clarendon, Oxford 1984), Kapitel 8

C. Ttzykson and J. - B. Zuber, Quantum Field Theory (McGraw-Hill,
New York 1980), Kapitel 11

7.1.1 QED

Herleitung 7.1.2 der QED-Lagrange-Dichte. Wir starten mit der Lagrange-
Dichte eines freien Elektrons,

Lo(W,8,7) = B(id — m)T, (7.1)
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die invariant beziiglich einer globalen U(1)-Transformation ist:

U(z) — U'(x) :e;m\IJ(x),

U(z) — V(z)=U(x)e,
wobei a € [0, 27] nicht von z abhéngt. Denn:
Uy — U &: U =0y,
1
Uy, M0 ey, 0Me U = We'e "y, 0NV = Uy, 0" 0.
Wir betrachten nun eine infinitesimale Transformation

und benutzen den Gell-Mann-Lévy-Trick der Ersetzung € — ¢(z), um den
erhaltenen Strom zu identifizieren:

0Ly = —i0ue(x)i¥(2)y"V(z) = Oue(x) P ()" ¥ ().
= JH = gffs = UyH Y (7.2)

mit dem Ladungsoperator
Q:/d%:\lﬁ(t,f)\P(t,f) -

@ lasst sich als Elektronenzahloperator interpretieren.

Mit Hilfe der Quantisierung des Dirac-Feldes findet man fiir den La-
dungsoperator

Das Minuszeichen fiir den Beitrag der Antiteilchen ist mit der Normalord-
nungsvorschrift verkniipft. Jede Vertauschung zweier Fermi-Felder auf dem
Weg zur Normalordnung produziert einen Faktor (—1). Insbesondere gilt

Qle™(p.r)) = QulE)I0) = ([Q,01(F)] + bl(F)Q)I0) = +1]e™(7,7)),
Qle*(p.r)) = Qdip)I0) = —1le™(7,r)).

Dabei haben wir von



Gebrauch gemacht. Wir zeigen exemplarisch die erste Relation:

Z / ) L) — @) (), b5)].

Benutze (Fermionen!)
lab, ¢| = a{b,c} — {a,c}b

zusammen mit den Antikommutatorrelationen:

- Z | Gt @ 2@ - 7b,
()

Beachte, dass vom zweiten Kommutator gar nichts beitrdgt. Da Vernich-
tungsoperatoren den Grundzustand vernichten, haben wir Q[0) = 0.

e Gesucht wird eine Verallgemeinerung der Ableitung 0,V (x) dergestalt,
dass Ly auch invariant bzgl. lokaler Transformationen ist.

Um der per Konvention negativen elektrischen Ladung des Elektrons
(ge = —1) Rechnung zu tragen, betrachten wir im Sinne der Darstellungtheo-

rie die Zuordnung
U(l) 3 e " s e "% =@

und gehen von folgender lokaler Transformation aus:
U(z) — eOW(x).

Man fiihrt eine so genannte kovariante Ableitung D,V(x) ein mit der
Eigenschaft

D,V (x) = [D V()] = DLW (z) = @D, ¥(x), (7.3)

oder, in Worten ausgedriickt: Die kovariante Ableitung eines Objektes soll
genauso transformieren wie das Objekt selbst. Zu diesem Zweck fiihrt man
ein so genanntes Eichfeld A, (z) ein, mit der Forderung

Ap(z) > A () = A () + é@ua(x), ¢>0, (7.4)
so dass sich ergibt:
DU(z) = [0, —ieA,()V(x)
— D;L\IJ'(x)

= [0 —ieAu(x) —i0ua(x)] [em(x)\ll(@]
= e’:a(w) [0, +i0,a(z) — ieA,(x) — i0,0(x) ¥ ()
= D9, —ieA,(x)]P(z). (7.5)
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Damit erhalten wir als neue Lagrange-Dichte
Lo(U, D, W) = V(i) —m)V = Lo(V,0,¥) + ely" A, T, (7.6)
die nun invariant bzgl. so genannter Eichtransformationen der zweiten Art

U(z) — DU (x),

1
A (x) — Au(z)+ gﬁﬂa(x) (7.7)
ist. Die Bewegungsgleichung fiir ¥ ergibt sich aus
oL oL , .
a—@—ﬁuaaﬂ\il =DV —mV = (i + e4d —m)¥ = 0. (7.8)

Ist W 4(z) Losung der Bewegungsgleichung in Anwesenheit eines vorgegebe-
nen A, so ist '
U (z) i= OV 4(z)

Lésung der Bewegungsgleichung in Anwesenheit von A), = A, + d.a/e.
Denn:

(i +eAd + 0o —m)Vy = (i) —m)e @ 4(z)

)o@ (ip— m)w.a(2) = 0.

Es sei

M = {(A,,V4)|A,vorgegebenes Eichfeld
AV 4 Losung der Bewegungsgleichung in Anwesenheit von A, }.

Im Sinne der Gruppentheorie definieren Gl. (7.7) eine Operation A (siehe
1.3.1) der (lokalen) Gruppe U(1) auf M, wobei deren Elemente glatt von
Punkt zu Punkt im Minkowski-Raum variieren diirfen, d. h. o — a(x):

Ala(@), (Au(@), Wa())] = (Au(2) + dual@) fe, W4 ().

Denn:
1.
A[0, (Au(z), Va(z))] = (Au(z), Valz))
2.
Alen(@), Alaz(z), (Au(2), Yale))]]
= Al (2), (Au(2) + Guas(x) fe, €W 4 ()]
= (Au(®) + uaa(x) /e + Dpan (x) [e, 1D 4 (1))

= Ala(z) + az(@), (Au(2), Ta(@))].
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Nun wollen wir das Feld A, noch als dynamische Variable interpretieren,
indem wir zusétzlich einen , kinetischen* Term einfithren. Wir definieren

Fuw = 0,A, — 0,A,
und erhalten schliellich die Lagrange-Dichte der QED:

_ - 1
Lqep = Vi (0, — ieA,) ¥ — mU¥ — Z]-"W}"W, (7.9)

Das dynamische Eichfeld wird nach Quantisierung mit dem Photon identi-
fiziert.
Anmerkungen 7.1.3 1. Ein Massenterm
SV
5 H
wiirde die Eichinvarianz zerstoren:
NZAA o AP A+ 20,00 + 0,000 SV
5 ’AM'A *—>§ (’AM‘A +gua.»4 +€—2ua a);«éﬁ ’AM'A
Eichbosonen sind masselos!
2. Die Kopplung des Photons an Materiefelder wird durch deren Trans-

formationsverhalten bzgl. U(1) diktiert. Schreiben wir einem Materie-
feld ¥, die Ladung ¢ in Einheiten der Elementarladung zu, d. h.

\Ilq(x) = eiiqa‘yq(x)y

dann erhalten wir die so genannte minimale Substitution (9, — 0, +
ieqA,)
D,Vy(z) = [0y +ieqAu ()] V().

Beispiele:
e Elektron: ¢ = —1
e Proton: ¢ = +1
e Neutron: ¢ =0
e up-Quark: ¢ = 2/3

® USW.

Die Quantisierung der Ladung ldsst sich allein aus der QED nicht
erkléren.

3. Das Eichprinzip erzeugt auf einfache Weise eine Wechselwirkung zwi-
schen dem elektromagnetischen Feld und Materie:

Ling = —(—e)Uy" VA, = —J'A,.
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4. Die Forderung nach Renormierbarkeit der Theorie im traditionellen
Sinne schliefft andere eichinvariante Kopplungen wie z. B. Wechsel-
wirkung mit einem anomalen magnetischen Moment

o

2

aus. Dies ist kein gruppentheoretisches Argument!

R ST v v v
_R‘FHV\DO_M ‘IIJ O-u h/ﬂ’ry ]7

5. Wegen der zugrunde liegenden abelschen Symmetrie koppelt das Pho-
ton nicht direkt an sich selbst.

7.1.2 Yang-Mills-Theorien

Gegeben sei eine Lagrange-Dichte
Ly(P,0,P), &= (P1,...,P,), (7.10)

die invariant bzgl. einer globalen Transformation der ,,Materie-Felder® & ist.
Die zugrunde liegende Symmetriegruppe G sei eine kompakte Lie-Gruppe
mit r abstrakten infinitesimalen Generatoren X, und Strukturkonstanten
Cape der Lie-Algebra. Zur Erinnerung: Aus Satz 3.2.4 folgt, dass jede end-
lichdimensionale Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe dquivalent zu ei-
ner unitdren Darstellung ist und vollstdndig in eine direkte Summe irredu-
zibler Darstellungen zerlegt werden kann. Wir denken dabei typischerweise
an die Gruppen SU(N) oder SO(N), die jeweils durch 7 = N? — 1 bzw.
r = N(N — 1)/2 infinitesimale Generatoren gekennzeichnet sind. Denkbar
sind auch Symmetriegruppen aus direkten Produkten.

Es sei g ein Gruppenelement (der Zusammenhangskomponente Gy von
G, siehe 3.1.13), das wir mittels der reellen Parameter © = (©4,...,0,)
charakterisieren. Die Felder ® sollen folgendermaflen bzgl. einer vollstandig
reduziblen Darstellung (blockdiagonale Matrixform) transformieren:

U:g — Ulg) =exp(—iO,T,),
P(x) — P'(z) =U(g)P(x). (7.11)
Die (n,n)-Matrizen T, a = 1,...,r, sind hermitesch (U unitér) und erfiillen
die Vertauschungsrelationen
[T, Ty] = iCupcT. (7.12)

Fiir ein Gruppenelement in der ,Nahe“ der Identitéit e schreiben wir
g=e—ie X, (7.13)
und ordnen diesem die infinitesimale, lineare Transformation
U(g) = (1 —ie,T,) : (x) — (1 —ie,T,)P(x) (7.14)

zUu.
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e Was passiert, wenn wir wieder fiir jedes = ein unterschiedliches g er-
lauben, d. h. g — g(x) ersetzen und nach wie vor Invarianz von £
fordern, aber nun bzgl. ®(z) — Ulg(z)]P(z)?

Wie in den vorherigen Beispielen gesehen treten fiir lokale €,(x) Zusatzterme
in L auf, die ihren Ursprung in den partiellen Ableitungen

0,0®(x) = \—i@uea(x)Tafb(a:)/ —i€,(2)1,0,P(x) (7.15)

TV
,problematischer Term

haben. In Analogie zur QED fiihrt man eine kovariante Ableitung ein, mit
der Eigenschaft [vgl. Gl. (7.3)]

D,®(x) = [D,® ()] = D& (x) = [1 —ic, ()T, D, ®(z),  (7.16)

d. h. die kovariante Ableitung der Felder soll wie die Felder selbst transfor-
mieren. Fiir diese kovariante Ableitung machen wir einen Ansatz wie in der

QED
D,®(x) = [0, + igTuAgu(7)] D(2), (7.17)

wobei wir fiir jeden Generator X, der abstrakten Gruppe ein Eichfeld A,
einfithren.

e Welche Transformationseigenschaften miissen wir von den Eichfeldern
fordern?

Wir definieren
O =T,0,. (7.18)

Es sei O eine (n, n)-Matrix vom Typ GL. (7.18). Mit einer geschickten Wahl
der T, lasst sich O, aus O herausprojezieren. Fiir

KTe(T,Ty) = 0ap

gilt
0, = kTr(T,0). (7.19)

e Beispiel: O sei eine hermitesche (2,2)-Matrix mit Spur Null. Wir
schreiben O = O,1,, O, € R. Mit

1
§Tr(7a7b) = Oap

finden wir



Mit Hilfe von Gl. (7.18) schreiben wir fiir die kovariante Ableitung
D,®(x) = [0, + igAu()|D(x) (7.20)
und finden aus der Forderung Gl. (7.16)
(0 + 19 Ay +igoA,)[(1 — )0 (x)] = (1 — &) (D, + ig.A,) ()
durch Vergleich der linearen , kleinen“ Terme die Bedingung
—i0,E+ gA,E+igbA, = geA,
oder

~ ~ 1
0A, =i[A,, ¢ + ;8,[5. (7.21)

e Zunichst sieht es in Gl. (7.21) so aus, als sei das Transformationsver-
halten der Eichfelder von der Darstellung T, abhéangig. Dass dem nicht
so ist, verifiziert man mit Hilfe von Gl. (7.12) und der Projektions-
vorschrift aus Gl. (7.19). In das Transformationsverhalten geht {iber
die Strukturkonstanten Cgp. nur die Struktur der Gruppe ein (siehe
Ubung 23, Aufgabe 3 (a)).

e Als Zwischenergebnis haben wir erreicht, dass die Lagrange-Dichte
Ly(®,D,®) (7.22)
mit D, P = (8ﬂ+igju)<b invariant ist bzgl. der lokalen Transformation
B(x) > exp|—iO,(x)T,] B(z) = exp [—i@)(a:)] ()

=: Ulg(x)]®(z), . (7.23)
A7) = ToAgu(z) — UTaAw(x)UTjLé@MUUT. (7.24)

Mit dem Eichprinzip haben wir eine Wechselwirkung zwischen Materie- und
Eichfeldern erzeugt. Allerdings sind die Eichbosonen bisher keine wirkli-
chen dynamischen Freiheitsgrade, da wir noch nicht den kinetischen Anteil
beriicksichtigt haben. In Analogie zur QED bietet sich ein Ausdruck der
Form

1
_Z]:aw}“éw (7.25)

an, vorausgesetzt die Tensoren F,,, transformieren bzgl. der adjungierten
Darstellung.

e Damit ist folgendes gemeint.
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Es seien T4 die Matrizen fiir die Generatoren in der adjungierten Darstel-
lung, d. h. es handelt sich um (r, r)-Matrizen mit der Eigenschaft (Tad)y =
—iCupe (siche Ubung 12, Aufgabe 2). Wir sagen, dass die Felder F,, a =

1,...,7, bzgl. der adjungierten Darstellung transformieren, wenn gilt:
Fy
| = Fe (1 —ie, TMF (7.26)
F,

oder in Komponentenschreibweise

Fa — Fa - iec(Tcad>abe = Fa - Ecc1cabP7b - Fa + EchJchva - Fa + CabcebF(r
(7.27)

Wenn man zunachst mit dem naiven Ansatz
a,uAau - 81/-/4a,u

beginnt, dann ergibt sich nicht das richtige Transformationsverhalten (siehe
Ubung 23, Aufgabe 2 (b)). Vielmehr muss man noch einen zusétzlichen
Term einfiihren

fa“y = a,uAal/ - 81/./4%“ - gCabcAb,u,ACU7 (728>

so dass Gl. (7.27) erfiillt ist (siehe Ubung 23, Aufgabe 2 (c)). Insgesamt
ergibt sich also als Lagrange-Dichte der Eichtheorie

1
L= Lo(®, D) — L Fuu T (7.29)

Anmerkungen:

o Massenterme der Art ]
2
5 a“AaﬂAg

verletzen die Eichinvarianz. Aus dem Prinzip der Eichsymmetrie folgt
also, dass Eichbosonen masselos sind.

e Wenn eine nichtabelsche Gruppe zugrunde liegt, treten in der De-
finition der Feldstédrken, Gl. (7.28), in den Eichfeldern quadratische
Terme auf. Deshalb enthélt die Lagrange-Dichte in Gl. (7.29) Wech-
selwirkungsterme mit drei und vier Eichfeldern. Insbesondere tritt in
der Wechselwirkung der Eichfelder mit den Materiefeldern dieselbe
Kopplungskonstante auf wie bei der Wechselwirkung der Eichfelder
untereinander.

e Ist die Gruppe G das direkte Produkt mehrerer Untergruppen, G =
G X - -+ X G, muss man mit jeder Untergruppe G; eine unabhéngige
Kopplungskonstante g; verkniipfen.
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Beispiel: Die Eichgruppe des Standardmodells ist

SU@3),. x SU(2), x U(1)y
N—— N ~~ ~
starke Ww  elektroschwache Ww

mit drei Eichkopplungen

gs < SU(?))C,
g < SU(2),,
g < U( )y

7.2 Die Lagrange-Dichte der Quantenchro-
modynamik

Originalliteratur zur QCD:

e D. J. Gross und F. Wilczek, Phys. Rev. Lett. 30, 1343 (1973)

e S. Weinberg, Phys. Rev. Lett. 31, 494 (1973)

H. Fritzsch, M. Gell-Mann und H. Leutwyler, Phys. Lett. B 47, 365
(1973)

D. J. Gross und F. Wilczek, Phys. Rev. D 8, 3633 (1973)

e H. D. Politzer, Phys. Rev. Lett. 30, 1346 (1973)

e S. R. Coleman und D. J. Gross, Phys. Rev. Lett. 31, 851 (1973)
o A. Zee, Phys. Rev. D 7, 3630 (1973)

Lehrbiicher und Ubersichtsartikel:

e T.-P. Cheng und L.-F. Li, Gauge theory of elementary particle physics,
Clarendon, Oxford 1984, Kapitel 10

e J. F. Donoghue, E. Golowich, B. R. Holstein, Dynamics of the Stan-
dard Model, Cambridge University Press, Cambridge 1992, Kapitel
I1-2

e W. Marciano und H. Pagels, Phys. Rep. 36, 137 (1978)
e G. Altarelli, Phys. Rep. 81, 1 (1982)

e F. Scheck, Electroweak and Strong Interactions, Springer, Berlin 1996,
Kapitel 3.5
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Die QCD ist eine nichtabelsche Eichtheorie mit einer lokalen Symmetrie-
gruppe G = SU(3). Bei den Materiefeldern, den so genannten Quarks, han-
delt es sich um Fermionen mit Spin 1/2, die in sechs verschiedenen flavors
vorkommen (siehe Abschnitt 5.1). Fiir jeden Quarkflavor f fithren wir ein
komplexwertiges dreikomponentiges Objekt

drrot
qr = | dygriin (7.30)
4t blau

ein, das bzgl. einer mit dem Gruppenelement g(z) assoziierten lokalen Trans-
formation wie

G — qy = exp [—i > %(@%l qr = Ulg(x)]qy (7.31)

a=1

transformieren soll (¢ fiir color). Wegen des Spins 1/2 ist jeder Eintrag
von qg, z. B. qyrot, selbst ein vierkomponentiger Dirac-Spinor [vgl. mit

U= ( i )] Bei den A¢ handelt es sich um die Gell-Mann-Matrizen (siche
Abschnitt 5.4). Wir fiihren folgende Bezeichnung fiir die Quarkfeldkompo-

nenten ein:
qf.Aa

mit f = 1,2,3,4,5,6: Flavorindex (u, d, s, ¢, b, t), A = 1,2,3: Farbin-
dex (rot, griin, blau), a = 1,2,3,4: Dirac-Spinorindex. Die nach dem in
Abschnitt 7.1.2 beschriebenen Verfahren konstruierte Lagrange-Dichte der
QCD lautet (ausfithrliche Schreibweise)

6 3 4
Loco = D D D drae|(Vawis = msdau)dan

=1 A A=1 a,a’'=1

8 8
Z AgAn 1 5
—93 Aa“ 72 7(504’ 6ff/qf/:A/70/ - E Z_lga,uugg :
a=1 a=1

J/

aus dem ETichprinzip

Kurzschreibweise:

, 1
Loco = D @i —mp)ay — 7 GuuGh" (7.32)

f:u,d,s,
c,b,t

Extreme Kurzschreibweise:

1
ﬁQCD = Q(le — /\/l)q — §Trc(gm,g’"“’).
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(Wir folgen der Literatur und schreiben G* anstelle von @“’.) Die kovari-
ante Ableitung enthélt wegen der Gruppe SU(3) acht Eichfelder,

drrot Gr 8 \e qr
DN qf:grﬁn = aﬂ QQ + 293 Z ?aAau qg 5 (733)
4t blau b a=1 b

wobei wir auf der rechten Seite von Gl. (7.33) den flavor-Index unterdriickt
und r fiir rot usw. geschrieben haben. Insbesondere ist die Wechselwir-
kung der Quarks mit den so genannten Gluonen flavorunabhéngig. Damit
Gl. (7.32) lokal invariant ist, miissen die acht Eichfelder wie (Einstein’sche
Summenkonvention)

S )
Aulw) = FAgu () = Ulg(x)]Au(z)UT[g()] + %%U[g(ﬂf)]m[g(w)]
(7.34)
oder kurz ,
A, = UAU + gi@MUUT
3
transformieren. Ferner haben wir 8 Feldstarketensoren
ga;w = a,uAau - al/Aa,u - g3flleAb,uACV (735)
definiert, die wie
Na
g,ul/(£) = igaw/(x) — U[g(x)]gm,(x)UT[g(x)] (736)

transformieren.

7.3 Zufillige globale Symmetrien von Lgcp

Die sechs Quarkflavors lassen sich in zwei Gruppen unterteilen, die so ge-
nannten leichten und schweren Quarks (siche Abschnitt 5.1). Wir beschrén-
ken uns im Folgenden auf die drei leichtesten Quarks. Wenn wir die Masse
des Protons, m, = 938 MeV, betrachten, dann gilt

my > 2my, + mg, (7.37)

so dass fiir die Erzeugung von Hadronenmassen offensichtlich ein komplexer
Mechanismus verantwortlich ist.

7.3.1 Chiraler Grenzfall

Insbesondere legt Gl. (7.37) nahe, den Grenzfall m,, mg, ms — 0 (chiraler
Grenzfall, Chiralitdt = Héndigkeit) als Ausgangspunkt fiir Symmetrieiiber-
legungen zu betrachten:

1
ﬁ?gCD = Z iqrl) qr — Zgwgg” + schwere Quarks. (7.38)
f=u,d,s
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Im Folgenden werden wir die schweren Quarks vernachlassigen. Die kova-
riante Ableitung ) ¢; wirkt auf die Farb- und Dirac-Indizes, ist aber un-
abhéingig vom flavor. Um die globalen Symmetrien von Gl. (7.38) vollstandig
zu idenfizieren betrachten wir die Matrix 75 = 7% = i%9'29% = A,

{v*,v5} = 0, 92 = 1 und fithren Projektionsoperatoren ein:

1 1
q= §(ﬂ+75)+§(1—75) q=[Pr+ Prlqg=:qr+qr, (7.39)
wobei die Indizes R und L fiir rechts und links stehen. Die (4, 4)-Matrizen
Pr und P, haben die Eigenschaften (Uberpriifen!)

Pr+P,=1, Pp=Pr, P;=P, PrP,=P,Pr=0. (7.40)

Fiir wechselwirkungsfreie Quarks gibt es eine anschauliche Interpretation
fir die Wirkung der Operatoren Pg/;. Wir betrachten eine hochrelativisti-
sche Losung positiver Energie £ > m mit Impuls p und Spinprojektion in
positiver /negativer Impulsrichtung,

me=vE+m(5? ),

E+er

d. h. mit positiver bzw. negativer Helizitat,

G-PX+ =  EX4,

Mit Hilfe von (1 = T942)

1/1 1 1 1 -1
PR—§(1 1) und PL—§<_]1 1)

finden wir
_ 1711 /o X+ Y _ [ X+ )
PRU+_§(11> E<X+>_ E(X+ —
1 1 -1 /[ X+ |
Fite = 5(—1 1) E(X+)_O’

Pa = 5 (1 1) VE( ) =0
P = %(_% _i)@(_§>:u_.

Die Operatoren Pg/;, projezieren also die rechts- und linkshéndigen Anteile
aus einer freien (masselosen) Losung. Wir machen nun Gebrauch von

_ qrU1qr + @ liqr fiir Ty € {9, 9"75}
Tg=4 ¢ a " . 7.41
i { qrl2qr + qrlaqr fiir Ty € {1, 75,0} (7:41)
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mit
Gr = kv = ¢'Plyo = ' Pryo = ¢'vPL = P, und G, = GPr.
Zum Beweis schreiben wir
qliqg = q(Pr+ PL)li(Pr+ Pr)q
und benutzen
L AT, 75} =0,
2. [T'g,v5] = 0.
Damit gilt mit Gl. (7.40)
1. PRI'Pr=T11P,Pr =0, P.I'1P, =T1PrP, =0,
2. PRI'yPp, =T9PrPr, =0, PLI'yPr =T3P, Pr = 0.
Jetzt konnen wir fiir die QCD-Lagrange-Dichte im chiralen Grenzfall schrei-
ben (v* € I'y)
o= 3 @D ans +ausiPans) — (Gowll.  (142)
f=u,d,s

Diese Lagrange-Dichte besitzt eine globale, klassische U(3), xU(3) p-Symmetrie,
d. h. sie ist invariant bzgl.

ur, ur, 8 )\f . ur,

dL — UL dL = exXp —Z'Z@Lfga 671@ dL s

SL S, a=1 SL,

UR UR 8 /\f . Ur

dR — UR dR = exp —ZZ @57(1 671@ dR , (743)
SR SR a=1 SR

wobei Uy, und Ug unabhingige, unitére (3, 3)-Matrizen sind (f fir flavor).
Wir erwarten insgesamt 2 x (8 + 1) = 18 erhaltene Strome, die wir mittels
Gl. (6.6) bestimmen. Die Variation der Lagrange-Dichte lautet

8 8
M A
0Loon = dr (E 0,075 + 8u93> VR (§ 0,012 + aM@L> i,
a=1 a=1

(7.44)
so dass

A
Ly = CYLW“?‘IQM o, Lt =0,

bV
RZ = Q_RVMTGQR, a,uRg :07
Lr = CYL,}/MQLa a,uLu :07
Rt = q_Rv“qR, GHR“ = 0. (745)
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Anmerkung: Eine Summation tiber Farbindizes ist in Gl. (7.44) und (7.45)
impliziert, d. h. mit der Einstein’schen Summenkonvention lautet die ausfiihr-
liche Schreibweise

Aa

LZL = CYL f,Aﬂ’yga’ fo 5AA’QL 1A Qs Usw.
Anstelle dieser Strome benutzt man haufig die Linearkombinationen
bV
‘/a,u = Rg + Lg = ijﬂ?aq’ (746)
bYi
Ay = Ri- Lo =" s (7.47)

Begriindung (Gell-Mann-Matrizen unterdriickt, da fiir Argumentation nicht
relevant):

_ _ (7.41) _
VP = qry"qr + @Y =" @M,
_ B 1 1
A" = qry'ar — ' = q§(1 —¥5)7"qr — q§(1 + v5)7"qr,

1 1 B
= g 5(11 + ¥5)qr —q7" 5(1 —¥5)qr = 7" 954.

. .

L1 +5)q (1 —5)q

Bzgl. Paritét transformieren die so genannten Vektorstrome und Axialvektor-
bzw. Pseudovektorstrome wie

P VAL E) > Vault, — 1), (7.48)
P AN T) o —Ag,(t, — ), (7.49)

denn

P S
q(t, ) = Y0q(t, —=Z), 07" =% W0Y"5% = —us-
Aus Gl. (7.45) erhélt man einen erhaltenen Singulettvektorstrom
VH =qgyq, 0,V*=0. (7.50)

Dieser resultiert aus einer Transformation aller links- und rechtshandigen
Quarkfelder mit derselben Phase. Der Singulettaxialvektorstrom

Ar = gy ysg, (7.51)

resultiert aus einer Transformation aller linkshéndigen Quarkfelder mit ei-
ner Phase und aller rechtshéandigen Felder mit der entgegengesetzten Phase.
Aufgrund von Quanteneffekten besitzt der axiale Singulettstrom eine Diver-
genz (Anomalie):

2

39
0,A! = 39,

wobei der Faktor 3 seinen Ursprung in der Anzahl der flavors hat.

G;Ll/pog'wjg €0123 — 17 (752>
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7.3.2 Quarkmassen und explizite Brechung der chira-
len Symmetrie

Wir betrachten nun den Quarkmassenterm der drei leichten Quarks

m, O 0
M = 0 mq 0
0 0 ms,

als Storung,

Ly = —qMq =" —(qgrMar + G Mqg)
00 0 g (100
= —qg|lms[ 000 ]| +——=[010
00 1 2 000
me g 100
+ 5 0 —1 0 q
0 0 0

_ 1 1 My + My [ 2 1 My — My
— . ___/\f oy T 10 [ = _)\f —/\f
q{m(S \/§8>+ 2 (3+\/§8)+ 2 3]q
(7.53)

Die verschiedenen Terme wurden geméfl ihrer Stédrke angeordnet. Aus L,
resultiert folgende Variation dL s bzgl. der Transformationen aus Gl. (7.43):

(SﬁM = — [qR (Z@ + @R) MQL — (]RM <Z@ ‘l‘ @L>
8 A\ A\
+4qr Z@ff‘i‘@L Mar — M Z@f7a+@R qr
a=1

a=1

= i

—~ n (N A R
Z O, (QR?aMQL - C]LM?({R) + 0" (GrMyqr, — qLMqr)
a=1
8

M\ N
+ Z CH (QLTaMQR — qrM 7GQL> + 0" (Mg — q_RMqL)] :
a=1

(7.54)
Damit erhalten wir fiir die Divergenzen der Strome
a0L , M
hly = 0@L (QL—MQR - QRM_QL>
oL A v
Ry = 8@3 (QR—MQL - QLM—QR)
0oL o _
oLt = 9oL = —i(qpMqr — GrRMqr) ,
0L o _
oR" = 508 = (GrMar, — gL Mgr) , (7.55)
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wobei in den beiden letzten Gleichungen die Anomalie noch nicht beriick-
sichtigt ist. Umgeschrieben auf die Vektor- und Axialvektorstrome lauten
die Divergenzen

N A 7.41) . _ N
8#‘/;# = _ZQR[77 M]QL - ZQL[77M]QR ( - ) lQ[M7 7](]7
. M bV , M M
O A = —i (gREQMQL — (jLM?ZQR) +1 (QL?CLMQR — QRMTGQL)

: A A
= 1 (QL{TaaM}QR_QR{?aaM}C]L>
(oA 1 A 1
= i (% M50+~ a3 MY - 20

Y
= Zq{?? M}’Y5Q7

9. V" = 0,

2

. 3
0, A" = 2igMrysq + ieuypagé:”gg", €o123 = 1. (7.56)

3272

wobei wir jetzt die Anomalie beriicksichtigt haben.

Anmerkungen:

Der vektorielle Singulettstrom V* ist immer erhalten. (V#/3: Baryo-
nenstrom).

Der axiale Singulettstrom A* besitzt eine Anomalie sowie eine expli-
zite Divergenz in Anwesenheit von Quarkmassen.

Da die Wechselwirkung der Gluonen mit den Quarks unabhéngig vom
flavor ist und die Quarkmassenmatrix diagonal ist, existiert fiir jeden
Quarkflavor eine separate U(1),-Symmetrie. Die erhaltenen Stréme
sind @y u, dy*d und 5yHs.

Fiir gleiche Quarkmassen, m,, = mg = my, sind die acht Vektorstréme
V# erhalten, da [\,, 1] = 0, die acht axialen Strome A* dagegen nicht.

Realistischer ist die Approximation m, # 0, m, = mg = 0. Damit ist
zwar die SU(3),-Symmetrie gebrochen, aber im u-d-Sektor existiert
immer noch eine chirale SU(2); x SU(2),-Symmetrie.

Schaltet man nun die u- und d-Quarkmassen mit derselben Stérke
m, = mg = m ein, so reduziert sich die SU(2), x SU(2)z-Symmetrie
auf eine SU(2)y-Symmetrie (Isospin).

Mit m,, # my ist selbst die Isospin-Symmetrie gebrochen.
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Beispiel: Massen des Baryonoktetts (aus B. C. Lehnhart, Die Massen des
Baryonoktetts in relativistischer chiraler Storungstheorie, Diplomarbeit, Mainz
2003)

1336 MeV_ o0 o )
1174 Moy 192 MeV
1095 Mey 3 MeV
1039 MeV
888 MeV N
i

SU(3), X SUB), SU2), X SU©2), SU2),
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Kapitel 8

Ubungsaufgaben

1. (a)

()

2. (a)

(b)

Ubung 1

[1] Zeigen Sie, dass aus der Existenz des Einselements auch des-
sen Eindeutigkeit folgt.

Hinweis: Es seien €’ und e Einselemente. Zeigen Sie mit ,,geschick-
ter Anwendung von (G2), dass e = ¢'.

[1] Zeigen Sie die Eindeutigkeit des inversen Elementes.

Hinweis: Beweis durch Widerspruch. Annahme b # ¢ mit ab =
ba = e = ac = ca. Benutzen Sie (G1) - (G3). (Alternativ lésst
sich die Behauptung auch analog zu (a) zeigen.)

[1] Es seien a™! and b~! die zu a und b inversen Elemente. Be-
stimmen Sie (ab)~!.

[3] Konstruieren Sie die verschiedenen Gruppentafeln fiir Grup-
pen der Ordnung 4.

Hinweise: In jeder Zeile bzw. Spalte der Gruppentafel tritt jedes
Gruppenelement genau einmal auf. Zwei Gruppentafeln beschrei-
ben dieselbe Gruppe, d.h. driicken dieselbe Gruppenstruktur aus,
wenn sie durch Umordnen der Zeilen und Spalten und Umbenen-
nung der Elemente in Ubereinstimmung gebracht werden kénnen.

[1] Begriinden Sie nun, warum Gruppen der Ordnung 4 abelsch
sind.

3. [3] Vervollstandigen Sie die Gruppentafel fiir D3 = (¢,b) mit den
definierenden Relationen ¢ = b? = (bc)? = e:

¢ 2 b be bc?
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Hinweis: Benutzen Sie die definierenden Relationen in der Form

cb = ecbe = b*cbc® = b(bc)*c® = bec® = bc®  usw.

. [1] Welche verschiedene nichttriviale Untergruppen besitzt D3?

. [2] Schreiben Sie die Permutationen
123456738 1 2
6 1 485 72 3)" 3 5

in Zykelnotation. Handelt es sich dabei um gerade oder ungerade Per-
mutationen?

. [4] Zeigen Sie, dass die Gruppe Dj aus Aufgabe 3. isomorph zur Per-
mutationsgruppe Ss ist.

Hinweis: Bezeichnen Sie die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks gegen
den Uhrzeigersinn mit (A, B, C), wobei Ecke A urspriinglich in Posi-
tion 1, Ecke B in Position 2 und Ecke C' in Position 3 sei. Unter der
Wirkung von ¢ wandert Ecke A auf Position 2, B auf Position 3 und C'
auf Position 1. Ordnen Sie entsprechend ¢ die Permutation Ps = (123)
zu: f(c) = Ps. Betrachten Sie die Wirkung der iibrigen 5 Rotationen
aus D3 auf das Dreieck und identifizieren Sie fiir diese f(g). Zeigen
Sie nun, dass die Struktur erhalten bleibt, indem Sie die definierenden

Relationen fiir D3 iiberpriifen: (f(c))® = (f(b))? = (f(bc))* = P,.

. [3] Es sei SL(2,C) die Menge aller (2,2)-Matrizen mit Werten in C
und Determinante 1:

AZ(Z Z), ad — bc = 1.

Uberpriifen Sie, dass SL(2,C) mit der Verkniipfung Matrizenmultipli-
kation eine Gruppe bildet.

Hinweis: Es gilt der Determinanten-Multiplikationssatz

det(AB) = det(A)det(B).

. [3] Zeigen Sie, dass die Menge der Matrizen

o) (0 2) (5 2) (Vo) (25) (4

mit w? = 1 und w # 1 mit der Verkniipfung Matrizenmultiplikation
eine Realisierung der Gruppe D3 aus Aufgabe 3. bildet. Stellen Sie
einen Isomorphismus zwischen den Gruppenelementen aus 3. und den
obigen Matrizen her.
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9. [2] Sei g € G. Die kleinste natiirliche Zahl n mit ¢" = e heifit Ordnung
des Elements g. Welche Ordnung besitzen die beiden Permutationen
aus Aufgabe 5.7

Ubung 2

1. [2] Gegeben scien die Permutationen P; € S5 aus Beispiel 1.2.11 der
Vorlesung:

P =(), P=(12), P3=(13), P,=(23), Ps=(123), Ps=(132).
Uberpriifen Sie exemplarisch das Assoziativgesetz:

(PoPy)Ps = Po(PyFs), (P3Ps)Py = Ps(PsFy).

2. (a) [4] Zeigen Sie, dass die Menge

1000
0100
E = 0010 |’
0001
10 0 0
0O -1 0 O
P= 0O 0 -1 0|’
0 0 0 -1
-1 0 0 0
0100
= 0010 ]
0001
-1 0 0 0
0O -1 0 O
PT = 0O 0 -1 0
0O 0 0 -1

eine Untergruppe der homogenen Lorentz-Transformationen bil-
det.

(b) [1] Zu welcher endlichen Gruppe der Ordnung 4 aus Ubung 1,
Aufgabe 2. ist {E, P, T, PT} isomorph (Gruppentafel)?

3. [6] Gegeben sei eine Lorentz-Transformation A € L mit der Eigen-
schaft At = t, wobei

o O O
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Zeigen Sie, dass es sich dabei um eine eigentliche Drehung handelt.

Hinweis: Schreiben Sie

A00 ‘ AOl A02 AO3

und benutzen Sie At = t. Sie erhalten damit Bedingungen fiir Agp und
A, 7 =1,2,3. Benutzen Sie nun die neue Form fiir A und machen Sie
Gebrauch von Gl. (1.1) aus der Vorlesung, G = ATGA. Sie erhalten
Bedingungen fiir Ag;, 7 = 1,2,3 und Dsy3. Benutzen Sie schlieflich
det(A) = 1.

. Gegeben seien zwei eigentliche, orthochrone Lorentz-Transformationen
A1 und A2 S LE_ Zeigen Sie fir A3 = A2A1

(a) [1] ATGA; = G,
(b) [1] det(As) = +1.

. [5] Welche der folgenden Gruppen sind isomorph zueinander? Geben
Sie den Isomorphismus an, sofern er existiert. Beachten Sie, dass fiir

Gruppen der Ordnung 4 nur zwei verschiedene Strukturen existieren
(siche Ubung 1, Aufgabe 2.).

(1) Die Menge der komplexen Zahlen {1,4, —1, —i} mit Multiplika-
tion als Verkniipfung.

(2) Die Menge der natiirlichen Zahlen {2, 4,6, 8} mit Multiplikation
modulo 10 als Verkniipfung.

Hinweis: Zwei ganze Zahlen a und b heiflen kongruent modulo
m (wobei m eine positive ganze Zahl ist), wenn m die Differenz
(a — b) teilt. Man schreibt dann @ = b mod m.

Beispiel: 2-6 = 12 = 2 mod 10.

(3) Die Untergruppe {( ), (12), (34), (12)(34)} von Permutationen aus
Sy. Hierbei steht () fiir die Identitétspermutation.

(4) Die Untergruppe {( ), (1234), (1432), (13)(24)} aus Si.
(5) Die Menge der vier Matrizen

(08) G) (ad) ()

mit Matrizenmultiplikation als Verkniipfung.
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6. Uberpriifen Sie, dass die Menge der Matrizen

=@y )

fir —1 < B < 1 mit der Verkniipfung Matrizenmultiplikation eine
abelsche Gruppe bildet.

(a) Verifizieren Sie zunichst die Abgeschlossenheit. Sei

L(ﬁ:’)) = L(ﬁzﬂ/(ﬁﬂ

[2] Wie lautet 3 als Funktion von 8; und (5?
[6] Begriinden Sie nun mit einer geeigneten Anwendung der Ord-
nungsaxiome, dass —1 < 3 < 1 (dies ist etwas aufwéndiger).

(b) [2] Uberpriifen Sie die Gruppenaxiome und die Kommutativitt.

Ubung 3

1. Gegeben sei die Gruppe G = SU(2). Welche der folgenden Abbildun-
gen A stellen Operationen von G auf M dar?

(a) [1]
M :={m = ( 2 ) |z € C},  Ai(g,m) = gi;z; oder kurz A(g,m) = gm.
(b) [1]

M :={m = ( il ) lz; € R}, Ai(g,m) = gijx; oder kurz  A(g,m) = gm.
2

(c) [1]

M= {meSU@)}., Aylg.m) = gamy; oder kurz  A(g,m) = gm.
(d) [1]

M :={m € SU(2)}, Ai(g.m) = gamugj; oder kurz A(g,m) = gmg'.
(e) [1]

M :={m e SU(2)}, A;j(g,m)= gixmug; oder kurz A(g,m)= gmyg.

() [1]
M := {m|m hermitesche (2,2)-Matrix},
Aij(g,m) = giwmugj; oder kurz  A(g,m) = gmg'.
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2. Das Zentrum Z einer Gruppe G besteht aus allen Elementen z, die
mit allen Elementen der Gruppe kommutieren:

Z ={z€Glzg=gzV g€ G}.

(a) [2] Zeigen Sie, dass Z eine abelsche Untergruppe von G ist.
(b) [1] Zeigen Sie, dass Z ein Normalteiler von G ist.

3. [5] Wie lautet das Zentrum von SU(2)7
Hinweis: Jede SU(2)-Matrix A kann in der Form

3 3
A = aplaxs —l—iZaiai, ag, a; € R, Za? =1,

i=1 =0
geschrieben werden, wobei o; die Pauli-Matrizen sind. Benutzen Sie

die Vertauschungsrelationen der Pauli-Matrizen,

[0i,0,] = 2i€;,0%.

Tipp: Wenn @ x b=0 fiir beliebiges 5, dann folgt @ = 0.

4. [3] Sei H eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Zeigen Sie, dass
die Ordnung von H ein Teiler der Ordnung von G sein muss (Satz von
Lagrange).

Hinweis: Benutzen Sie, dass jede Links- oder Rechtsnebenklasse von
H in G dieselbe Anzahl an Elementen hat wie H (wieso?).

5. [3] Sei G = {C = (A,B)|A € SU(n),B € SU(n)} mit C1Cy =
(A1 Ay, B1By). Welche der Mengen bilden eine Untergruppe mit der
Verkniipfung von G? Ist eine der Untergruppen ein Normalteiler?

(a) {X = (A A)AeSUMn)},
(b) {X = (A L)A€ SU(n)},
(c) {X =(4,AN|A € SU(n)}.

6. Gegeben sei die Gruppe G = SU(2) xSU(2). Sie besteht aus der Menge
{9 = (L,R)|L € SU(2),R € SU(2)} mit der Verkniipfung g19o =
(L1, Ry)(Ls, Ry) = (L1Ly, RiRs). Welche der folgenden Abbildungen
stellen Operationen von G auf M dar?

(a) [1] M =SU(2), A(g,U) := RUL' fiir U € M und g € G.
(b) [1] M =SU(2), A(g,U) := RU fir U € M und g € G.
(c¢) [1] M =SU(2), A(g,U) := RUL fiir U € M und g € G.
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7. [2] Betrachte G = SO(3). H = {Drehungen bzgl. z-Achse}. Zeigen
Sie, dass H kein Normalteiler ist.

Hinweis: Betrachten Sie ein beliebiges h € H und bestimmen Sie
ghg™!, wobei g eine Drehung bzgl. der z-Achse mit Drehwinkel /2
sei.

Ubung 4

1. (a) [3] Uberpriifen Sie die Gruppenaxiome (G1) — (G3) fiir die Fak-
torgruppe G/H (siehe Satz 1.3.22).
(b) [3] Wir betrachten die Gruppe D3 = {(c, b) mit ¢* = b*> = (bc)? =
e und deren Normalteiler C3 = (¢) mit ¢ = e. Wie lauten die
Elemente der Faktorgruppe D3/C3? Berechnen Sie explizit die
Produkte der Gruppenelemente der Faktorgruppe.

(c) [2] Betrachten Sie nun die Untergruppe Cy = (b) mit b* = e,
die kein Normalteiler ist. Bestimmen Sie die Menge aller Links-
nebenklassen gC5 und die Menge aller Rechtsnebenklassen Csg.
Féllt Thnen ein Unterschied zur Eigenschaft eines Normalteilers
auf?

2. [2] Zeigen Sie, dass die Gruppe O(3) das interne direkte Produkt von
SO(3) und {e,p} = {13x3, —13x3} ist.

3. Gegeben sei die Gruppe U(2) der unitdren (2,2)-Matrizen.

(a) [2] Zeigen Sie, dass die Gruppe SU(2) und die zu U(1) isomorphe
Gruppe {€*15,2]|0 < ¢ < 27} Normalteiler von U(2) sind.

(b) [1] Ist U(2) das interne direkte Produkt der beiden Normalteiler
aus (a)?

4. Gegeben seien die (2,2)-Matrizen

. a0+ib3 Zbl+b2
M = ( ibl—bg (Io—ib;;)

mit ag € R, b; € R und af + b? + b3 + b3 = 1.

10
TN —
wiar= ()

(a) [1] Zeigen Sie

und

(b) 1]
det(M) = 1.

5. Sei G die Menge aller Polynome mit der Verkniipfung Addition.
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(a) [2] Handelt es sich dabei um eine Gruppe?

(b) [1] Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : G — G mit p(z) — “Lp(z)
ein Homomorphismus ist.

(c) [1] Ist die Abbildung surjektiv (injektiv)?
(d) [1] Was ist der Kern der Abbildung?

6. [3] Zeigen Sie, dass die Menge aller reellen Matrizen

a —b
b a
eine Gruppe bzgl. Matrizenmultiplikation bildet, wenn a und b eine

bestimmte Bedingung erfiillen. Wie lautet diese Bedingung? Ist die
Gruppe abelsch?

7. [3] Gegeben sei die Menge der Funktionen

z—1

¢ = {0 =efle) = {2 o) = T

xz

) = 7 fole) = 1= ulo) = 5 |

r—1

mit folgender Regel als Komposition

(fifi)(@) = fi(f;(z)).
Zeigen Sie, dass GG eine Realisierung von Dy ist.
8. [2] Seien H und K Untergruppen von G. Zeigen Sie, dass auch HN K
eine Untergruppe von G ist.

Bemerkung: H U K ist nicht notwendigerweise eine Gruppe. Zum Bei-
spiel enthilt die abstrakte Gruppe Ds als Untergruppen H = {e, ¢, ¢*}
und K = {e,b}. Die Vereinigung H U K = {e, c,c? b} ist nicht abge-
schlossen.

Ubung 5

1. [3] Es sei R,,(¢) eine Drehung um eine durch den Einheitsvektor n,
gekennzeichnete Achse mit Drehwinkel ¢, d. h.

R, (¢)ny =ny und Tr(R,,(¢)) =1+ 2cos(o).

Es sei weiterhin 7' diejenige Drehung, die n; in eine neue Drehachse
ng iiberfithrt, d. h.

ny =Tn; mit det(T) = 1.

Zeigen Sie, dass R, (¢) := TR, (¢)T " eine Drehung um ny mit Dreh-
winkel ¢ ist.
(R, (¢) ist zu Ry, (¢) konjugiert mit T" als konjugierendem Element.)
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2. [7] Es sei R € SO(3) mit der folgenden Parametrisierung durch Euler-

Winkel:
R(a, B,7) = Ry (V) Ruz (B)Rey (@), 0<a,y <2m,0< <7 (1)

Die einzelnen Drehungen lassen sich jeweils als Abbildungen einer Or-
thogonalbasis (ONB) auf eine gleichorientierte neue ONB interpretie-
remn.

e R..(«)beschreibt Drehung um e; mit Drehwinkel a:: u; = R, (a)e;.

R

e R, () beschrelbt Drehung um us (neue 2-Achse) mit Drehwinkel
5 vj = u2 (ﬁ )UJ'

e R, () beschreibt Drehung um vz (neue 3-Achse nach zwei Dre-
hungen) mit Drehwinkel v: w; = Ry, (7)v;.

e Kombiniert:
Wy = R113 (7)Uj = RUS (P)/)R’U«Q (ﬁ)uj = Rvs (V)Ruz (5)R€3 (a)ej = R(a: ﬁa 7)€j-

Zeigen Sie, dass die kombinierte Drehung sich auch als 3 aufeinan-
derfolgende Drehungen ausschlieBlich um die Achsen e; und ez aus-
driicken lasst:

R(Oz?B)’}/) = Rea(a)Rez(ﬁ)Reg(V)a O S «, 7y < 27‘-’0 S ﬂ S .
Hinweis: Wenden Sie das Resultat aus Aufgabe 1. an und zeigen Sie

Ryy(7) = Ru(B)Ru()R,(B), (2)
Ry, (8) = Re(@)Re,(B)R (@), (3)
Geben Sie in beiden Féllen explizit die Analoga zu T, ny und ny an.

Setzen Sie nun zunéchst (2) in (1) ein und beachten Sie, dass uz = es.
Auflerdem vertauschen Drehungen um dieselbe Achse. Wenden Sie
anschlieffend (3) an.

. Gegeben sei
Uk(¢) = exp <_7’%¢) ) k= 17 27 3.
Eigenschaften der Pauli-Matrizen:

o; = (7Jr Tr(o;) = 0;,0; = +1 o
i
i ) ( l) 07 A 52] 2x2 1€jk0k

(a) [2] Verifizieren Sie mit Hilfe der Reihenentwicklung der Expo-
nentialfunktion und der Eigenschaften der Pauli-Matrizen

Uk((b) — COS (g) 12><2 — ?:O'k sin <§) .

Hinweis:
o " B e (_1)nx2n ‘ B 0 (_1)711.271—&—1
eXp ZO COS = ; W, Sll’l(l‘) = ; W



(b) [2] Verifizieren Sie

sy = (G0
w = (ol "af)

Anmerkung: Die Eintriage der Matrix Us(/3) sind die so genannten

1
reduzierten Kreiselfunktionen dfir)n, (B).

(c) [1] Was ist Us(27) und Us(27 + 6)? Wann wird das Einselement
wieder erreicht?

(d) [5] Verifizieren Sie fiir festes k
Un(9)a;UL(9) = cos()a; + [1 = cos(¢)]0k;05 — sin()ezuon.

Summation hier nur iiber [; k ist fest!

Hinweis: Sie bendtigen Additionstheoreme fiir die trigonometri-
schen Funktionen.

(e) [2] Bestimmen Sie
PulUi(@)] = S ToU),UL(6)]

4. [3] Sei ¢ ein Homomorphismus von G in G’. Zeigen Sie, dass Kern(yp)
ein Normalteiler von G ist.

Bemerkung: In der Vorlesung wurde bereits die Abgeschlossenheit ge-
zeigt.

Ubung 6

1. [2] Es sei G eine Gruppe. Gegeben sei die Abbildung ¢ : G — G mit
©(g) = g~ '. Unter welcher Bedingung handelt es sich dabei um einen
Automorphismus?

2. [7] Es seien L(B.é,) und L(B,é,) spezielle Lorentz-Transformationen
entlang der x- und z-Achse und R3(y) eine Drehung um die z-Achse
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mit Drehwinkel 0 < ¢ < 27

Yo Buve 0 0
L(B.é.) = ﬁxo%c 70"” ? 8 . Bz = tanh(A\;), 7, = cosh()\,), —00 < A\, < 00,
0 0 0 1
Y= 0 0 B
R 0 1 0 O
L(B.¢e.) = 0 01 o0 , B, =tanh(\,),7, = cosh(},), —00 < A\, < o0,
By 00
1 0 0 0
B 0 cos(p) —sin(p) 0
Rs(v) = 0 sin(p) cos(p) 0 |’ 0= p<2m
0 0 0 1

Bestimmen Sie L(8,¢€.) L(B:€x), L(Bé.)L(B.€.), L(Sréx)R3(v), R3(©)L(Brés),
L(5.6.)R3(¢) und R3(p)L(5.€.). Welche Schliisse ziehen Sie bzgl. der
Vertauschbarkeit von Lorentz-Transformationen?

3. Wir betrachten die komplexwertigen (2,2)-Matrizen

A _exp< Zaz@) exp<ﬁ2§), & e R.

(a) [2] Zeigen Sie mit Hilfe der Reihenentwicklung der Exponential-
funktion, dass

oo (5] e (ot (). =B €=

Hinweis: (¢ - @)? = @?1gx2.
(b) [3] Zeigen Sie, dass
det(A(€)) =
Wie lauten A~! und Af?

(c) [6] Wir parametrisieren nun einen Punkt = des Minkowski-Raums
durch die hermitesche (2,2)-Matrix

X =ux¢loyos+7 -7
Betrachten Sie nun die Abbildung
X =Y = yolae + 77 1= A()XAT(E)
und geben Sie die Wirkung fiir die Komponenten an:
To Yo =7,
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Um welche Transformationen handelt es sich?

Hinweise:
0i0; = 0ijloaxa + 1€;,0%,

cosh? (ﬁ) + sinh? (g) = cosh(§) =: 7,

= 1,

(3)
s (§) o (£) = i) - 3
(2)

= %(cosh(ﬁ) —1).

4. [2] Gegeben sei die Drehmatrix

Dgl)»,n/(aa 67 7) = <l7 m\R(a, B? 7)“7 m/>*
mit
R(e, B,7) = exp(—ial,) exp(—iBl,) exp(—ivl,).

Zeigen Sie, dass
DY) (@, B.7) = exp(ima)d(), () exp(im'y).
Wie lautet die Definition fiir dfi)m,(ﬂ)?

5. [5] Gegeben sei die Diedergruppe Dy = (¢, b) mit den erzeugenden Re-
lationen ¢* = b* = (bc)? = e. Bestimmen Sie die Konjugationsklassen
von Dy.

Hinweise: Sie miissen von den erzeugenden Relationen Gebrauch ma-
chen. Benutzen Sie aulerdem die Folgerungen 1.3.12 der Vorlesung.

Ubung 7

1. [3] Sei M := {D|D Darstellung von G'}. Uberpriifen Sie, dass folgende
Relation eine Aquivalenzrelation darstellt: D; : Vi — Vi ~ Dy :
Vy — Vi, wenn ein bijektives S : Vi — V5, existiert mit SD;(g)S™! =
Dy(g)Vg € G.

2. Es sei G = {Tx(ay, as)} die Gruppe der zweidimensionalen Translatio-
nen:

Tg(al,ag) : R2 — IR,Q, Tg(al,ag) < 1 ) = ( T1ta ) , a; € R.

To ) + (05}
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(a) [2] Zeigen Sie, dass Dy : G — GL(2,C), T'(a1, as) — Di(a1,az) :

C? — C? mit
1 +1
Dl(a1’a2) = ( 0 aq 1’&@2 )

eine Darstellung von G ist. Ist D; eine treue Darstellung?
(b) [2] Zeigen Sie, dass Dy : G — GL(2,R), T'(a1,a2) — Ds(ay, as) :

R? — R? mit
1 +
Dg(ahaQ) = ( 0 aq j as )

eine Darstellung von G ist. Wie lautet Kern(D3)? Ist Dy eine
treue Darstellung?

3. [4] Gegeben seien die Energieeigenwerte eines Elektrons im Coulomb-
Potential und in einem harmonischen Oszillatorpotential:

2 13.6
_am ~———eV, n=n"+1+1, n/,1>0,
2n?2 n?

3
E, = <n+§>w, n=2n"+1, n,l>0.

b, =

Bestimmen Sie den Entartungsgrad der Eigenwerte fiir vorgegebe-
nes n. Beachten Sie, dass fiir festes [ die Eigenwerte zu [, die Werte

—I,—l+1,---,] annehmen konnen. Skizzieren Sie die Energieeigen-
werte F, in Abhéngigkeit von [ fiir n = 1,--- ,4 (Wasserstoff) und
n=0,---,3 (harmonischer Oszillator).

4. Betrachten Sie den Zustand |2, 1, 1) des Wasserstoffatoms mit der Wel-
lenfunktion
Vo1 (7)) = Ro1(r)Y11(0, D).
(a) [2] Bestimmen Sie den Erwartungswert (2,1, 1]1,]2,1,1).
(b) [1] Bestimmen Sie [,|2,1,1).
Hinweise: Die Radialwellenfunktion ist normiert:

/ drr*R3,(r) = 1.
0

Die Kugelfunktion Yi; lautet

Y11(0,®) = —4/ % sin(©)e’®.

Fiir die Drehimpulsoperatoren in Kugelkoordinaten gilt

I, =1 sin((b)a% + cot(©) cos(@)a%} )

I, = —i—.

0o
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(c) [2] Wir betrachten eine Drehung um die y-Achse mit Drehwinkel
£ mit der induzierten Transformation

R(0, 5,0) = exp(—ifl,).
Benutzen Sie die Baker-Campbell-Hausdorft-Formel

ABe = B+ [A, B+ 3 [A [A B + g [A [A[A B + -

fir A =iBl, und B = [, zusammen mit den kanonischen Vertau-
schungsrelationen fiir die Drehimpulsoperatoren und leiten Sie
folgende Formel her:

exp(ifly)l, exp(—iBl,) = cos(B)l, + sin(S)l..

(d) [2] Wir betrachten nun denjenigen Zustand, der durch eine Dre-
hung um die y-Achse mit Drehwinkel 7/2 entsteht:

12,1,1) = exp (—igly) 12,1,1).

Bestimmen Sie ,|2,1,1)".

(e) [2] Benutzen Sie die kanonischen Vertauschungsrelationen fiir die
Ortsoperatoren und die Impulsoperatoren,

zusammen mit der Definition fiir die (Bahn-) Drehimpulsoperatoren,
li = €ij,x;pr, und leiten Sie die Vertauschungsrelationen zwischen
den Ortsoperatoren und den Drehimpulsoperatoren und den Im-
pulsoperatoren und den Drehimpulsoperatoren her.

(f) [2] Bestimmen Sie nun
exp(ifly)rexp(—ifl,) und exp(ifl,)p, exp(—iBly).

5. Gegeben seien die Radialwellenfunktionen

i = ()20 )l

3
1 2 2 7 r
RBa(r) = (z—ao) V324, P (—2—%)

des Wasserstoffatoms, wobei ag = 1/(am).

Njw

(a) [1] Wieviele radiale Knoten besitzen Ry und Ry (mogliche Null-
stelle fiir » = 0 und asymptotische Nullstelle nicht mitgezahlt)?
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(b) [2] Berechnen Sie das Matrixelement
/ d’/’T2R21 (T’)Rgo(?").
0
Tipp:
* n!
/ e dr = ——, nel.
0

antl )

Ubung 8

1. [4] Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| mit Darstellung D

auf einem Skalarproduktraum (V/ (:|-)). Zeigen Sie, dass

ey} = 1 Z 9)|D(g)y)

gEG

ein weiteres Skalarprodukt definiert. Uberpriifen Sie dazu die 3 defi-
nierenden Figenschaften eines Skalarprodukts.

. [4] Sei D = {D(g)} eine Darstellung einer Gruppe G in Form von
Matrizen mit g — D(g). Zeigen Sie, dass dann

(1) g~ D*(g), (2 g—D"(g7"), (3) g—Di(g")

auch Darstellungen von GG definieren.

Hinweis: Begriinden Sie zunéchst, warum die Matrizen aus (1) - (3)
invertierbar sind. Uberpriifen Sie anschlieend die Homomorphismus-
eigenschaft.

. [2] Gegeben sei eine zweidimensionale Darstellung von SU(2) auf C?
mit Elementen der Form

U(0,n) = exp (—%i@& : ﬁ) :

Zeigen Sie, dass {U*(0,7)} eine dquivalente Darstellung bildet.

Hinweis: Bestimmen Sie o7}. Betrachten Sie S = —ioy und {iberpriifen
Sie damit

U*(0,7) = SU(0,7) S~

. [3] Es seien DM und D® Darstellungen von G; und G5 auf endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen V; und V5 und D Darstellung von G x G
auf Vi ® Vo mit D(g1,g2) = DW(g1) ® D@ (gy). Zeigen Sie:

D irred. Darstellung von Gy x Gy = D und D® irred.
Darstellungen von G und Gs.
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Hinweis: Beweis durch Widerspruch. Nehmen Sie an, dass D) redu-
zibel sei, d.h. ein nichttrivialer Unterraum U; von V; existiert, der fiir
alle g1 € (7 invariant ist. Fiihren Sie dies auf einen Widerspruch zur
Voraussetzung D irreduzibel.

- Gegeben sei der Hilbert-Raum #1 eines Spin-1 /2-Teilchens mit Basis

=g )1o=(1)

(a) [2] Es seien oy, i = 1,2, 3, die iiblichen Pauli-Matrizen und o :
01 % i0y. Berechnen Sle

1 0 1 0
O+ 0 ’ O+ 1 ) 03 O ) 03 1 .
Es sei H = /H% ®7—[% und

D =[Hel+), 2=[Hel-), B =)ol 4=l

Wir fiihren folgende neue Basis ein:

Ly = ),
1

10) = —=(2)+13),

1L-1) = |4),

0,0) == ——(12) - [3)).

V2

Wir definieren den Operator fiir den Gesamtspin als S = g RI+1I®

g AW 470 _ (1) 4 §(2).

(b) [1] Bestimmen Sie S3 angewandt auf |1,1), [1,0), |1,—1) und

10,0).
(¢) [4] Bestimmen Sie S2 angewandt auf [1,1), [1,0), |1, —1) und
10,0).
Hinweise:
52 = (Ze1+102) (Te1+102)
5 (Fe1+10%) (To1+107
1
= ;(F*@1+20,00,+1057).
Physikerschreibweise:
- 1
52— T (32(1) 4+ 204(1)03(2) + 77(2)) -

Driicken Sie o;(1)0;(2) mit Hilfe der Operatoren o, und o3 aus
und verwenden Sie die Resultate aus (a).
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6. Aufhebung von Entartung. [4] Betrachten Sie folgenden Hamilton-
Operator fiir zwei Spin-1/2-Teilchen (die direkte Produktschreibweise
wie in 5. ist nun, wie in der Physik {iblich, unterdriickt):

H = a(S?(1) + §%(2)) +2b5(1) - §(2) + ¢(Ss(1) + S5(2))
Hy H, H,

mit 0 < ¢ < b < a, S(i) = @, i = 1,2. Hy ist invariant bzgl.
SU(2) x SU(2), H; ist invariant bzgl. {(g,9)|g € SU(2)} = SU(2)
und H, invariant bzgl. U(1). Wie lauten die Eigenzustédnde und die
Energieeigenwerte zu Hy, Hy + H; und Hy + H; + H,. Skizzieren Sie
das Spektrum. Benutzen Sie S = S(1) + 5(2) und die Resultate aus

5.

7. [2] Gegeben sei folgende dreidimensionale Darstellung D : R3 — R3
der Permutationsgruppe S5 mit

10 0 010 0

D() = [o10], Da2)=[ 10 0], DA3)=|{ o0
00 1 00 1 1
10 0 010

DR3) = (00 1|, DA23)=| 0 0 1 |, D@321)=
010 100

Zeigen Sie, dass die Darstellung reduzibel ist.

Hinweis: Finden Sie einen gemeinsamen FEigenvektor aller D(g) und
damit einen nichttrivialen invarianten Unterraum.

Ubung 9

1. Gegeben sei der Hamilton-Operator des Zwei-Elektronen-Systems aus
Beispiel 2.2.17 der Vorlesung:

o = O

1
0
0

0 0
10
01

(0%

H = % +VA(r(1) + % + Vi(r(2)) +Va(ris) = Ho + Vs
Ho(1) Ho(2)
mit (n = 1,2)
(n) = ) o= ) = 7@, Vi) = — o, Vi) = —

r(n)’

und den Vertauschungsrelationen (m,n € {1,2};4,j € {1,2,3})

[zi(m), zj(n)] = 0, [pi(m),p;(n)] =0,  [zi(m), p;(n)] = 0ij0mn.
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(a) [4] Berechnen Sie [I;(n), Va(rig)] fiir n =1 und n = 2.
(b) [1] Zeigen Sie nun [L;, Va(r12)] = 0 mit L = I(1) + [(2).

2. [2] Es seien DM und D® zwei dquivalente, endlichdimensionale Dar-
stellungen einer Gruppe G auf Vektorrdumen V; und V5. Zeigen Sie
fiir die Charaktere y™M(g) = x®?(g) Vg € G.

3. [2] Es sei G = SU(2). Wir parametrisieren Elemente aus G durch
einen Einheitsvektor 7 und 6 € [0, 27]:

Wir betrachten nun die Fundamentaldarstellung 2 von SU(2):
SU(2) 3 g+ D(g) :==g € 2,

wobei D(g) nun als linearer Operator auf C? zu verstehen ist. Analog
fithren wir die komplex konjugierte Darstellung 2* ein:

SU(2) 5 g+ D*(g) :=g" € 2".

Wie lauten die Charaktere x(g) und x*(g) der Fundamentaldarstel-
lung und der dazu komplex konjugierten Darstellung als Funktionen
von 7 und 67

4. [3] Es sei G = SO(3). Wir parametrisieren Elemente aus G durch die
drei Euler-Winkel:

R(a, 8,7) = R3(a)Ra(B) Rs(),

wobei
cos(p) 0 sin(yp) cos(p) —sin(p) 0
Ry(p) = 0 1 0 ., Rs(p) = sin(p) cos(ep) 0
—sin(p) 0 cos(p) 0 0 1

Interpretieren Sie nun R(«, 3,7) als Element der dreidimensionalen
Fundamentaldarstellung und bestimmen Sie den Charakter x(«, 8,7).

5. [4] Konstruieren Sie analog zu Beispiel 2.3.15 der Vorlesung die re-
guldren Darstellungen der Gruppen Cy = {e, ¢, ¢?, ¢} mit ¢* = ¢ und
der Klein’schen oder Vier-Gruppe V = {e,a,b,c} mita®> =b* = > = ¢
(siche Ubung 1, Aufgabe 2.).

Hinweis: Die Matrizen der reguldren Darstellung sind durch

|G|
ggz:ZDjz(g>g]7 Z:]-a 7|G‘7
j=1

definiert. Nummerieren Sie g; = e, go = ¢, g3 = ¢® und g, = ¢® bzw.
g1 =¢€, g2 =a, g3=>bund g4 = c.
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6. Wir betrachten die abstrakte Gruppe D3 mit den sechs Elementen
{e,c,c? b,bc, bc?} (siehe Beispiel 1.2.8 der Vorlesung).

(a) [3] Konstruieren Sie eine zweidimensionale Darstellung auf dem
R?, indem Sie die Gruppenelemente geometrisch als (aktive) Dre-
hungen um den Ursprung bzw. Spiegelungen interpretieren. Bei-
spiel:

oa-(3 1) oo (afl) )+ (4 1)

Wihlen Sie fiir b eine Spiegelung an der x-Achse.
(b) [1] Wie lautet der Charakter fiir die 6 Gruppenelemente?

(c) [4] Wie lauten die 4 sechsdimensionalen Vektoren {D;;(e), D;;(c), ..., D;;(bc*)}.
Verifizieren Sie explizit die 4+ 3+ 2+ 1 = 10 Orthogonalitétsre-
lationen

) 6
> Di(9)D;,(9) = 50ij0rs:
g

7. [3] Die Voraussetzungen seien wie in Satz 2.3.3 der Vorlesung.

Gl

Ny

> D (g) D" (g) 056, (%)
g

Zeigen Sie
> <16l
pn=1

Hinweis: ;1 nummeriert die nichtdquivalenten, irreduziblen, unitiren
Darstellungen von G, r ist deren Anzahl.

1. Schritt: Es sei 4 = v = 1 mit ny; der Dimensionalitdt des Vektor-
raums, auf dem D) operiert. Betrachten Sie festes ¢ und r. Interpre-
tieren Sie (Dﬁj)(gl), s ng)(gm)) als Vektor in einem |G|-dimensionalen
Raum. Interpretieren Sie Gl. (x) als Aussage fiir ein Skalarprodukt.
Wieviele solcher Vektoren gibt es fiir p = v = 1 (Betrachten Sie die
Anzahl der Eintriige von DW(g). Die Indizes i und r konnen die Werte

1 bis ny annehmen.)? Interpretieren Sie Gl. (x) als Orthogonalitétsre-
lation.

2. Schritt: Wiederholen Sie die Uberlegungen fiir 1 = 2 usw.
3. Schritt: Addieren Sie die Resultate fiir die einzelnen pu.

4. Schritt: Wieviele orthogonale Vektoren kann es in einem |G|-dimensionalen
Raum maximal geben?

222



Ubung 10

1. [5] Gegeben sei die Gruppe C3 = {e, ¢, ¢*} mit ¢ = e. Bestimmen Sie
analog zur Vorlesung die Charaktertabelle der irreduziblen Darstel-
lungen.

2. Wir betrachten fiir die Gruppe D3 die so genannte Vektordarstellung
DY auf dem Vektor-Raum R?. Diese ist definiert iiber die Wirkung
einer Drehung um 120° um die z-Achse und um 180° um die z-Achse,

d.h.

—1 = 0 1 0 0
Di(e)=| ¥ Lo |, Di®=(0 -1 0
0 01 0 0 —1

(a) [2] Bestimmen Sie die Matrizen Dy (c?), DY (bc) und DY (bc?).
Beachten Sie, dass DY eine Darstellung ist.

(b) [2] DY (be) und DY (bc?) stellen Drehungen um 180° bzgl. der
Drehachsen 7(bc) und n(bc?) dar. Bestimmen Sie diese Drehach-
sen. Hinweis: Interpretieren Sie die Drehachsen als Figenvektoren
mit Eigenwert 1.

(c) [1] Bestimmen Sie fiir die drei Konjugationsklassen K; den Wert
des Charakters von DY .

(d) [2] Bestimmen Sie nun die Koeffizienten a}” der Clebsch-Gordan-
Zerlegung
DY =aY DY @ dy D® @ af D®.

3. [3] Sei G = Ds. Bestimmen Sie analog zur Vorlesung die Koeffizi-
enten ay, i,j,k = 1,2,3, der Clebsch-Gordan-Zerlegung des inneren
Tensorprodukts

DY @ DY) =a?DV @ af DP @ af DV

Hinweis: Benutzen Sie die Orthogonalitétsrelation fiir Charaktere ir-
reduzibler Darstellungen und die Tatsache, dass der Charakter einer
inneren Tensorproduktdarstellung gleich dem Produkt der Charaktere
ist.

4. [5] Wieviele reelle Parameter benotigt man zur Beschreibung der
Gruppen

e SL(n,C) = {A4|A € GL(n,C),det(A) = 1},

e SL(n,R) = {A|A € GL(n,R),det(A) = 1},

e SU(n) ={A|A € U(n),det(A) = 1},

e O(n,C) ={A|A € GL(n,C),ATA = AAT = 1,,.},

(n
(n
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e O(n,R) = {A|A € GL(n,R), ATA = AAT = 1,,,}?

5. Es sei G eine endliche Gruppe mit Konjugationsklassen K; und D®)
eine n,-dimensionale, irreduzible Darstellung auf dem K-Vektorraum
V.

(a) [2] Zeigen Sie, dass die Matrix

B =) D"(g)

geK;
fiir eine beliebige aber feste Konjugationsklasse K; von der Form
B! = NI ist, wobei I die Identitét auf V,, ist.
Hinweis: Benutzen Sie das Lemma von Schur aus 2.3.2.

(b) [1] Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen dem so genannten
Dirac-Charakter A, der Anzahl k; von Elementen der Konjuga-

tionsklasse K;, dem Charakter XEM ) der Konjugationsklasse K;
und der Dimension n, der Darstellung D) her.

6. [2] Es sei G eine endliche Gruppe und D eine endlichdimensionale,
irreduzible Darstellung. Betrachten Sie die zu D komplex konjugierte
Darstellung D*. Zeigen Sie, dass fiir d&quivalente D und D*, d.h.

D(g) = SD*(9)S™' Vg € G, (x)
SS* = A folgt.

Hinweis: Betrachten Sie die zu () komplex konjugierte Gleichung und
setzen Sie das Resultat fiir D*(g) in (%) ein. Wenden Sie das Lemma
von Schur aus 2.3.2 an.

7. [3] Wir betrachten die Gruppe O(2). Gegeben sei ein Element A aus
dem Zweig SO(2) und ein Element B aus dem Zweig S2SO(2) (siche
1.3.5 der Vorlesung) mit

A= () oty ) 0a<om
(

B = (_.COSB) Sin()), 0<8<or

Berechnen Sie den Abstand

d(A, B) := ||[A = B|| =

Ubung 11
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. Zeigen Sie fiir die folgenden Transformationen, dass es sich dabei
um Lie-Gruppen handelt. Uberpriifen Sie zunichst die Gruppenei-
genschaften und geben Sie anschlieBend die Funktionen ¢;(a;b) fiir
die kontiniuerlichen Parameter an. Bestimmen Sie schlieBlich p(b)
und pr(b).

(a) [4] ' = ax, a € R\ {0}.

(b) [5] ' = a1z + ag, a1 € R\ {0}, a2 € R.

. [2] Zeigen Sie, dass die Lie-Gruppe GL(n,R) fiir alle n > 1 nicht
zusammenhéngend ist.

Hinweis: Fiithren Sie einen Beweis durch Widerspruch. Nehmen Sie
an, dass ein Pfad ¢g : [0,1] — GL(n,R) mit t — g¢(¢) existiert mit
der Eigenschaft det(g(0)) > 0 und det(g(1)) < 0. Betrachten Sie die
stetige Abbildung ¢ : [0, 1] — R mit ¢(¢) = det(g(¢)) und wenden Sie
den Nullstellensatz von Bolzano an.

. Gegeben sei so(n) := {B € gl(n,R)|BT = —B},
n

schiefsymmetrischen, reellen (n,n)-Matrizen (

d. h. die Menge aller
> 2).

(a) [1] Zeigen Sie, dass so(n) mit den Verkniipfungen Matrizenaddi-
tion und Skalarmultiplikation ein R-Vektorraum ist.

(b) [1] Zeigen Sie, dass durch
[A,B] == AB— BA VA,B € so(n)

mit AB als Matrizenmultiplikation eine abgeschlossene, bilineare
Multiplikation definiert ist (Uberpriifen Sie die Abgeschlossen-
heit und die Linearitdt im ersten und zweiten Faktor).

(¢) [1] Uberpriifen Sie die Antikommutativitit und die Jacobi-Identitsit.

(d) [1] Wie lautet die Dimension von so(3), d. h. was ist die Anzahl
der Basisvektoren?

. [2] Gegeben sei die Drehimpulsalgebra [J;, J;| = i€;jxJ;. Zeigen Sie,
dass das Produkt nicht assoziativ ist:

(i 13, Jell # (i T3], T
. Gegeben seien die irreduziblen Darstellungen der SO(3)

DY (a,B,7) = (Im[R(a,B,7)[l,m")",
R(a7ﬁ77) = exp<_ialz) exp(_iﬁly) exp(—ivlz),

mit
[ = 0,1, -+,
m = —lL,—l+1,---,1—1,1,
m = -l —1+1,---,1—-1,1
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(a) [2] Begriinden Sie die Faktoren &,,m,0m:m; in der Orthogona-
litatsrelation

/%da/ sin(3 dﬁ/%dv DYV (a, B, ) Dy (e, B,) =

7T
mélllz 5m1m25m1m2

(b) [1] Was erhalten Sie mit Hilfe der Orthogonalitétsrelation fur
[ sl 9, 5)
0 1 1My

mit festen m; und m}?
Hinweis: Siehe Ubung 6, Aufgabe 4.

DY (a, B,7) = exp(ima)d®,(8) exp(im'~).

. [3] Gegeben sei die Drehimpulsalgebra [J;, J;] = i€;;1J. Konstruieren
Sie mit Hilfe von

Jilj,m) = /(G Fm)(j £ m+1)|j,m*l), Js|j,m) =ml|j,m), (j,m|j,m

wobei Jy = J; £ iJy, eine dreidimensionale Darstellung (j = 1) der
Drehimpulsalgebra.

- [2] Zeigen Sie 007 (25 + 1) = (21 + 1)(2j2 + 1) fiir ji, 2 €
{07§717§7'”}'
Ubung 12

. Es sei £ eine Lie-Algebra mit Basis {L;,---,L,} und den Vertau-

schungsrelationen
(Lo, Lg| = Cg,BL’Y'

(a) [1] Zeigen Sie C7; = —C,,.
(b) [3] Zeigen Sie CB#C’“ +C9,C55 + C5,C = 0.

. Es sei £ eine Lie-Algebra mit Basis {Lq,--- , L, }.
(a) [2] Zeigen Sie, dass die durch

[Li, Lj] ZT’W DLe, 1,5 =1,--,n,

definierten (n,n)-Matrizen T'(L;) eine n-dimensionale Darstel-
lung der Lie-Algebra erzeugen.
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(b) [1] Zeigen Sie, dass die Strukturkonstanten als Eintrdge von
(n,n)-Matrizen interpretiert werden konnen, die eine n-dimensionale
Darstellung (adjungierte Darstellung) definieren.

(c) [2] Es sei {01/2,09/2,03/2} eine Basis der Lie-Algebra su(2).
Wie lauten die zugehorigen Basisvektoren der adjungierten Dar-
stellung?

(d) [2] Es sei X € L. Wir definieren eine lineare Transformation
ad(X) durch
ad(X)(Y)=[X,Y], Y ecL.

Zeigen Sie, dass (a) und (d) gleichwertige Definitionen fiir die
adjungierte Darstellung liefern.

3. Gegeben sei die Basis

(01 (0 -1 (10
a7 1ro0o) 27\ 1 o) 2" \o0 -1
der Lie-Algebra sl(2,C').

(a) [1] Bestimmen Sie die Kommutatoren.

(b) [2] Bestimmen Sie die Vektoren ad(e;) der adjungierten Darstel-
lung.

4. [3] Es seien U = u;e; und V' = v;e; zwei Vektoren einer Lie-Algebra
L. Die so genannte Killing-Form ist duch

B(U,V) =Tr(ad(U)ad(V))

definiert. Zeigen Sie fiir £ = sl(2,C) mit der Basis aus Aufgabe 3.,
dass B(U,V) = u” Bv mit

5. [3] Es sei G eine klassische Lie-Gruppe mit Lie-Algebra £G. Verifizie-
ren Sie durch Taylor-Reihenentwicklung fiir C, D € LG und t € R

exp(tC) exp(tD) exp(—tC) exp(—tD) = I +t*[C, D] + O(*), t — 0.

6. [3] Gegeben sei die Basis

(10 (01 /(00 (00
“=\oo) 27\ oo) " \10) “= Vo1

der Lie-Algebra gl(2,K). Konstruieren Sie die Vektoren ad(e;) der ad-
jungierten Darstellung.
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Ubung 13

. [3] Gegeben sei die Zerlegung

i jama) =) ( 73111 ri

7,m

J i J2

m my Mo
die Beziehung

i) = X (2

mi,m2

j)Wmmm

m

Leiten Sie mit Hilfe von

JiJ
> (2

mi,m2

-/

j/ ) = 6jj’5mm’

m

m

J ) ‘jlml;j2m2>

her.

. [6] Bestimmen Sie in 4.3.2, Schritt 3. der Vorlesung in Analogie zu
Schritt 2. die Koeffizienten «, 3, ~:

((Jije)ii +J2 — 2,J1 +j2 — 2) = aljiji; jaje — 2)
+B)j11 — L3 jage — 1)
+7|9191 — 25 j2j2)-

. [7] Bestimmen Sie analog zur Vorlesung mittels der Leiteroperatoren
die Clebsch-Gordan-Koeffizienten
3
D ()
~1 1 -

) (o
—32 0 -3

1 : 11 1
2 7 0 % ’ 0—% ’ —1

Hinweis: Falls moglich, konnen Sie auch von den Symmetrieeigenschaf-
ten aus Anmerkungen 4.3.5 der Vorlesung Gebrauch machen.

] [SV ] (o]

VRS
—_ =
=D = D=0 | =

— NI

N[O | =
(NI N e

N[N |+

VR
—_ =
|

. [4] Leiten Sie mit Hilfe von ((j172)jm|J<|jimy; jams), Jx = J1 £iJs,
die Rekursionsformel
J
mF1

NGEIETEa]
J
")

myp Mo
- . J1 J2 J
+v/ (j2 F ma)(jo £ ma + 1) ( iy mat1|m )

L . W
= \/(Jlijl)(Jlimle)(mlil -

her.
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5. [4] Es sei B = ¢T3 mit 0 < ¢ < 27 und

0 -1 0

Ts=11 00

0 00

Verifizieren Sie explizit
cos(p) —sin(p) 0
exp(B) = Ry(p) = | sin(p)  cos(p) 0
0 0 1
Ubung 14

1. [8] Gegeben seien die Zusténde

(2)1) = :2)°|

I o) o L1111\ 11 111

22 V2222 2 V212 2'22/°
Berechnen Sie fiir jeden der 4 Zusténde die Eigenwerte zu den Qpera—
toren J3 := J3(1) + J3(2) und J 2 := [J(1) + J(2)]? = J%(1) + J%(2) +

-

2J(1) - J(2).

Hinweis: Driicken Sie 2.J(1) - J(2) mit Hilfe der Auf- und Absteigeope-
ratoren Ji (1) und J1(2) sowie J3(1) und J3(2) aus.

2. [6] Konstruieren Sie analog zu 4.3.6 und 4.3.8 der Vorlesung
d81(0), dig(8), dgi(h).

3. Es sei
Ty = T(nrt — nrt),

Ty = T(nt" — pr°).

(a) [4] Driicken Sie mit Hilfe von Gl. (4.19) der Vorlesung T4 und
Ts durch die Isospinamplituden T% und T% aus.

(b) [2] Bestimmen Sie |T4|?> + |T|*. Beachten Sie, dass T4 und T
komplexe Zahlen sind.
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4. In der Theorie der starken Wechselwirkung werden die drei leichtesten
Mesonen, die so genannten Pionen, durch ein Isospintriplett beschrie-
ben:

7Y = [11), |7%):=10), |7):=[1 —1).
Hierbei charakterisieren I = 1 und M = +1,0 die Eigenwerte I(I +
1) =2 und M zu den Operatoren I? und I3 im Isospinraum. Mochte
man nun die Streuung zweier Pionen beschreiben, dann ist es giinstig
eine , gekoppelte” Basis zu verwenden (siche Gl. (4.19)). Zum Beispiel
gilt
(11)22) = [11;11) = |7+, =),

1 1]2
(1a3)=
(a) [1] Bestimmen Sie mit den Symmetrieeigenschaften aus 4.3.5 den

CG-Koeffizienten
1 1 2
-1 —-1|-2 /)"

(b) [1] Bestimmen Sie mit 4.3.2 den CG-Koeffizienten

1 112
1 011 )"
(c) [1] Bestimmen Sie nun mit den Symmetrieeigenschaften aus 4.3.5
die CG-Koeffizienten

1 12 1 1] 2 1 1] 2
0 11 )" -1 0]-1)" 0 —-1,-1 )"

(d) [1] Bestimmen Sie mit 4.3.2 den CG-Koeffizienten

1 171
1 0|1 /)"
(e) [1] Bestimmen Sie nun mit den Symmetrieeigenschaften aus 4.3.5
die CG-Koeffizienten

(1 11) ( 11 1) <1 1 1)

0 1|1 )" -1 0]-1)" 0 —1|-1)°

(f) [2] Bestimmen Sie durch Anwenden des Absteigeoperators auf
1

V2

die beiden CG-Koeffizienten

1 1)1 1 1|1
1 =10 )" -1 1]0 /)"
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(g) [1] Bestimmen Sie auf Grund von Symmetrieiiberlegungen den

CG-Koeffizienten
1 1|1
0 0]0 /°

(h) [1] Benutzen Sie schlielich das Resultat aus Ubung 13, Aufgabe
2

*9

(11)00) = a|11;1 — 1) + B|10;10) +~|1 — 1;11)

zur Bestimmung der CG-Koeffizienten

1 110 1 110 1 110
1 =10 )" 0 00 )" -1 10 /)"

Fazit: Sie haben nun alle Clebsch-Gordan-Koeffizienten bestimmt, um
die physikalischen wr-Streuamplituden durch die Isospinamplituden
Ty, T1 und T5 auszudriicken.

Ubung 15

. Wir betrachten den starken Zerfall einer Nukleon-Resonanz N* mit
Isospin I = % in einen N7-Endzustand.

(a) [1] Wieviele unabhéingige Isospinamplituden benétigt man zur
Beschreibung des Zerfalls?

(b) [2] Wie sind die Amplituden fiir die Zerfdlle N** — nz™ und
N** — pr® miteinander verkniipft?

(c) [1] Die Rate 1/7 eines Zerfalls ist proportional zum Absolutqua-
drat des Matrixelementes. Welches Verhialtnis der Raten bekom-
men Sie fiir die beiden Zerfalle?

. [3] Wie in der Vorlesung besprochen benétigt man zur Beschreibung
NN — NN zwei Isospinamplituden 77 und 7j. Driicken Sie die Am-
plitude fiir den Ladungsaustausch pn — np durch die Amplituden fiir
pp — pp und pn — pn aus (Reihenfolge beachten, d. h. pn # np).

. [4] Gegeben seien die Pauli-Matrizen
(01 (0 —i (10
=lro) T\ o) P70 1)

Wir definieren
41 = \/5(71 +imy) = (

)



Vorsicht: Hierbei handelt es sich nicht um sphérische Notation! Mei-
stens wird fiir 7,7 und 7_; verkiirzt 7, und 7_ geschrieben.

Zeigen Sie fir a = 41,0, —1

1
5l

1
T—as 7—0] = QT_q, 5{7—*047 TO} = 50&01-

. [1] Wir beschreiben ein Proton und ein Neutron durch die Isospinoren

Driicken Sie den Ladungsoperator () durch die Pauli-Matrizen und die
Einheitsmatrix 1 aus.

. In der Vorlesung hatten wir argumentiert, dass die elektromagnetische
Produktion eines Pions an einem Nukleon, 7*N — N'7® durch 3
[sospinamplituden beschrieben werden kann. In der Literatur wird
normalerweise folgende Parametrisierung benutzt:

A(m®) = X}(O./T_QA(_) + 70 A 4 5,0AT)x,,

wobei x; und xy die Isospinoren des Nukleons im Anfangs- und End-
zustand sind.

(a) [4] Verifizieren Sie nun mit Hilfe von Aufgabe 3.

A(y'p = nrt) = V2(AD) + AO),
A(y'n = pr) = V2(=AD) 4 A0,
A(y'p = pr®) = A® 4 AW

A(v'n = nn®) = —AO 4 AW,

wobei 7* fiir ein (reelles oder virtuelles) Photon steht.
(b) [1] Uberzeugen Sie sich davon, dass die Formel fiir den unphysi-
kalischen Prozess vp — pr™ Null ergibt.

. [3] Driicken Sie die Amplitude A(y*n — nn°) durch die Amplituden
der drei anderen physikalischen Prozesse aus.

. [2] Gegeben seien die Massen m, = 938.3 MeV, m,, = 939.6 MeV,
my+ = 139.6 MeV und m,o = 135.0 MeV. Als Schwerpunktenergie
W der Reaktion v*(k) + N(p;) — N(ps) + m(q) bezeichnet man die
Wurzel aus der so genannten Mandelstam-Variablen s = (p; + k)* =
(ps + q)*. Die Schwellenenergie (threshold energy) ergibt sich, wenn
beide Teilchen im Endzustand im Schwerpunktsystem in Ruhe sind.
Bestimmen Sie die Schwellenenergie Wy, fiir die vier physikalischen
Prozesse.
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8. [4] Geben Sie die Werte fiir die folgenden Clebsch-Gordan-Koeffizienten

D G G e

Hinweis: Verwenden Sie schon bekannte Resultate aus Vorlesung/Ubung.
Geben Sie explizit ein Stichwort an.

DO [ =D | =
L[V V] (V]
NN [
N[N | —

o oo |t
DN [0 | =

DN [ =0 [ =
INISVNIIY

9. Wir betrachten noch einmal die Pion-Nukleon-Streuung.

(a) [2] Driicken Sie mit Hilfe von Gl. (4.19) der Vorlesung (pr~|T'|p7~)
und (pr*|T|pr™) durch Ty und T; aus.
(b) [1] Im Bereich der Delta-Resonanz kénnen Sie T% gegeniiber T%

vernachléssigen. Was erhalten Sie fiir das Verhéltnis o(prt) /o (pr™)
der elastischen Wirkungsquerschnitte?

Ubung 16

1. Die mm-Streuung spielt eine zentrale Rolle bei der Fragestellung nach
der spontanen Symmetriebrechung in der QCD. Dabei ist man insbe-
sondere an den Streuamplituden bei sehr niedrigen Energien interes-
siert. Hierzu gibt es gegenwértig sowohl von experimenteller als auch
von theoretischer Seite vielseitige Aktivitaten.

(a) [1] Wieviele Isospinamplituden benotigt man zur Beschreibung
der mm-Streuung?

(b) [8] Wir schreiben
(I'I|T|11I3) = Tro1p01,15.
Driicken Sie die physikalischen Prozesse
atat — atat,
atn® = A,

'm0 = 799,

atr — 7%°

durch die Isospinamplituden 77 aus.

Hinweis:
(1ol1)-3
1 01
(1 11)20 (1 10):_L (1 12>:L
0 00 ’ 0 0[]0 3’ 1 —110 G
1
0

(ab)=s (a5



2. [3] Gegeben sei der Zustand eines 7° in der Quark-Antiquarkdarstellung
aus 5.3.1 der Vorlesung;:

= g ((1)o(3)-(2)e (1)) - e

Bestimmen Sie durch eine weitere Anwendung des Absteigeoperators
auf beiden Seiten den Zustand eines 7.

3. [3] Es sei X ein Ng-dimensionaler komplexer Hilbert-Raum mit Or-
thonormalbasis {x,} und X* mit ONB {x!} der zu X duale Raum.
Hierbei steht N¢ (number of colors) fiir die Anzahl der Farbfreiheits-
grade mit Ng = 3 in der QCD.

Der Farbzustand eines Mesons werde durch

1 1
X®X* > |M>C = —5abXa®XZ = —XQ®X:
v Ne v Ne
beschrieben. Wir benutzen die Einstein’sche Summenkonvention, so
dass eine Summation iiber wiederholt auftretende Indizes impliziert
ist. Das Transformationsverhalten unter SU(N¢)-Farbtransformationen

lautet
1

|M)c — |M)e = (UxXa) @ (U"Xa)-

5

Zeigen Sie, dass |M) = |M)c gilt.
Hinweis: Benutzen Sie 5.2.3 der Vorlesung, um die Wirkung von U auf

Xo und von U* auf x* zu bestimmen. Beachten Sie UUT = 1.

Fazit: Die obige Konstruktion ist invariant bzgl. einer SU(N¢)-Transformation.
Man spricht auch von einem farbneutralen Zustand oder einem Farb-
singulett.

4. [5] Es sei X ein dreidimensionaler komplexer Hilbert-Raum mit Or-
thonormalbasis {x,}. Der Farbzustand eines Baryons werde durch

1
X®X®X9|B>C:%€acha®Xb®Xc

beschrieben. Das Transformationsverhalten unter SU(3)-Farbtransformationen
lautet

1
(UXG)®<UXb)®(UXC) = _EachdaUebUfc Xd®X6®Xf-

1
%Eabc
Zu zeigen ist

|B)e = |B)c,
d. h.
€def = €abcUdaUepUge.
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Hinweise: Fiir die Determinante einer (3,3)-Matrix A mit den Ein-
tragen aq, gilt
det(A) = €abcl14aA2pA3¢-

Beachten Sie, dass det(U)=1.

Fazit: Auch der Farbzustand eines Baryons ist farbneutral, d. h. ein
Farbsingulett.

. Wir betrachten die Pion-Nukleon-Streuung.

(a) [2] Identifizieren Sie die acht moglichen physikalischen Prozesse,
die sich unter Beriicksichtigung der Ladungserhaltung ergeben.

Hinweis: Wegen der Zeitumkehrinvarianz der starken Wechsel-
wirkung zéhlen z. B. pr® — na®™ und nat — pxa° nicht als un-
abhéngige Reaktionen.

(b) [4] Driicken Sie die acht Prozesse durch die Isospinamplituden

aus.

Fazit: Isospinsymmetrie ist sehr niitzlich! Um die acht physikalischen
Prozesse zu beschreiben, geniigt die Kenntnis von zwei unabhéngigen
Isospinamplituden T3 und T1 Der Rest wird durch Clebsch-Gordan-
Koeffizienten geregelt

Ubung 17

. [3] Gegeben seien die gemischt antisymmetrischen Zustande

H(%%) OH %%> = %(udu—duu),
HG%) O%} %_%> = _%(dUd—udd)

aus Beispiel 5.3.3 der Vorlesung. Verifizieren Sie explizit mit Hilfe des
Absteigeoperators I =1 (1)+1_(2)+1_(3),dass|[(33) 03] 3, 1) =

I | [(33) 03] 3. 3) silt.

. In dieser Ubungsaufgabe wollen wir alle Spin-Flavor-Zustinde der
Delta-Resonanz und des Nukleons zusammenstellen.

(a) [3] Konstruieren Sie analog zur Vorlesung die Spin-Flavor-Zusténde
fir ATH(S, =1/2), ATH(S, = —1/2) und ATH(S, = —3/2).
Wie erhdlt man ATH(S, = —1/2) aus ATH(S, = 1/2) und
ATT(S, = —=3/2) aus ATT(S, = 3/2)7
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(b) [4] Konstruieren Sie die Spin-Flavor-Zustéande fiir AT(S, = 3/2),
AT(S, =1/2), AT(S, = —1/2) und AT(S, = —3/2). Wie erhilt
man A1(S, = —1/2) aus AT(S, = 1/2) und AT(S, = —3/2) aus
AT(S, =3/2)?

(c) [2] Wie lassen sich nun die entsprechenden Ausdriicke fiir A° und
A~ aus den obigen Resultaten herleiten?

(d) [3] Konstruieren Sie den Spin-Flavor-Zustand fiir p(S, = —1/2).
Wie erhdlt man diesen aus p(S, = 1/2)7 Beachten Sie insbe-
sondere das Vorzeichen! Manche Biicher geben hier das falsche
Vorzeichen an.

(e) [3] Verifizieren Sie (d), indem Sie J_ auf p(S, = 1/2) anwenden.
Beachten Sie, dass J_ = J_(1) + J_(2) + J_(3) gilt.
Hinweis: Zur Illustration der Vorgehensweise betrachten wir

J(ututdl) = ((Luutdl
+ut (J-Qut)d|
Futut (J(3)dd)
= ulutdl+utuldl.

(f) [2] Wie lauten die Spin-Flavor-Zustinde fiir n(S, = 1/2) und
n(S, = —1/2) (entweder explizit ausrechnen oder begriinden).

3. In der Vorlesung sind wir bei der Konstruktion der Isospinzustinde
dergestalt vorgegangen, dass wir zundchst Quark 1 und Quark 2 zu
I15 = 1 bzw. I;5 = 0 gekoppelt haben. Der Index ,,12“ soll uns daran
erinnern, dass Quark 1 mit Quark 2 gekoppelt wurde. Anschliefend
haben wir die Resultate mit Quark 3 zu einem Gesamtisospin [ = %
und [ = % bzw. [ = % gekoppelt. Wir wollen uns nun davon iiber-
zeugen, dass eine andere Reihenfolge der Kopplung zu dquivalenten
Resultaten fiihrt.

Dazu koppeln wir zundchst Quark 2 mit Quark 3 zu Io3 = 1 bzw. I3 =
0 und erhalten die Zustdnde

uu, \/Lﬁ(ud + du), dd,
— (ud — du).

(a) [4] Koppeln Sie Quark 1 mit der Kombination I53 = 1 zu Zusténden
mit Gesamtisospin / = 3:

LIy 08 N 81 18
2\22 2 2°2° 27 2
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Hinweis:

1 3 3

3 113 -3 “1]—3

1 3 1 3

3 013 -3 0]—3 3
1 3 1 3

-3 13 S V3

Fazit: Fiir [ = % erhalten wir fiir beide Reihenfolgen der Kopp-
lung identische Resultate.

(b) [2] Koppeln Sie Quark 1 mit der Kombination Io3 = 1 zu Zustédnden
mit Gesamtisospin [ = :

HOEFE A

Hinweis:
1 1 1 1
3 013 3 -3 U]—3
1 1 1 1
s L3 3 -3 L3

} %7 M > sind nicht iden-

N |

(¢) [2] Koppeln Sie Quark 1 mit der Kombination Io3 = 0 zu Zusténden
mit Gesamtisospin [ = %:

222y iz (aa)22)

Hinweis:

o O

|
N[0 [
N————

DO [ =0 =
o O
DO [ =00 =
N~—

I

—_

I
VRS

|

= N=N =

—_
DO [

, M > sind nicht iden-

(d) [3] Driicken Sie |[(33) 13] 3. 3) als Linearkombination von |[3 (33) 1] 5, 3)
und [[5 (53) 0] 5. 5) aus

1G2)a]za) o lbGa) 52 B Ga)olan)

Bestimmen Sie durch Vergleich der Koeffizienten von uud, udu
und duu die Konstanten o und £.
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Die Vorgehensweise fiir die anderen 3 Zustdnde ist vollstéandig
analog und soll hier nicht weiter verfolgt werden.

Fazit: Solange man alle Zusténde mit Isospin % betrachtet, spielt
es keine Rolle in welcher Reihenfolge die einzelnen Isospins ge-
koppelt werden.

Bemerkung: Sie haben eine so genannte Umkopplung dreier Drehim-
pulse durchgefiihrt. Allgemein wird dies durch die so genannten 6j-
Symbole geleistet:

|[71(jj3)j2slim) =

> G ragslim) (=) 25492515 + 14/ 2as + 1 { A } -

Js J Jo3

Ji2
Eine weiterfithrende Diskussion findet sich in Kapitel 4, Umkopplung:

6j- und 9j-Symbole aus A. Lindner, Drehimpulse in der Quantenme-
chanik.

Ubung 18

1. G-Konjugation fiir Pionen

(a) [1] Wir setzen voraus, dass der Hamilton-Operator der starken
Wechselwirkung, Hg, invariant unter der Ladungskonjugations-
transformation C' und Isospindrehungen ist:

[Hsta C] = 07 [Hstali] = 07 1= 17273'

Zeigen Sie, dass Hg auch invariant unter G = C'exp(inls) ist.

(b) [1] Wir beschreiben die drei Pionzustdnde durch so genannte
sphérische Einheitsvektoren (vgl. Analogie zu 4.3.15 der Vorle-
sung)

™ =—| i |, )=0]|, |[#)=—4][ —i

Eine Drehung um —m bzgl. der 2-Achse wird durch

cos(—m) 0 sin(—m) -1 0 0
Dy(—7) = 0 10 -l 0o 1 0
—sin(—m) 0 cos(—m) 0 0 -1

beschrieben. Bestimmen Sie die Wirkung von Dy(—m) auf die
drei Pionzusténde.

(c) [1] Mit der obigen Phasenkonvention gilt C|7") = |7°) und
C|r%) = —|7F). Bestimmen Sie G|7°) und G|7%).

Fazit: G = —1 fiir einen Einpionzustand.
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(d) [1] Fiir einen n-Pionenzustand |7*') @ - - - @ |7**) (o = +,0, —)
gilt
G(|m*) @ -+ @ 7)) = (G|7™)) @ - - & (G|7")).
Wie lautet der Eigenwert von G fiir n-Pionenzustéinde?

(e) [1] Da G eine Erhaltungsgrofe ist, begriinden Sie, welche der
folgenden Reaktionen erlaubt/verboten sind:

T — 3T, 0T, USW., TT — T, 4T, Usw.

2. Gegeben sei der Ladungsoperator eines nur aus u- und d-Quarks be-
stehenden Baryons:

Q- 2@(@) >[5+ 22

=1

(a) [1] Verifizieren Sie, dass Q angewandt auf ein A**(S, = 3/2)
den Eigenwert 42 liefert (natiirlich ist das Resultat unabhéngig
von der Spinprojektion).

(b) [1] Bestimmen Sie analog zur Vorlesung das Matrixelement

++ _ 3V AIA+ _ 3\ ++ _ 3 ++ _ 3

3. [3] Das magnetische Moment eines Protons ist im nichtrelativistischen
Quarkmodell gegeben durch das Matrixelement

py = (PTI|MpT) = pTIZ @lp 1) = 5 -3 T1QB)a=G)lp 1)-

Hierbei ist e > 0 die Elementarladung, m die Masse des u- und d-
Quarks im nichtrelativistischen Modell, Q(7) der Ladungsoperator, der
auf das ite Quark wirkt, und o,(7) die Pauli-Matrix, die auf den Spin
des tten Quarks wirkt.

Berechnen Sie das magnetische Moment .
Hinweis: Die Spin-Flavor-Wellenfunktion |p 1) wurde in 5.3.2 der Vor-

lesung diskutiert.

4. (a) [3] Wiederholen Sie die Rechnung aus Aufgabe 3. fiir ein Neu-
tron.

Hinweis: Die Spin-Flavor-Wellenfunktion |n 1) wurde in Ubung
17 diskutiert.

(b) [1] Was ergibt sich fiir das Verhéltnis p,,/ 1,7 Vergleichen Sie mit
dem experimentellen Resultat 2.79/(—1.91) ~ —1.46.

Anmerkung: Die iiberraschend gute Beschreibung der magnetischen
Momente wurde als ein grofler Erfolg des Quarkmodells interpretiert.
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5. (a) [2] Zeigen Sie, dass die SU(3)-Strukturkonstanten f,;. durch

1
fabc = 4_7;Tr([/\a7 )\b]>\c)

gegeben sind.
Hinweis: Multiplizieren Sie

Aa b

[ il
279

] = ifabd?

mit A., bilden Sie die Spur, und benutzen Sie
Tr()\c)\d) = 25cd'

(b) [1] Zeigen Sie, dass fu. antisymmetrisch beziiglich Vertauschung
zweier beliebiger Indizes ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Symmetrieeigenschaften von Tr([A, B]C).
6. (a) [2] Zeigen Sie, dass die Konstanten dg,. durch

1
dabc = ZTY({)\G, )\b})‘c)
gegeben sind.

(b) [1] Zeigen Sie, dass du. symmetrisch beziiglich Vertauschung
zweier beliebiger Indizes ist.

7. [4] Berechnen Sie die magnetischen Momente der Delta-Resonanz im
nichtrelativistischen Quarkmodell,

pave = (ATH(S, = DIMLIATH(S. = 2)) = S BATH(S. = 2)Q3)o.(3)|ATH(S. =
2 27" 2m 2 A
und analog fiir pa+, pao und pa-.
Ubung 19

1. Die so genannte Axialvektorkopplungskonstante g4 wird bei der Be-
schreibung des schwachen Zerfalls eines Neutrons n — pe™ 7, benotigt.
Im nichtrelativistischen Quarkmodell wird sie durch das Matrixele-
ment

ga= (1> 7i)o.(i)p 1)

i=1

bestimmt.

(a) [3] Berechnen Sie g4.
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(b) [2] Bestimmen Sie zum Vergleich
3
(n 11 m(@)o()n ).
i=1

Hinweis: Die Spin-Flavor-Wellenfunktionen |p 1) und |n 1) wurden in
5.3.2 der Vorlesung und Ubung 17 diskutiert.

Anmerkung: Der (an unsere Konvention angepasste) gegenwéartige Wert
der Particle Data Group (PDG) lautet g4 = 1.2695(29).

. Gegeben seien die Gell-Mann-Matrizen mit den Eigenschaften
)\a )\b . >\c
[?7 5] = if abe ™o

4
{>\a7 >\b} - géabIL + 2dabc>‘07

Tr(A\,) = 0,
Tr()\a)\b) = 26ab-

(a) [2] Verifizieren Sie

1
fabcdcde - gTrd)‘a? /\b]{)\da )‘e})-

(b) [2] Zeigen Sie mit Hilfe von (a)
fabcdcde + febcdcda + fdbcdcae = 0.

. [2] Es sei F, := \,/2. Zeigen Sie, dass die Kombinationen

C, = F2
C(2 = dachanFc

so genannte Casimir-Invarianten sind, d. h.

[OlaFd] = 07 dzla"'78>
[Cg,Fd] =0, d=1,---,8.

Hinweis: Benutzen Sie bei der zweiten Identitat das Resultat aus Auf-
gabe 2.

. [4] Konstruieren Sie graphisch die SU(3)-Zerlegung 3® 3 ® 3 = 10 @
8O 8D 1.

. [1] Wie lauten die Symmetrieeigenschaften der einzelnen Multipletts?
(Hinweis: Schauen Sie sich noch einmal Beispiel 5.3.2 der Vorlesung
an.)
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6. (a) [2] Bestimmen Sie analog zur Vorlesung die Young-Rahmen fiir
n = 4.

(b) [2] Bestimmen Sie nun die Standardtableaus und damit die Ge-
wichte der verschiedenen Young-Rahmen. Wie grof ist die Zahl
M der Standardtableaus fiir n = 47

7. [2] Wir betrachten die zur Fundamentaldarstellung duale Darstellung
Wy 2 su(3) — gl(X™) mit

Uy (B) = —-B"V B €su(3).

Zeigen Sie, dass W4 die beiden Eigenschaften einer Darstellung aus
Definition 3.3.5 der Vorlesung erfiillt.

8. [8] Es sei F, := \,/2, wobei \,, a = 1,--- |8 die Gell-Mann-Matrizen
sind. Wir definieren

Tizplil:iF27 UizpﬁiiF7, Vi:F4:i:Z'F5

und 5
T3:F3, Y: EFS

Verifizieren Sie die Vertauschungsrelationen
[T3> Ti] = j:Tia [Ya Ti] = 07
1
T3, Us] = :F§Ui, Y, UL] = £Us,

1
(15, Vy] = i§Vi7 Y, Vi = £V,
Ty, T.] = 2T,

Fazit: In einem (73,Y)-Diagramm, in dem die Y-Achse im Vergleich
zur Ts-Achse um den Faktor sin(60°) = /3/2 =~ 0.87 skaliert ist,
verschieben die Operatoren Ty parallel zur T3-Achse, die Operatoren
V. und U, parallel zu Achsen, die durch Drehungen um 60° und 120°
um den Ursprung aus der T3-Achse hervorgehen. Wegen der SU(2)-
Vertauschungsrelationen spricht man auch vom 7-, U- und V-Spin.
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Ubung 20

1. [3] Essei A € GL(2,C), d. h. eine invertierbare komplexe (2,2)-Matrix.
X sei ein zweidimensionaler komplexer Hilbert-Raum und Z = X ® X
das (zweifache) Tensorprodukt mit

73 z=1"¢; Qe
Die Wirkung von A auf X wird durch
Ael- = Ajiej

beschrieben, wobei A’; = a;; mit A = (a;;). Laut 5.5.10 der Vorlesung
lautet die Produktdarstellung von GL(2,C) auf Z (denken Sie an ein
zusammengesetztes System aus zwei Spin-1/2-Zusténden)

QO(A)(Z) = QD(A) (ti1i2ei1®ei2) = tiliZ <A6i1)®(Aei2> = tiliQAjlhAjéierl ®ej2'

Wir betrachten nun die beiden Projektionsoperatoren P; und P, aus
5.5.9 mit

. 1 .. o
Pl (Z) — Pl(tuzzeil ® 61‘2) — E(t”w _ tz211)€i1 ® €ins
. 1 .. o
P2(2> — P2<t1112€i1 ® eiz) — é(t“w + tm“)eil ® €iy-
Zeigen Sie

P(A)(Pry2(2)) = Prj2(p(A)(2)) V 2 € Z,

d. h.
©(A)Pyjo = Pyjap(A).

Fazit: Wir haben Z in eine direkte Summe P;(Z) und Py(Z) zerlegt.
Die Produktdarstellung ,,mischt diese Rdume nicht. Vorsicht: Wir
haben nicht gezeigt, dass sich die Rd&ume nicht noch weiter zerlegen
lassen.

2. [3] Zerlegen Sie in SU(6) | |® [ |® [ | in eine direkte Summe.
Uberpriifen Sie, dass die Summe aus den Dimensionalitdten der resul-
tierenden Multipletts tatsichlich 63 = 216 ergibt.

3. Wir betrachten die Gruppe S3 (siche 1.2.11) mit den Elementen
we(133)=e e (110) -0
7r3=<§ if):<13>, m=<} . §)=<23>,

i’):(ms), %:(; : 2):(132)
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und der Gruppentafel

(a)

T | g T3 T4 Tp5 Tg

Tg | T T T5 T4 T3
T3 | s T1 T T2 T4
T4 | Mg W5 T T3 Ty
Ts | T3 Ty T2 Te T
Tl | Ty To T3 T1 T35

[8] Bestimmen Sie zu den vier Standardtableaus T, ..., T, aus
5.5.6 die zugehorigen Young-Operatoren P, ..., P,;. Betrachten
Sie dazu jeweils die Wirkung der Permutationen 7;, i =1, ..., 6,

auf die Standardtableaus Tj, 7 = 1,...,4, und entscheiden Sie
ob m; in V;, H; oder keinem von beiden ist.

Hinweis: Beachten Sie, dass ¢ eine Darstellung von S5 ist, d. h.

PriPr; = Plmimj)-
Benutzen Sie die Gruppentafel, wenn notig.

[2] Uberpriifen Sie Ihr Resultat, indem Sie die Summe aller Ope-
ratoren bilden:
Pi+ P+ P+ Py=o,, =1
[4] Zeigen Sie folgende Projektionsoperatoreigenschaften (exem-
plarisch):
P} =P,, P,P3=0.

[8] Es sei X ein ¢g-dimensionaler komplexer Hilbert-Raum (¢ > 1,
tatséchlich interessieren wir uns nur fiir ¢ > 2) und Z = X ®
X ® X das dreifache Tensorprodukt. Es sei
Z3z=t"%;0¢; e
und 3
prl(2) = t"Me; @ ¢; @ e
(siehe 5.5.3 der Vorlesung). Z. B. gilt fiir P;:

Py (t%e; ® e; ®e,) = é(t”k — Itk gkt ki 4 ik R e @ e; ® ey

= 7%, @ e; @ e
Welche Symmetrieeigenschaften besitzt

tijk — é(tijk N tjik N tkji N tikj + tjki + tkij)

bzgl. Vertauschung zweier beliebiger Indizes? Untersuchen Sie
nun analog die Wirkung von P,, P; und P, und betrachen Sie
die Symmetrieeigenschaften (soweit vorhanden).
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Ubung 21

1. Gegeben sei die Lagrange-Funktion fiir 3 Quarks mit harmonischen
Ostzillatorpotentialen zwischen den einzelnen Quarks:
m

L=T-V = 5[7‘72(1) +72(2) + 72(3)]

S — AR + D) — A + ) - #3))

wobei m = m, = myg = m, fiir die Konstituentenquarkmasse steht.
Wir fiihren die so genannten Jacobi-Koordinaten

= ) +r2)+73) L (1) —-72) - (1) +7(2) - 27(3)
R = 5 , p= —\/5 , A= G

ein.

(a) [3] Driicken Sie 7(1), 7(2) und 7(3) jeweils durch R, 7und X aus.
(b) [3] Driicken Sie nun die kinetische Energie 7" mit Hilfe von R, i

und X aus.
(¢) [3] Driicken Sie das Potential V durch die Koordinaten R, 5 und

-

A aus.
(d) [1] Bestimmen Sie nun mit Hilfe von

p_dL 5 Ok

o o o
die kanonischen (oder konjugierten) Impulse.
(e) [2] Bestimmen Sie nun mit Hilfe von H = p;¢; — L die Hamilton-
Funktion in den Variablen ﬁ, Dp, P, ﬁ, p und .
(f) [3] Betrachten Sie den Gesamtbahndrehimpuls
3

=

L= (i) x pli).

=1

gilt.

2. Gegeben sei folgende Lagrange-Dichte zweier reeller skalarer Felder
(I)l und q)zi

1 A
£=3 [0,0,0°®y + 0, P20" Dy — m?(B? + B2)] — = (92 4 32)”

4
mit m? > 0 und A > 0. Fiihren Sie nun komplexe Felder ein:
1 1
D= —— (B +iDy), O =——= (B —idy).

V2 V2
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(a) [3] Driicken Sie £ durch die komplexen Felder ® und ®' aus, und
bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen fiir ® und ®T.

(b) [2] Betrachten Sie nun folgende infinitesimale lokale Transforma-
tion der Felder,

'(z) = [1 +ie(z))®(z), O =1 —ie(x)]®!(z),

und bestimmen Sie 6£, J* und 0, J".

. Pentaquarks. Unter einem Pentaquark versteht man ein Baryon, das
aus 4 Quarks und einem Antiquark besteht. Unter ,exotischen* Pen-
taquarks versteht man solche, bei denen das Antiquark einen anderen
(Anti-) Flavor als die vier Quarks besitzt, z. B. uudds. Im Folgenden
betrachten wir eine SU(3)-Flavor-Gruppe.

(a) [2] Wiederholen Sie zunéchst die Kopplung von drei Quarks in

SU(3):
el e[ ]=

(b) [4] Koppeln Sie nun das vierte Quark an das Resultat aus (a).

Zur Kontrolle: Sie sollten als Dimensionalitdten bekommen: 3* =
81=15+3-15+2-6+3-3.

(c) [4] Koppeln Sie nun das Antiquark H an das Resultat aus (b).

Zur Kontrolle: Sie sollten als Dimensionalititen bekommen: 3° =
243 =35+4-10+3-27+8-8+2-10+ 3.

Ubung 22

. [4] Bei der Berechnung der Vertauschungsrelationen in Abschnitt 6.2
benotigen wir die Auflosung von Kommutatoren fiir Bosonen und Fer-
mionen. Verifizieren Sie

lab,cd] = alb,c]d + aclb,d] + [a, c]db + c[a, d]b,
lab,cd] = a{b,c}d —ac{b,d} + {a, c}db — c{a, d}b.

. [4] Gegeben seien die Ladungsoperatoren
QU(t) = —z‘/d% Hi(:c)t?j@j(:v)

aus Gl. (6.20) der Vorlesung. Verifizieren Sie mit Hilfe der kanonischen
gleichzeitigen Vertauschungsrelationen (GZVR)

Q). Q1)) = —i(t2tt, — %) / @ L (1, )y (1, 7).
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3. Gegeben sei die skalare Feldtheorie aus Beispiel 6.2.8 der Vorlesung;:

A
(@7 + @3) — = (] + @3)°

m2
2 4

1
£ - 5((9“@18“(1)1 ‘I‘ 8M<1>28”<I>2) -
= 0,010"® — m?®dTd — \(PTD)?

mit

B(2) = —=[01(2) + iDo(2)],  B(x) = —=[1(x) — iaa),

V2 V2

wobei ®; und P, reelle skalare Felder sind. Fiir den erhaltenen Strom
gilt
JH = 0,0 Py — O* DDy = i0HDTD — (BT .

(a) [4] Verifizieren Sie mit Hilfe der kanonischen GZVR

[J0<t,f),@1(t,g)] = i53<f_g)q)2(t7 f)v

[Jo(t7f)vq)2(tag)] = _263(5_ g)(j[)1<t,f)
und

[’]O(taf)vnl(t?g)] = i53(j;’_ 37)1_[2@75?)7

0 7). T (4, )] = —i6*(@ — PIL (L, 7).

[, 2), ()] = (& - §)@(t, 7).
[ 2), ()] = —0°(& — P, ),
[t 7), @ ()] = —6°(7 - §)@(t, D),
[, @), 101 (t, )] = 6°(F — I (t,7)

4. [4] Gegeben sei die Lagrange-Dichte der pseudoskalaren Pion-Nukleon-
Wechselwirkung (siehe Beispiel 6.2.9 sowie Beispiele B.1.4 der Vorle-
sung):

_ 1/ - - . _ .
L= T —ma)¥+ (0,8 - 08 — M28?) — ighns7 - BU

mit
1
\I/:(i) und &= P,
O3

Betrachten Sie die infinitesimalen lokalen Transformationen

Vo U= [1 - iea(x)%} v,
(I)i — (P; = (I)z — iGa(ZE) (T:d)ij q)j = (Dz + Eija(lL‘)(I)j.
——r

—Caij
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Bestimmen Sie die Anderung der Lagrange-Dichte §£, J* und 0, JHe.
Um welche Symmetriegruppe handelt es sich?

. Wir nehmen an, dass der Hamilton-Operator der starken Wechselwir-
kung eine perfekte SU(3)-Flavor-Symmetrie besitzt.

(a) [1] Betrachten Sie den (starken) Zerfall eines Baryondekuplett-
zustands in einenBaryonoktettzustand und einen Mesonoktett-
zustand. Wieviele unabhéngige SU(3)-Amplituden benttigt man
zur Beschreibung des Zerfalls?

(b) [3] Wieviele unabhéngige Amplituden sind zur Beschreibung der
Streuung Baryonoktett + Mesonoktett nach Baryondekuplett +
Mesonoktett notig?

Hinweis: Schauen Sie sich noch einmal Ubung 15, Aufgabe 1. (a) und
Ubung 16, Aufgabe 1. (a) sowie 5.5.14 der Vorlesung an.

Ubung 23

. Geg_gben sei die Lagrange-Dichte eines freien geladenen Teilchens (sie-
he Ubung 22, Aufgabe 3.):

L=0,00"0 —m?d'd.

Unter einer lokalen U(1)-Transformation sollen die Felder ® und &f
laut

®(z) = @ (z), @ (z) = e @ (2)
transformieren.

(a) [1] Wie lauten D,® und D, ®1?

(b) [1] Konstruieren Sie mit Hilfe des Prinzips der Eichsymmetrie
die zugehorige Eichtheorie.

(c) [2] Schreiben Sie die resultierende Lagrange-Dichte aus und sor-
tieren Sie die Terme nach Potenzen der Elementarladung? Was
ist der wesentliche Unterschied zur QED-Lagrange-Dichte eines
Elektrons?

(d) [2] Leiten Sie die Bewegungsgleichungen fiir ® und ® her.

(e) [2] Bestimmen Sie den elektromagnetischen Stromoperator mit-

tels J&, = —0L/0A,.

(f) [1] Vergleichen Sie mit dem Noether-Strom der globalen U(1)-
Symmetrie. Worin besteht der Unterschied?
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(g) [2] Zeigen Sie mit Hilfe der Bewegungsgleichungen, dass der elek-
tromagnetische Strom erhalten ist.

2. Essei {D> ), (.Tu|Ca € R} die Darstellung einer Lie-Algebra in Form
von hermiteschen (n,n)-Matrizen mit den Vertauschungsrelationen
[To, Ty = iCupTe und Tr(T,T,) = dap. Wir definieren

0= Z 0,1, = 0,T..

a=1

(a) [2] Zeigen Sie, dass das Transformationsverhalten
— - 1
Ay = Ay +i[A, €] + =0,€
9
fiir die einzelnen Eichfelder auf

1
(SAM@ = CbcaEbAu,c + —8Mea
g

fithrt.
(b) [128] Y\;ie transformiert 5;/14” — m bzgl. :4\,: — :4\,: + 2[217“2] +
g € !

(c) [3] Wir definieren
Fy = 0, A, = 0,4, + ig[4,, A,).

Zeigen Sie mit Hilfe der Jacobi-Identitét [a, [b,c]] + [b, [c,a]] +
[, [a,b]] = 0, dass bis zur ersten Ordnung in €

Fy = Fuy +i[F,,, ¢

fiir A, — A, +i[A,, & + 10,2
(d) [2] Zeigen Sie damit, dass

K 1 Y
—ZTI'<F#VF“V) = _ZFHV@F;L

bis zur ersten Ordnung in € invariant bzgl. E; — ﬁ; + z[ﬁ’;,a
ist.

3. Gegeben sei eine (fiktive) Lagrange-Dichte
1 1
L = D,p'D'o—mPp'p+ D, D'd — M?0Td + On00"o §m§a2
1
+c1PTpo + TP — ZF"”FW
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mit
D, = (0,—ieA Do = (0,+ieA)o’, D,® = (9,—ieA,)®, D, = (9,+ie
up = (O 1)@ nP (OutieA,)e, " (O W), " (Ot

d. h. ¢ und ® beschreiben unterschiedliche (einfach) negativ gelade-
ne Teilchen mit Massen m und M, und o beschreibt ein neutrales
Teilchen mit Masse m,.

(a) [2] Zeigen Sie, dass L invariant bzgl. einer Eichtransformation
der zweiten Art ist:

pla) m e@p(a),

d(z) — @o(x),

o(x) — o(x),
A (z) — Au(x)+0,a(x)/e.

(Korrespondierende Transformationen von o' und ®f impliziert.)

(b) [1] Betrachten Sie den Wechselwirkungsterm
Lint = cl<I>Tcpa + cggoTCDJ, c; € C.

Welche Bedingungen fiir die Koeffizienten ¢; ergeben sich aus der

Forderung L;,; = ,Cjnt?
(¢) [2] Untersuchen Sie das Verhalten der verschiedenen Terme der

Lagrange-Dichte unter der Ladungskonjugationstransformation
— —A
p o gl
¢ — P,
o — o.

s

Unter welcher Voraussetzung ist £ invariant bzgl. Ladungskon-
jugation?

4. [3] Zur Hlustration des Eichprinzips diskutieren wir den urspriingli-
chen Vorschlag von Yang und Mills (Phys. Rev. 96, 191 (1954)) die
Isospinerhaltung aus einer lokalen SU(2)-Symmetrie herzuleiten. Ge-
geben sei

,C()(\I’, 8#\1!) = \I/(Zﬁ— mN)\I/

mit einem Isospindublett
U= ( p > )
n

Die Lagrange-Dichte L ist invariant bzgl. einer globalen infinitesima-
len linearen Transformation der Felder



Wie lautet die aus dem Eichprinzip abgeleitete Lagrange-Dichte? Ve-
rifizieren Sie den Ausdruck fiir die drei Feldstérken

F;u/,a = 8uAu7a - aVAu,a - geabcAu7bAV,c
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Anhang A

Zusammenstellung einiger
mathematischer Grundbegriffe

Definition eines Korpers. Eine nichtleere Menge K heifit ein Korper,
falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Auf K ist eine Verkniipfung + je zweier Elemente erklért, die folgende
Eigenschaften hat:
(a) Abgeschlossenheit bzgl. Addition: V a,be€ K ist a+b € K.

(b) Assoziativgesetz bzgl. Addition: V a,b,c € K gilt (a +b) + ¢ =
a+ (b+c).

(c) Neutrales Element bzgl. Addition: 30€ K mit0+a=aVa €
K.

(d) Inverses Element: Va e K 3be K mit a+b=0.
(e) Kommutativgesetz bzgl. Addition: a+b=0b+a ¥V a,b € K.
2. Auf K ist eine weitere Verkniipfung (Multiplikation) erklért, die fol-
gende Eigenschaften besitzt:
(a) Abgeschlossenheit bzgl. Multiplikation: V a,b € K ist ab € K.

(b) Assoziativgesetz bzgl. Multiplikation: V a,b,c € K gilt (ab)c =
a(be).

(c) Einselement bzgl. Multiplikation: 3 1 € K mit 1 # 0 und la =
aVackK.

(d) Inverses Element zu a # 0: V a € K/{0} 3 b € K mit ba = 1.
(e) Kommutativgesetz bzgl. Multiplikation: ab = ba V¥ a,b € K.

3. Es gilt das Distributivgesetz

alb+c¢)=ab+ac, (a+bjc=ac+bcV ab,ceK.
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Standardbeispiele: R und C. Im Folgenden stehe K fiir R oder C.

Definition einer Gruppe. Unter einer (abstrakten) Gruppe G verstehen
wir eine nichtleere Menge, in der jedem geordneten Paar (a,b) € G x G ein
Element ab von G zugeordnet wird (Abgeschlossenheit), so dass gilt:

(G1) a(be) = (ab)e ¥ a,b,c € G (Assoziativgesetz).

(G2) Es existiert ein Element e € G mit ea = ae = a V a € G (Einsele-
ment).

(G3) Zu jedem a € G existiert ein ¢ € G mit aa™! = a~'a = e (inverses
Element).

Eine Gruppe G heiit genau dann kommutativ oder abelsch, wenn ab =
baV a,be G.

Definition eines Vektorraums. Sei K ein Korper. Eine Menge V' heif3t
ein K-Vektorraum (IK-VR) oder linearer Raum iiber K, falls gilt:

1. Auf V ist eine Verkniipfung + (Vektoraddition) definiert, und V' ist
bzgl. + eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen das neutrale Element
von V mit 0.

2. Fiir jedes v € V und jedes £ € K ist genau ein Element kv € V
(Skalarmultiplikation) definiert. Dabei gilt:

(a) Ist 1 das Einselement von K, so ist lv =v Vv € V.
(b) (k’l + ]{32)1) = kv + k‘z’U, (k‘lk’g)v = kl(kgv) V kikoy € K,veV.
(¢) k(v +vg) = kv + kva V k € K v, € V.

Definition einer Bilinearform. Es seien X und Y lineare Rdume iiber K.
Unter einer Bilinearform B verstehen wir eine Abbildung B : X x X — Y
mit

B(kwl + kQ/UQ, Ug) = le<U1, Ug) + kQB(UQ, 'Ug),
B(Ug, kﬂ)l + l{/‘gvg) = k’lB('U3, Ul) + k’gB(Ug, 112)

fiir alle vy, v9,v3 € X und ky, ky € K, d. h., B ist linear in jedem Argument.
Definition einer Norm. Sei V ein K-VR. Eine Abbildung ||.|| : V — Rg
heifit eine Norm auf V', wenn gilt:

L. ||v]| =0« v =0,

2. ||kv|| = |k|||v|| Vv e Vk € K,

3. |lu+v| < |lul| + ||v]| V u,v, €V (Dreiecksungleichung).
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||v|]: Norm von v. (V,||.||): Normierter Vektorraum.

Definition einer Cauchy-Folge und eines Banach-Raums.

1. Eine Folge (vy)n>n, in einem normierten Vektorraum (V,|].||) heifit
Cauchy-Folge, wenn gilt: Zu jedem € > 0 gibt es ein ky = ko(€) mit
|Um — vl < € fiir m,n > k.

2. Der normierte Raum (V,||.||) heiit vollstindig oder ein Banach-
Raum, wenn jede Cauchy-Folge in (V, ||.||) einen Grenzwert in V' hat.

Definition eines Skalarprodukts. Sei K = R oder K = C. Sei V ein
K-VR. Eine Abbildung (-|-) : V' x V' — K heifit ein Skalarprodukt oder
inneres Produkt auf V', wenn gilt:

1. (vjv) >0VoveV, (vv)=0&v=0,
2. (u|v) = (v|u)* V u,v € V, insbesondere (u|u) reell,
3. (ulaw + pw) = a(ulv) + fu|lw) V u,v,w € Vo, B € K.

(u|v): skalares Produkt von u mit v. (V, (-|-)): Skalarproduktraum oder Pré-
Hilbert-Raum. (ul|v) =0=u L v.

Satz: Sei U ein vollstandiger Unterraum des Pra-Hilbert-Raums (V, (-|-)).
Dann 148t sich jedes x € V' eindeutig darstellen in der Form

r=y+2z mit yeUzeUL
Es gilt also V = U @ U+,

Sei (V, (:|-)) ein Skalarproduktraum. Kanonische Norm: |ju|| := /(u|u).

Definition eines Hilbert-Raums. Sei (V) (:|-}) ein Skalarproduktraum
und ||.|| die kanonische Norm auf V. Ist (V,||.||) vollsténdig, so heifit V ein
Hilbert-Raum.

Eigenschaften linearer Operatoren (als Vorbereitung fiir die Lemmata
von Schur). Sei L : V' — W ein linearer Operator:

e Kern(L) = {x|Lz = 0}.

e Bild(L) ={ylye W,y =La fir x € V} = W,.
1. L injektiv < Kern(L) = {0}.

2. L surjektiv < Bild(L) = W.

3. L invertierbar < Kern(L) = 0 A Bild(L) = W.
4. L invertierbar = dim(W) = dim(V).
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Anhang B

Lagrange-Formalismus fiir
Felder und kanonische
Quantisierung

B.1 Lagrange-Formalismus fiir Felder

Voraussetzung: Kenntnis des Lagrange-Formalismus in der Punktmecha-
nik.!

Vorbemerkung B.1.1 Wir verwenden so genannte natiirliche Einhei-
ten:

h=c=1,
hc = 197.3 MeV fm,
c=2.998 x 10°m/s,

1fm = 107" m,

1b = 10%fm?,
G

Q—E—ﬁ.

Fiir kontinuierliche Systeme fiihren wir Felder als dynamische Variablen ein
und betrachten sowohl die Zeit als auch die Ortskoordinaten, = = (z*) =
(t, Z), als Parameter.?

B.1.2 Euler-Lagrange-Gleichung fiir ein skalares Feld. Zunéchst be-
trachten wir die Lagrange-Dichte £ eines skalaren Feldes, ®(z) = ®(t, 7),

L = L[®(z),0,(x)], (B.1)

1Siehe z. B. L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Mechanik, Kapitel 1.2.
2Siehe z. B. H. Goldstein, Klassische Mechanik, Kapitel 11; F. Scheck, Mechanik,
Kapitel 7.



0, = od _ (8@ 0® 09 8@)

dzn — \ 9t 9z 9y’ 9z
wobei wir eine explizite Abhéngigkeit der Lagrange-Dichte von z# ausschlie-
Ben wollen.? Die zugehérige Lagrange-Funktion L(t) lautet

L(t) = /R P £8(r), 0,()] (B.2)

Die klassische Bewegungsgleichung fiir ®(z) folgt aus dem Hamilton’schen
Prinzip der kleinsten Wirkung fiir das so genannte Wirkungsfunktional

S[®] = / 2 dt/3 &z L]®(x),0,P(x)]. (B.3)
t R
Jpd'x
Wir definieren
O (x) = D(x) + eh(x) = D(x) + §P(2) (B.4)

mit h(z) =0 fir z € IR, dem Rand von R. Sei
F(e) = / d'z L[®(z) + eh(z),0,P(x) + €d,h(x)], (B.5)
R

so dass F'(0) = S[®]. Wir entwickeln bis zum linearen Term in e

oL oL
_ 4 4 2
F(e) —/Rd fvﬁ(@,aﬂcb)nte/Rd <h8® + 0uhsos q)> + O(é?)
und verlangen nun
5S[®] = F'(0) = 0. (B.6)

Damit erhalten wir

oL oL
_ 4 =
O_/Rd”’”(hacb 99 @)

und machen beim zweiten Term von der Produktregel Gebrauch:

oL oL oL
=D, (h—— ) — hD,——.
Ol g, = D <h88ucb) "Prdo,a

Hierbei gilt
0 0

=0, ~|—8<I>8(1)—|—08<I>88q)

3Manche Autoren verwenden ®,, anstelle von 0,,®.



Als Zwischenrechnung betrachten wir
oL
)

oL g
d4q:D< ) = /d%/ dt—(
/}; K aa(p R3 t1 dt a
[ [ (%M)+
to
_ /d% {az}
R3 0P t1
0 da h(tl,f):h<t2,f) =0

/dt/ iy [ s

aﬁ

0, dah( ) =0 fir z — +o0

Daraus folgt die Bedingung

oL oL
_ 4 - =
0= /Rd x h(x) (8@ D“@@@) : (B.7)

e Fundamentallemma der Variationsrechnung:
Wenn das Integral f;f h(z)g(x)dx gleich null ist fur beliebige stetige
Funktionen h(z) mit stetiger Ableitung und h(x;) = h(x2) = 0, dann
gilt g(z) = 0 in [z, x2).
Wir wenden nun das Fundamentallemma der Variationsrechnung auf GI.
(B.7) an und erhalten somit die Euler-Lagrange-Gleichung

oL oL
— —Dym— = B.
0P "00,P 0 (B.8)
oder ausgeschrieben
oL d 0L d oL _0

0 dto(%) dro(32)
e Vorsicht: Praktisch jedes Physikbuch schreibt in Gl. (B.8) 0, anstel-
le von D, mit dem Verstdndnis, daf bzgl. jeder x#-Abhéngigkeit im
Sinne einer totalen Ableitung differenziert werden soll und nicht nur

bzgl. der ezxpliziten x*-Abhéngigkeit. Wir folgen von nun an dieser
Konvention und schreiben 0, anstelle von D,,.

B.1.3 Euler-Lagrange-Gleichungen fiir mehrere Felder. Hingt £
von n Feldern ®;(z) ab, miissen wir eine unabhéngige Variation bzgl. n
Funktionen durchfiihren. Dazu definieren wir

D, (1) = Bi(x) 4 hi(x) = @, +6®;, i=1,---,n (B.9)



und

Fler, -+, en) = S[Ds,]. (B.10)
Wir fordern wieder ein Extremum
oF
ac, =0, 2=1,---,n. (B.11)
Dies fiihrt auf n Bewegungsgleichungen
oL oL
— =0 =0, ¢=1,---.n. B.12

Beispiele B.1.4 1. Freies, reelles, skalares Feld ®:

L= %(au@aﬂ@ —m?®?) = %(g“’@@&,@ -m*®%).  (B.13)

Der metrische Tensor ermoglicht es, Indizes von ,,oben“ nach , unten*
zu erniedrigen (und umgekehrt)

1 0O 0 O
0 -1 0O O
— _ uvyN
O 0 0 -1
Juv = YGuw
CLM — gwjau — guuay — gl/#au — gl,MCLV,
00, o
00, M T Iw
Damit erhalten wir
oL 9
8_(13 = —m q),
oL 1
= —g"(g,0,® dg,”
1 14
= 5(9,]’8“@ + 0" ®g,”)
1
= 5(89(1) + 80(1)) =00 = fp(xa P, 8M(I))a
oL afr afr afr
0 = 0,0 — +0,0,P
90,8 o Y 98 20,®
0 0 00°® __ _po
90,0 9
= [Oo.
,ochnelle® Rechnung:
0, oL = 0,0’ = 1.

00,



Klein-Gordon-Gleichung;:
(O +m?*)d = 0. (B.14)
e Bemerkung: Beide Methoden liefern dasselbe Resultat.

Dazu betrachten wir folgende allgemeine Struktur
"9, ®---0,,9.
,ochnelle“ Methode unter Verwendung der Ketten- und Produktre-
geln:
0,(2"0,, @ ---0,,P)
= md"'9,99,,®---0,, P
+0" (0,0, @0, 2+ + 0, P---0,0,,P).

(.

n Summanden
»Ausfiihrliche“ Methode:

) 0 m
(0u955 + aﬂa@m)(@ Dy ® -0, ®)
= md"'9,99,,®--9,,P

HD™0,0,D(gu" O @t Dy g 7).
D™Dy @+ 0y D A -+ 0y D+ 0,0, D)

Die Losungen der Klein-Gordon-Gleichung lassen sich folgendermafien
darstellen

mit

2. Zwei reelle skalare Felder ®; und ®, gleicher Masse m mit einer so
genannten A®*-Wechselwirkung?:

A

L= % [0,101®1 + 0, 820" By —m?*(®F + 3)] — 7 (¥ + o2)*
mit m? > 0 und A > 0. (1)
gqi -0, agfcpi = —m*®; — A, (®F + &) — 0P, = 0.

(O+m*)®; = —\0; (D3 + P3), i=1,2, (B.16)

d. h. wir erhalten zwei gekoppelte partielle Differentialgleichungen.

4Modelle dieser Art werden gerne zur Illustration einfachster (Quanten-) Feldtheorien
benutzt.



3. Freies Dirac-Feld ¥ der Masse m:

L= Viy"9,¥ — mU V. (B.17)
Zur Erinnerung:
Uy
_ | ¥
U= v, |
vy

wobei die W; stetig differenzierbare, komplexwertige Funktionen sind.

Wir machen von der so genannten Standarddarstellung der Gamma-
Matrizen Gebrauch:

,YO = = 12><2 02><2 ,7 _ 02><2 53
0 O2><2 _12><2 ’ _0_: 02><2 ’

o;: Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 1 0
0'1—(10), O'Q—(Z. 0>, 0'3—(0_1) (B18>
Notation
U=l = (U7 U5 — 5 — ¥)).
Euler-Lagrange-Gleichung;:

oL oL

_— e T Ui~ —
BN 8”88“\11 mV¥ — 0, Vit = 0.

Wir adjungieren diese Gleichung, wobei wir ¥*T = 7%v#~° benutzen,
und multiplizieren mit 4Y. = Dirac-Gleichung:

O(—mA"T + 7 P4# 40409 ) = (i@ — m)T = 0 B.19
v (—my 277717 W) = (id —m) (B.19)

mit der Abkiirzung ¢ = a,7".

Die Losungen der Dirac-Gleichung sind von der Form

u (e r=1,2, (,Lésungen zu positiver Energie®)

v (e, r=1,2, (,Lésungen zu negativer Energie®)

wobei p'€ R? und py = E(p) = /m?2 + p2.



Eigenschaften der Dirac-Spinoren:

o o o o

)
)
a™(F)(p—m) = 0,
?(F)Pp+m) = 0,
a"Eu @) = - (E) (@) = 2mé,s,
uN () = oD EWO () = 2E(5)d,s,
WM (F(-p) = 0,
2
S uD@E)ay () = P+ m)as,
r=1
2
S oD ERYE) = (B m)as,
r=1
2
S W ()ag (7) — o) (7)) = 2méag
r=1
Explizite Darstellungen lauten
- = Xr
i(F) — E<p>+m( X )
E)+m X7

mit

. Pseudoskalare Pion-Nukleon-Wechselwirkung;:

Wir definieren ein Isospindublett

()

(p und n sind jeweils vierkomponentige Dirac-Felder) und ein Isospin-
triplett reeller pseudoskalarer Felder

oy
o=\ Py
D3

(Der Begriff | pseudoskalar® bezieht sich auf die Forderung, dass die
Felder ®,(¢,Z) unter einer Paritétstransformation auf —®;(¢, —7) ab-
gebildet werden.) Anstelle der kartesischen Komponenten ®; verwen-
det man héufig Felder, die den physikalischen (geladenen) Zusténden



entsprechen (Vorsicht, hier keine sphérische Konvention):

1 1
Tt = — (D) —iDy), T = —(D; +iDy), 70 = Ds. B.20
\/5( 1 2) \/§< 1 2) 3 ( )

Mit Hilfe der Pauli-Matrizen (fiir den Isospinraum)

(U (U (B 0) e

finden wir
- 0 \2rt
P =70, = .
O ( P

Beachte, dass (7 - ®)f = 7- ®, d. h. 7- ® hermitesch ist. Dies folgt
aus der Hermitizitat der 7; gnd der Tatsache, dass die ®; reelle Felder
sind. Auflerdem ist Tr(7 - ®) = 0 wegen Tr(r;) = 0. Wir definieren

a 3# b := ad,b — (0,a)b und betrachten die Lagrange-Dichte der so
genannten pseudoskalaren Pion-Nukleon-Wechselwirkung

“ 1 5 - - - -
= (% 7] mN) Vg <8N<I> SOMD — Mﬁcb?) —igUysT - DV,
(B.22)

wobei

0 1
=t =ittt = (2 ) e} =0

Parameter:

my = my =m,, m,=9383MeV, m, =939.6MeV,
M, =M.+ =M, M.+=139.6MeV, Moo =135.0MeV,
g =0rN, Gzn = 13.2.

Anmerkung: Gl. (B.22) stellt eine sehr kompakte Schreibweise fiir fol-
genden Sachverhalt dar.

Die Komponenten des Nukleonfeldes ¥ werden durch zwei Indizes
charakterisiert:
Yy

Ned

f =1,2: Isospinindex (p, n),
a =1,2,3,4: Bispinor- oder Dirac-Index.



Damit steht Gl. (B.22) fiir

2 4
1 —
-2 DY i ar wad i 0uV e — 04T g 0 walp ¥ sa)
f. =10/ ,a=1
4
_mN Z Z \Ilf’,alla/a]‘f/f\ljf,a
f.f=1a ,a=1

1 3
+5 > (0,000, — M2D?)

i=1
2 4 3
—ig 3 2 2 VrataaTiprVra®i
. f=1a,a=1 i=1
Anmerkung:

e Einheitsmatrizen (im Isospin- und Dirac-Raum) werden grundsétz-
lich weggelassen.

e Matrizen, die in verschiedenen Rdumen operieren, kommutieren
miteinander. Beispiel: 7,5 = v57;.

Die Bewegungsgleichungen lauten:

oL oL i - i
= = = @V —mpyT —igyT- DU — 9, [ —= T ) =0
00 Yiggm = Y Y it g ( 27 ) ’
= (i —my)¥ = igyT- O, (B.23)
a a g = =
—€ — au—{ = —M?2® — igUrys7¥ — O = 0,
P 90,
= (O+M)® = —igly70. (B.24)

e Bemerkungen:

(a) Wir haben es mit einem Satz gekoppelter partieller Differential-
gleichungen zu tun.

(b) Die Lagrange-Dichten fiir wechselwirkende Systeme sind von der
Form

L= Z 'Ci,frei + Lint-

Entsprechend erhilt man Bewegungsgleichungen vom Typ

frei mit Wechselwirkung
(O4m2)®, =0 = | (O+ M2)P, = ,,Quellterm*
(i@ —mN)¥ =0| — | (i) — my)V = ,Quellterm*

Vergleiche die Analogie zur Elektrostatik:
Ap = —



5. Dasselbe wie 2. oben, nur mit komplexen Feldern:

1 1
P=— (D, +idy), I =— () —idy).
\/5( 1 +iPs) \/5( 1 — 1Dy)
L = 9,00"d" — m*daf — ) (d0')”. (B.25)
oL 0L _ _ gt it t_
5 aﬂaauq)_ m*®! — 22000t — Ot = 0.

(O+m?)d" = 20001,
und vollkommen analog
(O+m*)d = —2100'P.
Die beiden Gleichungen sind #quivalent zu Gl. (B.16).

6. Lagrange-Dichte fiir die Wechselwirkung des elektromagnetischen Fel-
des mit einer vorgegebenen dufleren Stromdichte J# (natiirliche Ein-
heiten)

1 4
L= 1 T — J, A (B.26)
wobel
P = OrAY — 0¥ AH
0 -E, -E, —L,
E 0 —B B
0% o x z Yy
(F*) = E, B. 0o —B |- (B.27)
E, -B, B, 0
Symbolisch

) = (). @)= @) - (L)
@) = (S). @ = ()

und damit

In Worten: F),, folgt aus F*” durch die Ersetzung E — —E und
B—B.




Zur Erinnerung:

E:—%-f—ﬁ@, B=VxA. (B.28)

Mit Hilfe von
OF,, B 0

— _ — g O P _ 40P
0,4, 90,4, (0,A, —0,A)) = 9.°90." — 9.79,",

0
—(F,F") = 2(9.°9.,” — ¢.°9,°)F*" = 4F°°
aaUAp(u ) (9.9 — 9.°9,")
erhalten wir
oL oL
_aa =-—J° 3,,F”p:()
oA, ~ 80,4, N
und damit die kovariante Form der inhomogenen Maxwell-Gleichungen
0, F°° = J°. (B.29)
Dies entspricht
e Wo sind die homogenen Gleichungen?
. . . 0B
V-B=0, VxEJrE:O. (B.31)

Diese sind aufgrund von Gl. (B.28) automatisch erfiillt. Wenn wir den
dualen Tensor

- 1
= —geﬂ”p"Fpg (B.32)
einfithren, wobei

+1 fiir {u, v, p,0} eine gerade Permutation von {0, 1,2, 3}
€uwpo = & —1 fiir {p, v, p, 0} eine ungerade Permutation von {0, 1,2, 3}
0 sonst

der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor ist, dann gilt
0 -B, -B, —B,

B, 0 E, —-E,

B, —-E, 0 E, |’

B, E, —-E, 0

(Fm) = (B.33)

d.h., man erhélt Fm aus F*_ indem man E - Bud B —» —E
setzt (z. B. FO' = —1((—1)Fas + F3) = Fy3 = —B,). Die homogenen
Gleichungen sind automatisch erfiillt, denn

. 1
O, = —56“”’”8#(3,;140 — 0,4,) = —€""?0,0,A, = 0,

da €"?? antisymmetrisch bzgl. <+ p ist und 9,,0,4, symmetrisch.



7. Freies Spin-1-Feld der Masse m:

F;UJ = a,uvu - ayv,ua (B34)
1 1
L — " + 5m2vﬂw (B.35)

Beachte insbesondere das Vorzeichen des Massenterms.

oL oc
- = For = 0. B.
57~ Oogg — V0 0 (B.36)

Gl. (B.34) und (B.36) werden als Proca-Gleichungen® bezeichnet.

Wir bilden 9, von Gl. (B.36) und erhalten wegen der Antisymmetrie
von F bzgl. o < p
m2(9pr =0,

so dass wir fiir m? # 0 noch die zusiitzliche Bedingung
0,V =0 (B.37)

bekommen. Diese setzen wir in die Bewegungsgleichung, Gl. (B.36),
ein,

m2VP + 9, F°P = m?VP 4+ 0,0°VP —  0,0°V°
——
0°0,V? =0
und erhalten schlielich

@O+mA)Vr = 0, (B.38)
9,Vr = 0. (B.39)

Die zweite Gleichung liefert eine Bedingung zwischen den vier Kom-
ponenten von V? so dass wir es mit 3 unabhéngigen Freiheitsgraden
zu tun haben (Spin-1-Objekt). Die Losungen der Proca-Gleichungen
lassen sich in ebene Wellen zerlegen

Hlx) = Lge“ﬁaﬁe_i’” c
Vi (z) /(%)3%(%)2 “(k)a(k) +H.e.,

r=1

—

mit ko = w(k) = Vm?2 + k2. Die (reellen) Polarisationsvektoren e, (k )
erfiillen fiir jedes k
(k) - es(k) = —0ys.

AuBerdem folgt aus 0,V#(z) =0

—

k,et(k)=0.

®Manche Biicher bezeichnen nur Gl. (B.36) als die Proca-Gleichung.



Beispiel:

ko= (w(k),0,0,[k]),
e(k) = (0,1,0,0),
e(k) = (0,0,1,0),
es(k) = (|k],0,0,w(k))/m.

,» Vollstéandigkeitsrelation* (fiir beliebiges E)

- - kH kY
ni)er (k) = —g .
S erB)e(E) = —g +




B.2 Kanonische Quantisierung des skalaren
Feldes

Literatur:

e J. D. Bjorken und S. D. Drell, Relativistische Quantenfeldtheorie, BI,
Mannheim 1967, Kapitel 12

e C. Itzykson und J.-B. Zuber, Quantum Field Theory, McGraw-Hill,
New York 1980, Kapitel 3-1

e L. H. Ryder, Quantum Field Theory, Cambridge University Press,
Cambridge 1985, Kapitel 4.1

Bisher haben wir das freie, skalare Feld als klassisches System betrachtet, ob-
wohl es genau genommen kein klassisches Analogon zum Klein-Gordon-Feld
gibt. Eine quantenmechanische Interpretation der Klein-Gordon-Gleichung
als relativistische Einteilchengleichung scheitert an zwei Eigenschaften:

1. Sie erlaubt Losungen ,,negativer Energie”, wenn man 0" als Energie-
und Impulsoperator interpretiert. Im Fall der Dirac-Gleichung lésst
sich dieses Problem mit einem gefiillten See negativer Energie-Losun-
gen umgehen.

2. Esist nicht moglich, eine Viererstromdichte mit positiv definiter Wahr-
scheinlichkeitsdichte p anzugeben.

Beide Probleme treten im Rahmen der Quantenfeldtheorie nicht mehr auf.
In Analogie zur Punktmechanik definieren wir zunéchst den zum Feld ®(t, &)
konjugierten Impuls

oL o

P= 5 (t7) =25 (B.40)
und die Hamilton-Dichte
H=pj—L — H=1Id-L (B.41)
Die Hamilton-Funktion ergibt sich dann als Integral
H(t) = / d*rH. (B.42)

Wir finden ganz konkret fiir das freie, skalare Feld (siehe Gl. (B.13))

I = o,
. 1/.. - 1 L
H o= @2—§<¢®—V®-V<I>—m2(1>2>:§<H2+V<I>-V¢>+m2¢2>,

1 - -
H(t) = 5/d% (H2 + Vo -V + m2<1>2> : (B.43)
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Abbildung B.1: Zweidimensionale Darstellung der Zellen.

Beachte insbesondere, dass H(t) > 0 ist (der Integrand ist als Summe von
Quadraten reeller Groen immer nichtnegativ), d. h. in der klassischen Feld-
theorie das Problem negativer Energie gar nicht auftritt.

Wir betrachten im Folgenden ®(¢, %) als einen hermiteschen Operator
(in Analogie zum Ubergang von der klassischen Punktmechanik zur QM).
In welchem Hilbert-Raum dieser Operator wirkt, bleibt noch zu klaren.
Dieser Operator soll in der Quantenfeldtheorie eine dhnliche Rolle spielen
wie der Ortsoperator im Heisenberg-Bild, gg(t), in der nichtrelativistischen
Quantenmechanik. Insbesondere fassen wir 7 als eine Art ,,Parameter” auf,
so dass wir unendlich viele Freiheitsgrade haben, namlich fiir jedes & ein
O(t, 7).

Wir unterteilen den dreidimensionalen Raum in Zellen mit Volumen V.
Jede Zelle werde durch ein Tripel 7 von ganzen Zahlen gekennzeichnet (siehe
Abbildung B.1): Es sei ®z(t) der Mittelwert von ®(¢,7) in der durch 7
bezeichneten Zelle und L7 der Mittelwert der entsprechenden Lagrange-
Dichte. Die Lagrange-Funktion lautet also

Lty =Y Let) = > oveL: """ / Pa L. (B.44)

Wir definieren den zu ®z(t) konjugierten Impuls pz(¢) in Analogie zur Punkt-
mechanik als

oL  oVOLr

p;(t) = QCI)F(t) = 8(1);(75) (SVH,:*(t), (B45)

wobei im Kontinuumgrenzfall Gl. (B.40) gilt. Wir betrachten nun ®z(¢) und
pr(t) als Operatoren im Heisenberg-Bild und fordern in Analogie zur nichtre-



lativistischen Quantenmechanik die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen

(4:(),;p; ()] = i6y; = [®x(t), ps(t)] = i,
[4:(1),g; (D] =0 = [®x(1), Ps(t)] = 0,
i), p;M] =0 = [pr(1), ps(t)] = 0. (B.46)

Wir betrachten nun den Grenzfall )V — 0, machen von Gl. (B.45) Gebrauch
und erhalten somit die kanonischen, gleichzeitigen Vertauschungsrelationen
(GZVR) der Operatoren ¢ und II:

&
11
=
-
Il

t t,g W0*(T — ),
O(1,7), 0(1,7)] = (L, 7),11(t,7)] = 0. (B.AT)
Der oben beschriebene Vorgang wird als kanonische Quantisierung eines

skalaren Feldes bezeichnet. Der Operator ®(z) soll also einerseits der aus
dem Prinzip der kleinsten Wirkung hergeleiteten Bewegungsgleichung

(O +m*)d(z) =0 (B.48)

gehorchen und anderseits zusammen mit [1(z) die GZVR, Gl. (B.47), erfiillen.
Dazu betrachten wir die Fourier-Zerlegung

r) = —d3k; a(k e ™ 1 ot (k)e* ) = @i (¢, 7
21.7) = [ Gl L E)e =0l 47, (B4

=
d3k

—

mit kg = w(k) = Vm?+ k2. In Ubung 3 wird gezeigt, dass die GZVR
folgende Vertauschungsrelationen fiir die Operatoren a(k ) und af(k ) impli-
zieren:

[k ), al(k")] = (2m)*2w(k)5*(k = k'), la(k),a(k")] = [a'(k),a' (k)] = 0.

e Nun zur Interpretation der a(k) und af (K ):

Es sei |E) ein Eigenzustand zum Hamilton-Operator H, der sich laut Ubung
3 folgendermaflen ausdriicken lésst:

= %/ﬁw(ﬁ) (aT(E)a(%) + a(z%’)aw%)) . (B.51)

Wir betrachten

Ha(k)|E) = (a(R)H + [H,a(F)]) |E),



machen Gebrauch von

(Ha®)] = 5 [ wE)lal (F)a() + alE)alE), ol )
= o [ Bl () o), alE)+ W F),aB)] o)
— —_—
0 —(2m)32w(k)63(k — k')
-Hﬂ%ﬂ@%ﬁ?fugﬂ+{ME?gﬂEHaWEU>
S.0. 0
= —w(k)a(k)
und erhalten . B
:[E—w%ﬂa%ﬂE% (B.52)
und vollkommen analog
Hal(k)|E) = [E+w(l§)] ' (F)|E). (B.53)

Ebenso erhéilt man fiir den Impulsoperator
13:/55%/2@*(/2)@(/2). (B.54)
Die Schritte zwischen Gl. (B.51) - (B.53) lassen sich vollkommen analog fiir

den Impulsoperator durchfiihren.

e Fazit: Die Operatoren af(k) und a(k) erzeugen bzw. vernichten ein
Quant mit Energie w(k ) und Impuls % .

e Anmerkung zur Normalordnung:
Es sei |0) der Grundzustand (Vakuum) des Systems mit
a(B)0) =0, (Olaf(k)=0 V k. (B.55)

Wir betrachten den Vakuumerwartungswert (VEW) des Hamilton-Operators
aus Gl. (B.51):

OIH10) = 3 [ kel 0] (o (F)alF) +alF)al () [0)

—

1 e - = — —
= 5 | @kwkE)(0[(2d' (k)  a(k)  +a(k),a'(k)]]0)
2 —~—
a(k)[0) =
= 00, (B.56)
da [a(k ), a’ (k)] ~ 63(0) und auBerdem noch iiber alle & integriert wird. Der

Hamilton-Operator liefert also eine unendliche Konstante, die sich als Sum-
me iiber Oszillatornullpunktenergien interpretieren lésst. Eine Redefinition



des Hamilton-Operators wird dergestalt vorgenommen, dass der Grundzu-
stand auf die Energie £y = 0 normiert ist:

H o= %/ﬁw(z)[aT(E)a(E)+a(E)aT<E)

= [ Bkwk)a (K)alk). (B.57)

Hierbei ist : : das Symbol fiir die Normalordnung, d. h. Vernichtungsope-
ratoren stehen immer rechts von Erzeugungsoperatoren. Fiir Bosonen ver-
tauschen Operatoren, die von zwei Normalordnungszeichen eingeschlossen
sind.

e Beispiel:

a(F)a!(@)a"(7)a(7) 2 aM(@)a(F)al (7)a(k) = o (@)a (7)a(7)a(k).

Der Referenzzustand fiir die Normalordnung ist das Vakuum der freien
Theorie.

e Nun zur Konstruktion von Zustanden:

Wir definieren einen Teilchenzahloperator
N = /%a*(z)a(/z). (B.58)

Da [a(K)a(k),al(k")a(k’)] = 0 (nachrechnen!), vertauscht N sowohl mit
dem Hamilton-Operator als auch dem Impulsoperator. Die Vorgehensweise
ist sehr d&hnlich zum harmonischen Oszillator in der QM.® Der Unterschied
besteht darin, dass wir es mit einer unendlichen Summe von Oszillatoren
zu tun haben (= Integral [ d3k), deren Vertauschungsrelationen eine Del-
tafunktion im Impulsraum beinhalten. Wir betrachten den Zustand

k) = af(K)]0). (B.59)

Dieser Zustand ist nicht im {iblichen Sinne normiert (vergleichbar mit |Z')

in der QM), denn

(Ola(k )a’(k)]0) = (0la' (K )a(k) + [a(k), a' (K )]|0) = 00",

6Siehe z. B. J. J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Addison-Wesley, Redwood
City 1985, Kapitel 2.3, oder G. Grawert, Quantenmechanik, Akademische Verlagsgesell-
schaft, Wiesbaden 1977, Kapitel 8.4.



Vergleiche mit den Eigenzustdnden des Impulsoperators in der nichtrelati-
vistischen QM: (7|¢") = §*(¢ — ¢"). Wir arbeiten mit Einteilchenzustinden,
die auf eine Deltafunktion normiert sind:

(k|k"Y = (0a(k)a (k")]0) = (27)%2w(k)6*(k — k). (B.60)

Wir konstruieren eine Basis des gesamten Hilbert-Raums mittels
a' (k1) -+ - af (k,)]0), (B.61)
wobei die k; nicht notwendigerweise verschieden sein miissen. Der somit

entstehende Raum wird als Fock-Raum bezeichnet. Zur Erinnerung:

—

Hﬂ@ﬂ“ﬂW@WD::(Mh%%~+w@@%ﬂ%%~d@ﬁm,

— -

P... = (]214_...4_]{;”)...7
N--w = n---. (B.62)

Beliebige normierte Zustéinde lassen sich nun als Uberlagerung der Vek-
toren aus Gl. (B.61) folgendermafien aufbauen:

— - 5 1 —— RN o o
’<D> = (CQ + d?’kl Cl<k1)aT(k1) + ﬁ d3k1d3k2 Cg(kl, kQ)GT(kl)aT(kg)

1 —_ oL . B B
+ﬁ /d3k1d3k2d3k303(/€17 ks, ks)aT<k1)aT(k2)aT(k3) 4. ) \O)
(B.63)

(Beachte: Fiir n Objekte gibt es n! Anordnungen). Hierbei steht ¢, fiir die
Impulsverteilung der Komponente mit n Quanten (Wellenfunktion im Im-
pulsraum). Betrachte zur Illustration denjenigen Anteil, der aus 2 Quanten
besteht:

1 ——— . 5 - -
|(I)2> = ﬁ /dgkldgkg Cg(k’l, k’g)CLT(kIl)CLT(kQ)w)
und benutze die Vertauschungsrelation [af(k ), af(k')] = 0

1 —_— N — -
= 7 dBleydBky co(ky, ko)al (ky)a®(ky)|0)

1 — L . .
= —— [ BBk calks, k1)al (k1)al (k2)|0),
\/i 1 2 2( 2 1) ( 1) ( 2)| >
d. h. oL I
co(kr, ko) = colka, k).

Als Verallgemeinerung gilt, dass die Impulsraumwellenfunktionen symme-
trisch bzgl. der Vertauschung zweier beliebiger Argumente sind. Diese so
genannte Bose-Einstein-Statistik resultiert aus den Vertauschungsrelationen

GL (B.50).



Schliefflich folgt aus der Normierungsbedingung
1= (P|D) = |co|2+/d’3751|c1(121>|2+/%%|CQ<E1,/22)|2+---, (B.64)

Fiir die Basiszusténde ist auch die Charakterisierung in der Form von Be-
setzungszahlen n(k) (mogliche Werte: 0, 1,2, - - - ) des k-ten Impulszustandes
iiblich:

) () = [T 1@)' (') 10 (B65)

Beachte insbesondere, dass wegen Gl. (B.50) alle Erzeugungsoperatoren mit-
einander vertauschen.

B.3 Quantisierung des Dirac-Feldes

Literatur:

e J. D. Bjorken und S. D. Drell, Relativistische Quantenfeldtheorie, BI,
Mannheim 1967, Kapitel 13

e C. Itzykson und J.-B. Zuber, Quantum Field Theory, McGraw-Hill,
New York 1980, Kapitel 3-3

e L. H. Ryder, Quantum Field Theory, Cambridge University Press,
Cambridge 1985, Kapitel 4.3

In der Diskussion des skalaren Feldes haben wir so genannte kanoni-
sche, gleichzeitige Vertauschungsrelationen fiir das Feld und den konjugier-
ten Impuls postuliert [siche Gl. (B.47)]. In Verbindung mit der Fourier-
Zerlegung der Losung der Klein-Gordon-Gleichung, Gl. (B.49), hat uns
dies auf Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren gefiihrt, die den Vertau-
schungsrelationen aus Gl. (B.50) gehorchen. Insbesondere sind wir auf Viel-
teilchenzusténde gestoflen, die symmetrisch bzgl. der Vertauschung zweier
beliebiger Impulse sind.

Anderseits geniigen Spin—%—Teilchen der Erfahrung nach der Fermi-Dirac-
Statistik und dem Pauli’schen AusschlieBungsprinzip. Wir gehen nun in der
umgekehrten Reihenfolge vor, d. h. wir zerlegen zunéchst die Felder ¥ und
U in Ebene-Welle-Losungen

¥e) = 3 [ G @+ ) )]
— \II(+)(x)+\IJ(_)(:L‘), (B.66)
W) = 3 [ G B G




mit pg = E(p) = /m? + p2. Um das AusschlieBungsprinzip zu erfiillen, for-
dern wir, dass die Erzeugungsoperatoren bl und df. (Vernichtungsoperatoren
b, und d,) fiir Teilchen und Antiteilchen folgenden Antivertauschungsrela-
tionen gehorchen:”

{b.(7),01(7")} = (2m)*2E(p)6°(F— p")bs, B.68
{d,(7),d\(7")} = (2m)*2E(5)6*(F— 5’)ors B.69)
Einteilchenzustande

[t(7.7)) = blL(@)10),  [E(p,r)) = dl(p)]0),

sind normiert auf

(@ P ) = @2n)2B(F)8 (¢ - p),

E@ P ) = @) 2B(p)8 (" —p),

wobei ¢t und ¢ symbolisch fiir Teilchen und Antiteilchen stehen. Dies kénnen
z. B. Elektron und Positron, Proton und Antiproton oder Quark und Anti-
quark sein.

Alle weiteren Antivertauschungsrelationen sind Null:

(), bs(P")} 0,
{ol(7),b1(5")} = 0, (B.70)
{d.(p),ds(p")} = 0,
{d), diE)} = o, B.71)
{0-(9),ds(P")} = 0,
@), di)} = o (B.72)
{b.(7),dl(P)} = 0,
{d.(7), 65"} = 0 (B.73)

Einige Konsequenzen lassen sich am Einfachsten mittels einer dramatischen
Vereinfachung der Nomenklatur herausarbeiten. Dazu ersetzen wir

b.(p) — b, usw.
d3p
/ orEG) 2
{b.(7), b (7"} = 20)32E(5)0°(p — p')0rs +> {bi,bj»}: ij, USW.

Am Ende einer Rechnung erfolgt dann wieder die Riickersetzung. Wir be-
trachten nun z. B. einen allgemeinen (Uberlagerungs-) Zustand zweier Teil-

"Die Antivertauschungsrelationen wurden zum ersten Mal in P. Jordan und E. P. Wig-
ner, Z. Phys. 47, 631 (1928) vorgeschlagen.



chen
py - L > " ea(i, 5)blbf[0
‘> - \/5”62(27‘7)2‘3")
Tpt
= ca(i, j)(—1)bjb;|0)
\/—Z
_ TT
- 02]7 bb
\/—Z

d. h. die Wellenfunktion ist (wie erwiinscht) antisymmetrisch bzgl. der Ver-
tauschung zweier Argumente

ca(i,7) = —co(g,1).

Insbesondere verschwindet sie fiir ¢ = j (Pauli-Prinzip). Die Normierungs-
bedingung

(®|D) = 1

fiihrt auf

2
1_Z|C2ZJ|H/27T32E Z/ 27r32E*/2:: (PP ) = 1.

Kombiniert man die Antivertauschungsrelationen aus Gl. (B.68) - (B.73)
mit den Eigenschaften der Dirac-Spinoren aus Abschnitt B.1, Beispiel 3., so
ergeben sich fiir die Antivertauschungsrelationen der Dirac-Felder

{Uo(t, %), UL(t,7)} = 6°(F—)bas, (B.74)
{qja(t’f)>qjﬁ(tag)} = 0, (B.75)
{Uh(t,7), 9t 5)} = o, (B.76)

wobei v und [ Dirac-Indizes sind, die Werte von 1 bis 4 annehmen. Wir
betrachten stellvertretend

{Wa(t,7), Vi(t.§)}

und schreiben symbolisch

U(x) = Z (blul(x) + divl(af;)> ,

%

wi(y) = Y (dlul(y) + do()).

%



Damit gilt
{\Ija(x)a\pg(y)}woﬂro = Z{bzum(x) "’dlvia( ), b;r ;g( )+djvjﬂ(y)}zo=yo
2%

= D (uia(@)ul(y) {01 0]} + wia(2)0]5(y){bi, d;}

+ia(T ) ( ){dj, b;} + Uia(x)v;fﬁ(w{d;{a d;})zo=yo
= Z(uza(x)uzﬁ(y> + Uia(x)vzﬂ(y))xo:y()'

)

Ubersetzung in Kontinuumschreibweise:
d3p 2
D —————— (T) = ’pr () — 7,py (7’) — zp:r ('r') N Zp-y)
/ 2nR2E®G) Z (e (@)™ + o0 (7)o (7)e

= /(2@?7%@);( (T’)(ﬁ) ()T(ﬁ) ip-(£—7) +v(r)(ﬁ) (r)t (ﬁ)e—iﬁ(f—ﬂ))‘

Benutze nun

2 - o
Z Losoxr
E u(r) (T)T E+m ( 2><2X ) (Xr12><2 XTE_FZ;/L)

zusammen mit

ZT0=Yo

|

_ o g \ _( (B+m) &5

E+m (E+m)?
= @ +mho (o= L))
und vollkommen analog

2

(o) W0 = [ i [0+ e

+ (P - m)%e_iﬁ(f_g)}aﬁ-

Fiihre im zweiten Term die Substitution p’— —p durch, beachte E(—p) =
E(p) und 73 = 1:

d’p i (F—1 2=
e = / Wéaﬁep( ) = 50[5(53(.13 — y)



Wir betrachten schlielich noch den Hamilton-Operator. Ausgehend von
der Lagrange-Dichte

L=0(id —m)b

definieren wir das kanonisch konjugierte Impulsfeld

und erhalten fiir die Hamilton-Dichte

H =TV — L =iV — (i +i7-V—m)¥ = U(—i7 -V +m)¥ = U@

fiir Losungen der Dirac-Gleichung. Im Gegensatz zum Klein-Gordon-Feld
geniigt allein die Tatsache, die Dirac-Gleichung als Feldgleichung zu inter-
pretieren, nicht, um das ,,Problem® negativer Energien zu beseitigen. Dies
gelingt erst mit Hilfe der Quantisierung und der Forderung nach Antiver-
tauschungsrelationen. Wir betrachten dazu den Hamilton-Operator

H = /d%?—l
2

- / de / 25 Z/ (27r>6§235/<ﬁ'>i

r=1 r'=1
7
——

X T
<O () + ) e
xi[=iB(p")|[br (7" (e~ dL (e (e,
Vorzeichen!

fithren die Integration [ d*z durch

V)b (Bl ()l ) () ol E T 2725 5 — )
)

—bl(ﬁ)dlf(ﬁ/)u(rﬁ ﬁ)v(r’ (ﬁ/)emo[E( p)+E(p’ (271‘) 53(ﬁ+ﬁ/)
+d, () by ()0 ()ul) (57 e O EOHEEON 27363 (5 + )
—dr(ﬁ)di,(ﬁ,)v(rﬁ(ﬁ)v(rl)(ﬁ/)e_ixO[E(ﬁ)_E(ﬁ,)](27T)353( 1,



fithren die Integration [ d®p durch

Z 5] Ew)

1 ! ; =/ =/
% bi (5, (5w (F V") (57) ol EE)—E @)
SEG r(07)br () w1 (P )Vu (7)€ ,
QE(ﬁ,)érr’ 1
1 / . =/ =/
i () D 5T (57 im0 B+ )
B (=) n(=0")dy (1) ut”N( pv)v () e
0
1 »
A (=", (" (i —izo[E(—")+E(")]
Y (=p")brr(p") 0" (=P v)u () e
0
1 s
_ d,.(5")d' (510 (57) o0 @)~ B
SEG) (#")d,. (") v (p)v (r') e ,

berticksichtigen E(p’) = E(—p”), filhren die Summe ), , aus und benennen
am Ende p’ — p um:

— / (QW)"T%E@) S E@) b)) — o (5)d} (7).

Beachte, dass wir bisher ausschliellich von den Eigenschaften der Dirac-
Spinoren Gebrauch gemacht haben. Dabei haben wir allerdings darauf ge-
achtet, dass die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in derselben Rei-
henfolge stehen, in der sie beim Multiplizieren aufgetreten sind. Auch hier
fithren wir eine Normalordnungsvorschrift ein, aber dieses Mal mit der Kon-
vention eines Vorzeichenwechsels fiir jede Vertauschung von Fermionenope-
ratoren. Zum Beispiel gilt fiir die Normalordnung des bilinearen Produktes

PUTW = () 4+ U D(0 + )
= U005 + U0 + OO0 — 0T, 000,
(B.77)

wobei I" eine beliebige 4 x 4-Matrix ist. Fiir den normalgeordneten Hamilton-
Operator ergibt sich

H = / Pz U ()i ()

_ / JT%@) S E@)BL)b-(7) + i (7)d, (7))



Durch den Vorzeichenwechsel im zweiten Summanden ist der Hamilton-
Operator jetzt positiv definit. Hatten wir versucht, anstelle der Antivertau-
schungsrelationen aus Gl. (B.68) - (B.73) mit Vertauschungsrelationen zu
arbeiten, dann wére der Hamilton-Operator nicht nach unten beschrinkt.
Wenn man die Existenz eines Zustands niedrigster Energie fordert (d. h. ei-
nes stabilen Grundzustandes), so muss die Dirac-Gleichung der Fermi-Dirac-
Statistik entsprechend quantisiert werden. Wir sehen hier ein spezielles
Beispiel fiir das so genannte Spin-Statistik-Theorem, wonach Fermionen
mit Antivertauschungsrelationen und Bosonen mit Vertauschungsrelationen
quantisiert werden miissen (siche z. B. W. Pauli, Phys. Rev. 58, 716 (1940)).



Anhang C

Einige Formeln zur SU(3)

Elemente von SU(3):

8
(M@)zem><4§:@;§>, 0, € R.
a=1

Gell-Mann-Matrizen:

010 0 — 0 1 00
AL = 100 ], M= t 00 ), =0 —-10 1,
0 0O 0O 00 0 0 0
0 01 0 0 —1 000
M=1 000 |, =100 0], Xx=[00T1]1],
1 00 70 0 010
00 0 1 1 0 0
)\7: 0 0 —1 5 )\8: g O 1 0
0 7 0 00 -2
Eigenschaften:
Ao oU
Za _ 0.---.0
2 50,0 0)
Aoy = )\:;,
( )\b> - 250,67
Tr(A) = O,
Vertauschungsrelationen:
)\a )\b . /\c
5=y

Vollstéandig antisymmetrische, nichtverschwindende Strukturkonstanten:
abc | 123 | 147 | 156 | 246 | 257 | 345 | 367 | 458 | 678
fuc| 1| TI-T] EL I F[ 13310V
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Antikommutatoren:

4
{)\aa )\b} = géab + Qdabc)\(r

Vollstandig symmetrische, nichtverschwindende d-Symbole:

abc | 118 | 146 | 157 228 247 256 338 | 344
d L L L L _1 1 L I
abe | /3 2 2 /3 2 2 /3 2
abc | 355 | 366 | 377 448 558 668 778 | 888

1 1 1 1 1 1 1 1
dave | 5| =3 | =3 | =34 | "53| "53| “3/5 | ~3

e Viele niitzliche Eigenschaften der Gell-Mann-Matrizen findet man in
Abschnitt 8 von CORE (Compendium of relations) zusammengestellt
von V. I. Borodulin, R. N. Rogalyov und S. R. Slabospitsky, hep-
ph/9507456.
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