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Kapitel 1

Grundbegriffe und Beispiele

1.1 Definition von Grundbegriffen

Definition 1.1.1 Eine Transformation auf einer nichtleeren Menge X ist
eine bijektive Abbildung T : X → X, x 7→ T (x).

Eigenschaften:

1. Zwei Transformationen S und T können hintereinander ausgeführt
werden:

S ◦ T : X → X, x 7→ (S ◦ T )(x) = S(T (x)).

2. Die Komposition von Transformationen ist assoziativ, d. h. es gilt

(S ◦ T ) ◦ U = S ◦ (T ◦ U)

für alle Transformationen S, T , U .

3. Die Identität I : X → X, x 7→ I(x) = x ist eine Transformation mit
der Eigenschaft I ◦ T = T ◦ I = T für alle Transformationen T .

4. Transformationen können invertiert werden, d. h. zu jedem T gibt es
eine Transformation T ′ : X → X mit T ◦ T ′ = T ′ ◦ T = I. Man
schreibt T−1 für T ′.

Definition 1.1.2 Eine Menge von Transformationen auf einer Menge X
heißt Transformationsgruppe, falls sie die Identität I und mit T , T1, T2

auch T−1 und T1 ◦ T2 enthält.

Definition 1.1.3 Die Gesamtheit aller Transformationen auf einer Menge
X nennt man die symmetrische Gruppe oder auch Permutationsgrup-
pe S(X) von X.

Die axiomatische Definition einer Gruppe entwickelte sich aus dem Begriff
der Transformationsgruppe.
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Definition 1.1.4 Unter einer (abstrakten) Gruppe G verstehen wir eine
nichtleere Menge, in der jedem geordneten Paar (a, b) ∈ G×G ein Element
ab ∈ G, das Produkt von a und b, zugeordnet ist (Abgeschlossenheit),
so dass folgende Gesetze gelten:

(G1) a(bc) = (ab)c ∀ a, b, c ∈ G (Assoziativgesetz).

(G2) Es existiert ein Element e ∈ G mit ea = ae = a ∀ a ∈ G (Einsele-
ment).

(G3) Zu jedem a ∈ G existiert ein a−1 ∈ G mit aa−1 = a−1a = e (inverses
Element).

Motivation 1.1.5 In der Geometrie und der Physik kommen Gruppen
üblicherweise als Transformationen vor, die auf Objekte (Punktmengen),
dynamische Variablen oder Zustände wirken.

1. In der Geometrie versteht man unter der Symmetriegruppe eines Kör-
pers die Menge aller Transformationen, die die Abstände zwischen
allen Paaren von Punkten des Körpers beibehalten und den Körper
auf sich selbst abbilden.

2. In der Physik verstehen wir unter der Symmetriegruppe eines dynami-
schen Systems eine Gruppe von Transformationen, die eine Hamilton-
oder Lagrange-Funktion (in der QM einen Hamilton-Operator) inva-
riant lassen.

Beachte: In der Regel hängen die Symmetrieeigenschaften einer expli-
ziten Lösung von den Anfangsbedingungen ab, d. h. die Symmetrie-
gruppe des dynamischen Systems manifestiert sich nicht notwendiger-
weise in einer einzelnen expliziten Lösung.

Beispiele:

(a) Klassische Physik: Die Hamilton-Funktion des Kepler-Problems
ist rotationssymmetrisch. Die Planetenbahnen sind Ellipsen.

(b) Quantensysteme: Der Grundzustand besitzt oft dieselbe Symme-
trie wie der Hamilton-Operator.

i. Der Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms besitzt eine
O(3)-Symmetrie (tatsächlich eine

”
zufällige“ O(4)-Symmetrie).

Der Grundzustand ist auch rotationssymmetrisch, ein ange-
regter Zustand in der Regel nicht.

ii. Die Quantenelektrodynamik basiert auf einer elektromagne-
tischen U(1)-Symmetrie. Der Grundzustand (Vakuum) ist
elektrisch neutral.

(c) Eine wichtige Ausnahme bilden Systeme, die eine spontane Sym-
metriebrechung hervorbringen.
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i. Ferromagnet: Der Hamilton-Operator ist rotationssymme-
trisch. Im Grundzustand ist eine Richtung durch die Ma-
gnetisierung ausgezeichnet.

ii. Die chirale SU(3)L × SU(3)R-Symmetrie der Quantenchro-
modynamik für masselose u-, d- und s-Quarks ist im Grund-
zustand nach SU(3)V gebrochen. Aufgrund des Goldstone-
Theorems erwartet man 8 masselose Goldstone-Bosonen.

iii. Im elektroschwachen Standardmodell der Elementarteilchen-
physik wird mittels des Higgs-Mechanismus eine SU(2)×U(1)-
Eichsymmetrie spontan nach U(1) gebrochen. Als Konse-
quenz werden 3 Eichbosonen massiv (W±, Z0).

(d) Die Aussagen (b) und (c) lassen sich im Coleman-Theorem zu-
sammenfassen: Die Invarianz des Vakuums ist die Invarianz der
Welt.

Begriffe 1.1.6 • Eine Gruppe G heißt genau dann kommutativ oder
abelsch, wenn ab = ba ∀ a, b ∈ G.

• Die Anzahl der Elemente einer Gruppe bezeichnet man als Ordnung
|G| von G (endlich, abzählbar unendlich, nicht abzählbar unendlich).

• Als Struktur einer Gruppe bezeichnet man die Angabe der Ergebnis-
se aller möglichen Kompositionen aus Paaren von Gruppenelementen.

• Jede endliche Gruppe G = {g1, · · · , gn} lässt sich durch ihre Grup-
pentafel T = (tij) beschreiben, wobei tij = gigj ∈ G. T ist eine
(n, n)-Matrix über G.

• Für unendliche Gruppen wird die Struktur in der Regel durch die
Angabe einer Vorschrift für die Gruppenmultiplikation spezifiziert.

• Zwei Gruppen G und G′ sind isomorph, G ∼= G′, wenn zwischen
deren Elementen eine eineindeutige Korrespondenz besteht, die bzgl.
der Gruppenmultiplikation erhalten bleibt, d. h.

a′b′︸︷︷︸
Produkt in G′

= ( ab︸︷︷︸
Produkt in G

)′.

Sind zwei Gruppen isomorph, dann besitzen sie dieselbe Struktur.

• Als treue Realisierung einer abstrakten Gruppe bezeichnet man ei-
ne eineindeutige Abbildung auf eine Gruppe konkreter Elemente mit
einer konkreten Angabe der Gruppenmultiplikation, die die Struk-
tur erhält. Alle treuen Realisierungen einer abstrakten Gruppe sind
isomorph sowohl zur abstrakten Gruppe als auch zueinander. Nicht-
treue Realisierungen erhalten zwar die Struktur, dabei ist die Ab-
bildung der Gruppe allerdings nicht injektiv.

3



Ausblick 1.1.7 • Realisierungen in Form von bijektiven, linearen Ope-
ratoren werden als Darstellungen bezeichnet (siehe Kapitel 2).

• In der Theorie der spontanen Symmetriebrechung spielen so genannte
nichtlineare Realisierungen eine wichtige Rolle.

1.2 Beispiele

Beispiel 1.2.1 Die abstrakte Gruppe der Ordnung 1, C1 (engl.: cyclic group,
zyklische Gruppe), ist abelsch und besteht nur aus dem Element e.
Beispiele für Realisierungen:

• {1} mit Multiplikation als Verknüpfung.

• {0} mit Addition als Verknüpfung.

Beispiel 1.2.2 Es existiert eine abstrakte Gruppe der Ordnung 2: C2 =
{e, a} mit a2 = e. Sie ist die einfachste, nichttriviale abelsche Gruppe.
Gruppentafel:

e a
e e2 = e ea = a
a ae = a a2 = e

=
e a

e e a
a a e

(G2)
=

e a
a e

.

Beispiele für Realisierungen:

• e 7→ 1, a 7→ −1: {1,−1}mit normaler Multiplikation als Verknüpfung.

• X := R
3.

e 7→ I : X → X, (x, y, z) 7→ (x, y, z) (Identität),

a 7→ S : X → X, (x, y, z) 7→ (−x, y, z) (Spieglung an der yz-Ebene).

• Geometrische Realisierung: Rotation bzgl. einer festen Achse um 0◦

und 180◦.

Anmerkungen 1.2.3 zur Gruppentafel.

• Voraussetzung: Die erste Zeile und die erste Spalte sind in derselben
Reihenfolge angeordnet.

Die Gruppentafel ist genau dann symmetrisch bzgl. der Hauptachse,
d. h. tij = gigj = tji = gjgi, wenn G abelsch ist.

• Jedes Element tritt genau einmal in einer Zeile bzw. Spalte auf. Des-
halb sind die Zeilen (Spalten) Permutationen der ersten Zeile (Spalte).
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Denn: Sei G = {g1, · · · , gn}. Annahme: O. B. d. A. habe die ite Zeile
in der jten und kten Spalte dasselbe Element g, d. h.

tij = gigj = tik = gigk = g mit gj 6= gk.

Multipliziere mit g−1
i und benutze (G3)

⇒ gj = gk = g−1
i g

im Widerspruch zur Annahme gj 6= gk. Analog für Spalten.

Beispiel 1.2.4 Abstrakte Gruppe der Ordnung 3: {e, a, b}.
Gruppentafel:

e a b
a b e
b e a

,
e a b
a e b Widerspruch zu 1.2.3
b

d. h. es existiert genau eine (abelsche) abstrakte Gruppe der Ordnung 3 mit
ab = ba = e, a2 = b, b2 = a. Beachte das zyklische Muster der Zeilen und
Spalten.

Beispiele für Realisierungen:

•
{

1, exp
(

2πi
3

)
, exp

(
4πi
3

)}
mit der Verknüpfung Multiplikation.

• Rotationen um eine feste Achse mit Drehwinkeln 0◦, 120◦, 240◦.

Beispiel 1.2.5 Symmetriegruppe Cn der Drehungen eines regelmäßigen
Vielecks (regulären Polygons) mit n ≥ 2 orientierten Seiten (n = 2: ent-
artetes Polygon, so genanntes Digon).

Abbildung 1.1: Reguläre Polygone mit orientierten Seiten, die jeweils durch
die Rotationen von C3, C4 und C5 in sich selbst transformiert werden, wobei
die Orientierung sich nicht ändern darf.

Begriffe 1.2.6 • Für ein Element g ∈ G definieren wir die Potenzen
von g durch

g0 := e, g1 := g, . . . , gn+1 := (gn)g, n ∈ N,
g−n := (gn)−1 = g−1 . . . g−1︸ ︷︷ ︸

n-mal

.
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• Eine Gruppe G heißt zyklisch, falls alle Elemente von G Potenzen
eines einzigen Elements g sind.

• Es bezeichne c das Gruppenelement einer Drehung um 2π
n

(bzgl. einer
zur Ebene der Figur orthogonalen Achse durch den Mittelpunkt der
Figur, siehe Abbildung 1.1) mit n ∈ N:

cn = e.

Sprachgebrauch: Das Element c erzeugt die zyklische Gruppe Cn der
Ordnung n:

Cn = {e, c, c2, . . . , cn−1} mit cn = e.

Schreibweise: Cn = 〈c〉 mit der so genannten definierenden Relati-
on cn = e.

Cn ist abelsch, denn crcs = cr+s = cs+r = cscr.

• Für eine Teilmenge X = {x1, . . . , xj} von G mit 0 < j ≤ |G| sei

〈X〉 = 〈x1, . . . , xj〉 :=
{
xz11 . . . x

zj
j |xi ∈ X, zi ∈ Z, i = 1, . . . , j

}
das Erzeugnis von X.

Beispiel 1.2.7 Die Symmetriegruppe eines regulären Polygons mit n ≥ 2
nichtorientierten Seiten heißt Diedergruppe Dn (engl.: dihedral group):

Dn = 〈c, b〉, cn = b2 = (bc)2 = e.

Beispiel 1.2.8 D3: Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks mit nicht-
orientierten Seiten, das durch die Rotationen von D3 in sich selbst transfor-
miert wird.
Elemente:

• e, c, c2 von C3. c: Drehung um 120◦ gegen den Uhrzeigersinn bzgl. der
zum Dreieck orthogonalen Achse durch den Mittelpunkt des Dreiecks.

• b1 = b, b2 = bc, b3 = bc2: Drehungen um 180◦ bzgl. der gestrichelten
Achsen (siehe Abbildung 1.2). b2

i = e.

D3 = 〈c, b〉 mit den definierenden Relationen c3 = b2 = (bc)2 = e.

Gruppentafel siehe Übung 1, Aufgabe 3.

Die Gruppen Cn und Dn kommen für n = 2, 3, 4 und 6 als Symmetriegrup-
pen regelmäßiger Festkörper vor (siehe Tabelle 7.3 aus N. W. Ashcroft und
N. D. Mermin, Solid State Physics, Saunders College, Philadelphia, 1976).
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1 2

2

3

bbc

bc

Abbildung 1.2: Gleichseitiges Dreieck mit nichtorientierten Seiten, das durch
die Rotationen von D3 in sich selbst transformiert wird.

Definition 1.2.9 Eine Teilmenge H von G heißt eine Untergruppe von
G, wenn H mit der Verknüpfung von G eine Gruppe ist.

Schreibweise: H ≤ G.

Ist G 6= H, so heißt H eine echte Untergruppe von G: H < G.

Beispiel 1.2.10 Die zyklischen Gruppen Cn sind Untergruppen der Dieder-
gruppen Dn.

Beispiel 1.2.11 Symmetrische Gruppe Sn vom Grad n.

• In der Physik spielt die Gruppe Sn eine wichtige Rolle bei der Beschrei-
bung von Zuständen, die aus n identischen Teilchen zusammengesetzt
sind.

• Gegeben sei die Menge M = {1, 2, . . . , n}. Eine bijektive Abbildung
π von M auf M heißt eine Permutation von n Elementen.

• Veranschaulichung: Betrachte eine Menge von n Kästchen (oder n
Positionen), die mit 1 bis n bezeichnet seien. Jedes Kästchen sei mit
einem Objekt belegt. Nun betrachten wir eine Umordnung der n Ob-
jekte, so dass das Objekt aus der Position 1 in die Position p1, das
Objekt aus der Position 2 in die Position p2 usw. gebracht wird. Einen
solchen Übergang beschreiben wir mittels der folgenden Symbolik:

P =

(
1 2 . . . n
p1 p2 . . . pn

)
,

d. h. π(k) = pk für k = 1, . . . , n.
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• Ordnung: n(n− 1)(n− 2) . . . 1 = n!. Z. B.: 10! = 3 628 800.

• Identität

e =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
• Inverses Element

P−1 =

(
p1 p2 . . . pn
1 2 . . . n

)

• Anordnung der Spalten irrelevant

• n ≥ 3: Nichtabelsch

• Beispiel: n = 3

A B C → A B C : e = P1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
,

A B C → B A C : P2 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

A B C → C B A : P3 =

(
1 2 3
3 2 1

)
,

A B C → A C B : P4 =

(
1 2 3
1 3 2

)
,

A B C → C A B : P5 =

(
1 2 3
2 3 1

)
,

A B C → B C A : P6 =

(
1 2 3
3 1 2

)
.

Anmerkung: Beim Nacheinanderausführen werden die Permutationen
von rechts nach links angeordnet und von rechts nach links durch-
geführt.

A B C
P6→ B C A

P4→ B A C :

P4P6 =

(
1 2 3
1 3 2

)(
1 2 3
3 1 2

)
=

(
1 2 3
2 1 3

)
= P2.

A B C
P4→ A C B

P6→ C B A :

P6P4 =

(
1 2 3
3 1 2

)(
1 2 3
1 3 2

)
=

(
1 2 3
3 2 1

)
= P3 6= P2.

• Gruppentafel: Siehe Übung 1, Aufgabe 3. und Aufgabe 6.
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• Zykelnotation

Betrachte folgende Permutation aus S8:(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 1 5 4 7 6 8

)
1 → 2 → 3 → 1: (123) 3-Zykel bzw. Zykel der Länge oder Periode 3.
Der Zykel wird von links nach rechts gelesen. Innerhalb eines Zykels
kann man an jedem Punkt der Kette beginnen:

(123) = (231) = (312).

4→ 5→ 4 : (45) = (54), 2-Zykel oder Transposition.

6→ 7→ 6 : (67) = (76).

8→ 8 : (8), 1-Zykel, wird häufig unterdrückt.

• Die Identitätspermutation wird häufig durch ( ) abgekürzt.

• Jede Permutation lässt sich eindeutig als Produkt disjunkter Zykeln
einer Permutation schreiben. Zykeln einer Permutation vertauschen,
da sie keine gemeinsamen Symbole besitzen. Z. B. gilt für den obigen
Fall (die nicht beteiligten Symbole sind unterdrückt):

(123)(45) = (45)(123).

Kurzform für(
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)(
1 2 3 4 5
1 2 3 5 4

)
=

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
=

(
1 2 3 4 5
1 2 3 5 4

)(
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)
.

• Jeder r-Zykel mit r ≥ 2 lässt sich als Produkt von Transpositionen mit
gemeinsamen Elementen schreiben. Die Zerlegung ist nicht eindeutig.

Wir betrachten einen r-Zykel (n1n2 . . . nr). Dieser kann als Produkt
von r − 1 überlappenden Transpositionen geschrieben werden:

(n1n2n3 . . . nr−2nr−1nr) = (n1n2)(n2n3) . . . (nr−2nr−1)(nr−1nr).

Beispiel:

(n1n2n3) = (n1n2)(n2n3) =

(
n1 n2 n3

n2 n1 n3

)(
n1 n2 n3

n1 n3 n2

)
=

(
n1 n2 n3

n2 n3 n1

)
.
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Aber auch

(n1n2n3 . . . nr) = (n1nr)(n1nr−1) . . . (n1n3)(n1n2).

Beispiel:

(n1n2n3) = (n1n3)(n1n2) =

(
n1 n2 n3

n3 n2 n1

)(
n1 n2 n3

n2 n1 n3

)
=

(
n1 n2 n3

n2 n3 n1

)
.

• Vorsicht: Hier vertauschen Transpositionen nicht, da sie gemeinsame
Symbole besitzen.

Beispiel:

P6 =

(
1 2 3
3 1 2

)
= (132) = (13)(32)

6= (32)(13) =

(
1 2 3
2 3 1

)
= P5.

• Wann ist eine Permutation gerade bzw. ungerade?

Beispiel: Gegeben sei der 3-Zykel (213) = (21)(13). Wir betrachten
die Abbildung

(21) 7→

 0 1 0
1 0 0
0 0 1


mit der folgenden Wirkung auf die kartesischen Einheitsvektoren des
R

3:  0 1 0
1 0 0
0 0 1

 1
0
0

 =

 0
1
0

 , ê1 7→ ê2, 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 0
1
0

 =

 1
0
0

 , ê2 7→ ê1, 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 0
0
1

 =

 0
0
1

 , ê3 7→ ê3

und analog

(13) 7→

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , ê1 ↔ ê3, ê2 7→ ê2,

(23) 7→

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , ê2 ↔ ê3, ê1 7→ ê1,
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d. h. Transpositionen lassen sich als Matrizen mit Determinante −1
realisieren.
Verallgemeinerung auf (n, n)-Matrizen (für Sn), z. B.

(13) =



0 0 1 0 . . . 0

0 1 0 0 . . .
...

1 0 0 0 . . .
...

0 0 0 1
...

. . . 0
0 . . . 0 1



︸ ︷︷ ︸
n Spalten

n Zeilen, ⇒ det( ) = −1.

• Eine Permutation ist gerade (ungerade), wenn sie sich nach dem oben
beschriebenen Verfahren (zunächst Zerlegung in ein Produkt disjunk-
ter Zykeln, anschließend Zerlegung jedes einzelnen Zykel in ein Pro-
dukt überlappender Transpositionen) als Produkt einer geraden (un-
geraden) Anzahl von Transpositionen schreiben lässt. Wegen des De-
terminantenmultiplikationssatzes ist die Determinante einer geraden
(ungeraden) Permutation +1 (−1).

• Die geraden Permutationen von Sn bilden die alternierende Gruppe
An mit 1

2
n! Elementen. Die ungeraden Permutationen bilden keine

Gruppe (z. B. Abgeschlossenheit: (−1)(−1) = 1 6= −1, oder fehlende
Identität).

Beispiel 1.2.12 Alternierende Gruppe A3. Drei Elemente:

e = A1 = P1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
,

a = A2 = P5 =

(
1 2 3
2 3 1

)
= (123) = (12)(23),

a2 = A3 = P6 =

(
1 2 3
3 1 2

)
= (132) = (13)(32) = (13)(23),

denn:

a2 = (12)(23)(12)(23) =

(
1 2 3
3 1 2

)
= A3.

Außerdem:

a3 =

(
1 2 3
2 3 1

)(
1 2 3
3 1 2

)
=

(
1 2 3
1 2 3

)
= e,

d. h. A3
∼= C3. Beachte, dass die Permutationen P2, P3 und P4 aus S3

ungerade sind und keine Gruppe bilden:

P2 = (12), P3 = (13), P4 = (23).

11



Satz 1.2.13 von Cayley. Jede endliche Gruppe der Ordnung n ist iso-
morph zu einer Untergruppe von Sn.

Begründung: Für eine endliche Gruppe G = {e, a, . . . } der Ordnung n führt
die Multiplikation mit einem Element g zu einer Permutation der Elemente
(siehe 1.2.3) {e, a, . . . } 7→ {g, ga, . . . }, d. h. wir können g die Permutation

g 7→ Π(g) =

(
e a . . .
g ga . . .

)
zuordnen.

1. Die Abbildung ist injektiv.

Beweis durch Widerspruch: Sei Π(g) = Π(g′) für g 6= g′.⇒ ggi = g′gi.
1.2.3 ⇒ g = g′ im Widerspruch zur Annahme.
Π definiert eine bijektive Abbildung von G nach Π(G) ⊆ Sn.

2. Die Abbildung erhält die Struktur von G. Denn:

Π(g2)Π(g1) =

(
e a . . .
g2 g2a . . .

)(
e a . . .
g1 g1a . . .

)
=

(
g1 g1a . . .
g2g1 g2g1a . . .

)(
e a . . .
g1 g1a . . .

)
=

(
e a . . .

g2g1 g2g1a . . .

)
= Π(g2g1).

Beispiel 1.2.14 Laut Übung 1, Aufgabe 2. existieren zwei verschiedene
abstrakte Gruppen der Ordnung 4, nämlich die zyklische Gruppe C4 mit
der Gruppentafel

e c c2 c3

c c2 c3 e
c2 c3 e c
c3 e c c2

und die Viergruppe V oder Klein’sche Gruppe mit Gruppentafel

e a b c
a e c b
b c e a
c b a e

.

Laut 1.2.13 können wir folgende Isomorphismen mit Untergruppen von S4

herstellen:
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• C4:

e 7→ Π(e) =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

c 7→ Π(c) =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
,

c2 7→ Π(c2) =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

c3 7→ Π(c3) =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
,

d. h. nur zyklische Permutationen.

• V :

e 7→ Π(e) =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

a 7→ Π(a) =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

b 7→ Π(b) =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

c 7→ Π(c) =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
.

Beispiele 1.2.15 für abzählbar unendliche Gruppen.

1. Z mit Addition. Addition assoziativ. Einselement 0. Inverses Element
zu n ∈ Z ist −n. Abelsch.

2. Gerade ganze Zahlen mit Addition.

1. und 2. sind isomorph zueinander: n 7→ 2n.

Beispiele 1.2.16 für Mengen, die keine Gruppen sind.

1. {0, 1} mit Addition nicht abgeschlossen.

2. R mit Multiplikation. Kein inverses Element zu 0.

Beispiele 1.2.17 für überabzählbare Gruppen.

1. O(3): Orthogonale Gruppe in drei Dimensionen (Drehspiegelun-
gen).

V := R
3 = {x = (x1, x2, x3)|xi ∈ R}. Wir betrachten die Bilinearform

B : V × V → R mit

B(x, y) := 〈x, y〉 =
3∑
i=1

xiyi = xiyi (Einstein’sche Summenkonvention).

13



Betrachte die lineare Abbildung

x 7→ x′ = Rx, x′i = Rijxj mit 〈x′, y′〉 !
= 〈x, y〉.

RTR = 1.

Eigenschaften der Determinante:

det(A) = det(AT ),

det(AB) = det(A)det(B).

Damit gilt

det(RTR) = det(RT )det(R) = (det(R))2 = 1.⇒ det(R) = ±1.

• det(R) = 1: Spezielle orthogonale Gruppe SO(3) (Drehgrup-
pe ohne Spiegelungen). SO(3)<O(3).

• {R ∈ O(3)|det(R) = −1} ist keine Gruppe. Abgeschlossenheit:
Produkt zweier Elemente hat Determinante +1.

• Parität

P :=

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ∈ O(3),

P 2 = 1,

det(P ) = −1,

PR = RP ∀ R ∈ O(3).

• Sei R ∈ O(3) mit det(R) = −1. Schreibe R = PR′ mit R′ = PR
und det(R′) = +1. ⇒ O(3) = SO(3) ∪· PSO(3) (Vereinigung
disjunkter Mengen A ∪· B: A ∩B = ∅ ).

• Parität als Spiegelung an der yz-Ebene mit anschließender ei-
gentlicher Drehung um 180◦ bzgl. der x-Achse

P =

 1
−1

−1

 −1
1

1

 .

• Verallgemeinerung auf n Dimensionen:

O(n), SO(n) = {A ∈ O(n)| detA = 1}.
• Beachte: Die Determinante der Paritätstransformation (Spiege-

lung am Ursprung) ist nur für ungerades n gleich −1.

2. Unitäre Gruppe U(1):

U(1) = {z ∈ C||z| = 1} = {exp(iϕ) | 0 ≤ ϕ < 2π}

mit Multiplikation.

14



3. Unitäre Gruppe U(2):

U(2) := {U |komplexe (2, 2)-Matrix, U †U = UU † = 1}

mit Matrizenmultiplikation als Verknüpfung.

Spezielle unitäre Gruppe SU(2). Zusätzlich det(U)=1.

Analog U(n) und SU(n).

Beispiel 1.2.18 Homogene Lorentz-Gruppe L oder O(1,3).

Sei V = R
4. Wir definieren die Minkowski-Metrik

M(x, x) := x0x0 −
3∑
i=1

xixi = xTGx

mit

G = (Gij) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , i, j = 0, 1, 2, 3.

Beachte die an die Physik angepasste Nummerierung von 0 bis 3.

Betrachte die lineare Abbildung

x 7→ x′ = Λx, x′i = Λijxj,

mit M(x′, x′)
!

= M(x, x) = xTΛTGΛx = xTGx,

d. h.
ΛTGΛ = G. (1.1)

O(1, 3) = L := {Λ|Λ reelle, invertierbare (4, 4)-Matrix mit ΛTGΛ = G}.

Eigenschaften 1.2.19 der (4, 4)-Matrizen Λ.

1. det(Λ) = ±1. Denn:

det(G) = −1 = det(ΛTGΛ) = det(ΛT )︸ ︷︷ ︸
det(Λ)

det(G)det(Λ) = −(det(Λ))2.

det(Λ) = +1: Eigentliche Lorentz-Transformation.

2. Λ00 ≥ 1 oder Λ00 ≤ −1. Denn:

Betrachte die Matrix-Gl. (1.1) für i = j = 0:

1 = ΛT
0k︸︷︷︸

Λk0

GklΛl0 = Λ2
00−

3∑
k=1

Λ2
k0︸ ︷︷ ︸

≤ 0

. ⇒ Behauptung.

Λ00 ≥ 1: Orthochrone Transformation; Zeitrichtung bleibt erhalten.
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3. Vier so genannte Zweige L↑,↓+,−:

(a) + : det(Λ) = 1,

(b) − : det(Λ) = −1,

(c) ↑: Λ00 ≥ 1,

(d) ↓: Λ00 ≤ −1.

4. Untergruppe der eigentlichen orthochronen Lorentz-Transfor-
mationen:

L↑+ := {Λ|Λ reelle, invertierbare (4, 4)-Matrix,

ΛTGΛ = G, det(Λ) = +1,Λ00 ≥ 1}.

5. Besondere Transformationen:

Identität: E =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ∈ L↑+,

Spiegelung der Raumachsen: P =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ∈ L↑−,

Umkehrung der Zeitrichtung: T =


−1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ∈ L↓−,

Produkt PT : PT =


−1 0 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ∈ L↓+.

{E,P, T, PT}: Klein’sche Gruppe (Felix Klein, 1849 - 1925), abelsch
(Diagonalmatrizen kommutieren miteinander).

6. L↓+, L↑−, L↓− keine Untergruppen von L, da sie Identität nicht enthalten.

7. L = L↑+ ∪· PL↑+ ∪· TL↑+ ∪· PTL↑+ (Begründung analog zu O(3)).

Diskussion 1.2.20 von L↑+.

1. Eigentliche Drehungen (genau genommen isomorph zu SO(3)):

R =


1 0 0 0
0
0 R
0

 mit R ∈ SO(3).
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Jede Drehung lässt sich mit Hilfe dreier reeller Parameter beschreiben,
z. B. Drechachse n̂ und Drehwinkel. Parametrisierung durch Euler-
Winkel:

R(α, β, γ) = R3(α)R2(β)R3(γ), 0 ≤ α, γ < 2π, 0 ≤ β ≤ π. (1.2)

2. Spezielle Lorentz-Transformationen L
(

~p
Ep

)
.

(a) Interpretation als (passive) Transformation in ein gestrichenes
System, das sich relativ zum Ruhesystem eines Teilchens der
Masse m mit − ~p

Ep
bewegt (engl.: Lorentz boost).

(b) Interpretation als aktive Transformation mit

(m,~0 ) 7→ (Ep, ~p ), Ep =
√
m2 + ~p 2.

Benutze Bra-Ket-Schreibweise

|~p 〉 =

 px
py
pz

 , 〈~p | = (px py pz).

Dann gilt

L

(
~p

Ep

)
=

1

m

 Ep 〈~p |

|~p 〉 m13×3 + |~p 〉〈~p |
Ep+m

 (1.3)

mit

γ =
Ep
m
≥ 1, ~v =

~p

γm
=

~p

Ep
= βn̂, 0 ≤ β < 1, γ =

1√
1− β2

.

Beispiel: ~p = |~p |êz, d. h. das gestrichene System bewegt sich mit −βêz
relativ zum ungestrichenen System, wobei β = |~p |/Ep:

L(βêz) = L

(
|~p |
Ep
êz

)
=


γ 0 0 βγ
0 1 0 0
0 0 1 0
βγ 0 0 γ

 .

Wir haben benutzt:

Ep
m

= γ,

pz
m

=
|~p |
m

= βγ,

|~p 〉〈~p | =

 0 0 0
0 0 0
0 0 |~p |2

 ,

|~p |2

m(Ep +m)
=

(Ep +m)(Ep −m)

m(Ep +m)
=
Ep −m
m

= γ − 1.
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Es gilt

L(βêz)


m
0
0
0

 =


γm
0
0

βγm

 =


Ep
0
0
|~p |

 .

Jede spezielle Lorentz-Transformation lässt sich durch drei reelle Pa-
rameter beschreiben, z. B. Richtung n̂ und Rapidität (engl.: rapidity)
λ mit 0 ≤ λ <∞, wobei

sinh(λ) = βγ, cosh(λ) = γ, β = tanh(λ) =
|~p |
Ep
.

3. Jedes Λ ∈ L↑+ lässt sich folgendermaßen schreiben:

Λ = R(α, β, 0)L(vêz)R−1(Φ,Θ,Ψ) mit v = tanh(λ).

(Hier v anstelle von β, um Verwechslung mit Winkel β zu vermeiden.)

Beweis: Benutze Gl. (1.1)

(ΛTGΛ)ij = ΛT
ikGklΛlj = ΛkiGklΛlj = Gij

für i = j = 0:

1 = Λk0GklΛl0.

Definiere Ak = Λk0, d. h. 1 = A2
0 −

∑3
i=1 A

2
i = A2

0 − ~A 2. Wir parame-
trisieren

1 ≤ Λ00 = A0 = cosh(λ),

A1 = sinh(λ) sin(β) cos(α),

A2 = sinh(λ) sin(β) sin(α),

A3 = sinh(λ) cos(β) (1.4)

mit 0 ≤ λ, 0 ≤ β ≤ π und 0 ≤ α < 2π. Denn:

A2
0 − ~A 2

= cosh2(λ)− sinh2(λ)[sin2(β) cos2(α) + sin2(β) sin2(α) + cos2(β)]

= cosh2(λ)− sinh2(λ) = 1.

Sei

t =


1
0
0
0

 .

(Λt)i = Λijtj = Λi0 = Ai. (1.5)
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Betrachte

L(vêz)t =


cosh(λ)

0
0

sinh(λ)

 =: B. (1.6)

Mit

R3(α)R2(β)

 0
0

sinh(λ)


=

 cos(α) − sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1

 cos(β) 0 sin(β)
0 1 0

− sin(β) 0 cos(β)

 0
0

sinh(λ)


=

 cos(α) − sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1

 sin(β) sinh(λ)
0

cos(β) sinh(λ)


=

 cos(α) sin(β) sinh(λ)
sin(α) sin(β) sinh(λ)

cos(β) sinh(λ)


gilt

R(α, β, 0)L(vêz)t
(1.6)
= R(α, β, 0)B

(1.4)
= A

(1.5)
= Λt.

⇒ t = Λ−1R(α, β, 0)L(vêz)t,

d. h. Λ−1R(α, β, 0)L(vêz) ist ein Element der so genannten kleinen
Gruppe von t (engl.: little group of t), definiert als

{Λ ∈ L↑+|Λt = t}.

(Überprüfen Sie die Gruppenaxiome.) Das sind aber gerade die Rota-
tionen aus SO(3) (siehe Übung 2, Aufgabe 2.), d. h.

Λ−1R(α, β, 0)L(vêz) = R(Φ,Θ,Ψ).

Multiplikation von links mit Λ und von rechts mit R−1(Φ,Θ,Ψ). ⇒
Behauptung.

Anmerkung 1.2.21 Es existieren auch andere Möglichkeiten Λ ∈ L↑+ zu
parametrisieren, etwa

Λ = L

(
~p

Ep

)
R(α, β, γ).
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1.3 Weitere Begriffe mit Beispielen

Definition 1.3.1 Es sei M = {m} eine nichtleere Menge und G eine Grup-
pe. Eine Abbildung A, die jedem Paar (g,m) ∈ G×M genau ein Element
A(g,m) ∈ M zuordnet, definiert eine Operation der Gruppe G auf M
(engl.: action of a group G on M), wenn gilt:

1. A(e,m) = m ∀ m ∈M ,

2. A(g1, A(g2,m)) = A(g1g2,m) ∀ g1, g2 ∈ G, ∀ m ∈M .

Beispiele 1.3.2 • M = G, A(g,m) = gm ∈ G = M : 1. klar. 2. folgt
aus der Assoziativität der Gruppenmultiplikation.

• M = R
3, G = O(3), Ai(g,m) = gijmj.

• Übung 3, Aufgaben 1. und 2.

Die Untermenge aller Elemente, die aus der Operation aller Elemente von G
auf ein Element m0 entsteht, heißt die Bahn von m0 in M oder G-Orbit
von m0.

Beispiel 1.3.3 Bahnen der Drehgruppe im R
3 sind Oberflächen von Ku-

geln mit Radius r für jedes 0 < r < ∞. Der Ursprung wird auf sich selbst
abgebildet.

Beispiel 1.3.4 So genannte Gruppeninvarianten sind triviale, d. h. ein-
elementige Bahnen.

Beispiel 1.3.5 aus der klassischen Physik. Es sei M = {H(~p, ~x)} die
Menge der Hamilton-Funktionen eines Teilchens in drei Dimensionen. Die
Hamilton-Funktion eines Teilchens in einem Zentralpotenzial,

H(~p, ~x) =
~p 2

2m
+ V (|~x |),

ist invariant unter

xi 7→ Rijxj,

pi 7→ Rijpj,

mit R in O(3).

Beispiel 1.3.6 aus der Feldtheorie. Es seiG = O(2) = SO(2)∪· S2SO(2),
wobei

S2 =

(
−1 0

0 1

)
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eine Spiegelung an der 2-Achse ist. Jedes g ∈ G lässt sich entweder als

R(ϕ) =

(
cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)
, det(R(ϕ)) = 1,

oder als

S2R(ϕ) =

(
− cos(ϕ) sin(ϕ)

sin(ϕ) cos(ϕ)

)
, det(S2R(ϕ)) = −1,

parametrisieren (0 ≤ ϕ < 2π). Gegeben sei eine Lagrange-Dichte

L(Φ1,Φ2, ∂µΦ1, ∂µΦ2) =
1

2

2∑
i=1

(
∂µΦi∂

µΦi −m2
iΦ

2
i

)
− V(Φ1,Φ2) (1.7)

zweier reeller, skalarer Felder Φi(t, ~x), Φi ∈ C2(M4), i = 1, 2 (M4:
Minkowski-Raum). Wir definieren als Operation der Gruppe G auf M =
{(Φ1,Φ2)},(

Φ′1
Φ′2

)
:= A(R(ϕ), (Φ1,Φ2)) :=

(
cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)(
Φ1

Φ2

)
∈M,

für R(ϕ) ∈ SO(2) und analog für S2R(ϕ) ∈ S2SO(2). Beachte

A(R(0), (Φ1,Φ2)) =

(
1 0
0 1

)(
Φ1

Φ2

)
=

(
Φ1

Φ2

)
,

A(g1, A(g2, (Φ1,Φ2))) = A(g1g2, (Φ1,Φ2)).

(Das Produkt von Drehmatrizen ist wieder eine Drehmatrix.) Wir betrach-
ten die Menge aller Lagrange-Dichten mit der Form aus Gl. (1.7). Die
Lagrange-Dichte L ist genau dann eine Gruppeninvariante, d. h.

L(Φ1,Φ2, ∂µΦ1, ∂µΦ2) = L(Φ′1,Φ
′
2, ∂µΦ′1, ∂µΦ′2),

wenn

• m1 = m2

und

• V nur eine Funktion von Φ2
1 + Φ2

2 ist.

Ausblick 1.3.7 Die Lagrange-Dichte des Standardmodells der Elementar-
teilchenphysik ist eine Gruppeninvariante mit G =SU(3)×SU(2)×U(1). Da-
zu benötigt man die (lokale) Operation der Gruppe G auf der Menge der
Quarks und Leptonen (Materiefelder) sowie der Eichbosonen und der Higgs-
Felder.

Das Ziel der folgenden Überlegungen besteht darin, Gruppen in Mengen
mit ähnlichen Eigenschaften zu zerlegen.
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Definition 1.3.8 Äquivalenzrelation. Eine binäre Relation R in einer
Menge M heißt Äquivalenzrelation, falls R

1. reflexiv
a ∼ a,

2. symmetrisch
a ∼ b⇒ b ∼ a,

3. transitiv
a ∼ b und b ∼ c⇒ a ∼ c

ist.

Salopp ausgedrückt steht a ∼ b für eine Übereinstimmung
”
in gewisser

Hinsicht“ in Abschwächung zur vollständigen Gleichheit.

Definition 1.3.9 Partition. Eine endliche oder unendliche Menge P von
Teilmengen einer vorgelegten Menge M heißt eine Partition von M , wenn
gilt: M = ∪T∈PT und S ∩ T = ∅ für je zwei Mengen S, T ∈ P .

Beispiel: Zerlegung der natürlichen ZahlenN in die MengeG := {2, 4, 6, . . . }
der geraden und U := {1, 3, 5, . . . } der ungeraden Zahlen.

Satz 1.3.10 Jede Äquivalenzrelation R auf einer Menge M liefert eine Par-
tition in (disjunkte) Äquivalenzklassen

Ta = {b ∈M |b ∼ a}.

Begründung: Beginne mit a ∈ M und konstruiere Ta. Ist Ta 6= M , wähle
b /∈ Ta und konstruiere Tb, usw. Ta ∩ Tb = ∅, denn sei d ∈ Ta und d ∈ Tb.
⇒ a ∼ d, b ∼ d.⇒ a ∼ b im Widerspruch zur Annahme b /∈ Ta.

Definition 1.3.11 Konjugation. Es seien a, b ∈ G. b heißt zu a kon-
jugiert, falls ein g ∈ G mit b = gag−1 existiert. g heißt konjugierendes
Element.

Anwendung 1.3.12 Konjugation stellt eine Äquivalenzrelation dar, denn

1. a ∼ a mit a = eae−1.

2. a ∼ b⇒ a = gbg−1 ⇒ b = g−1ag ⇒ b ∼ a mit g−1 als konjugierendem
Element.

3. a = g1bg
−1
1 , b = g2cg

−1
2 . ⇒ a = g1g2cg

−1
2 g−1

1 = g1g2c(g1g2)−1. Konju-
gierendes Element g1g2.

1.3.10⇒ Zerlegung der Gruppe in disjunkte Konjugationsklassen

(a) = {b|b = gag−1, g ∈ G}.
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Folgerungen 1.3.13 1. (e) = {e}, denn geg−1 = e ∀ g.

2. a ∈ (a).

3. b ∈ (a)⇔ (a) = (b).

Beispiele 1.3.14 1. Sei G eine abelsche Gruppe. Für a ∈ G gilt

(a) = {b|b = g ag−1︸︷︷︸
g−1a

, g ∈ G} = {a},

d. h. jedes Element einer abelschen Gruppe ist nur zu sich selbst kon-
jugiert.

2. D3 = 〈c, b〉 mit c3 = b2 = (bc)2 = e. Gruppentafel siehe Übung 1,
Aufgabe 3.:

e c c2 b bc bc2

c c2 e bc2 b bc
c2 e c bc bc2 b
b bc bc2 e c c2

bc bc2 b c2 e c
bc2 b bc c c2 e

.

• e: (e) = {e}.
• c:

c2c(c2)−1 = ec = c,

bcb−1 = bcb = c2,

bcc(bc)−1 = bc2bc = c2,

bc2c(bc2)−1 = bbc2 = c2.

⇒ (c) = (c2) = {c, c2}.

• b:

cbc−1 = cbc2 = bc,

c2b(c2)−1 = c2bc = bc2.

⇒ (b) = (bc) = (bc2) = {b, bc, bc2}.

Wir benutzen nun das Konzept einer Untergruppe H von G, um G in dis-
junkte Nebenklassen zu zerlegen.

Definition 1.3.15 Sei H eine Untergruppe von G und g ∈ G.

gH := {gh|h ∈ H}, Hg := {hg|h ∈ H}

heißt eine Links- bzw. Rechtsnebenklasse von H in G.
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Es gilt

1. G = ∪g∈G gH.

2. Entweder g1H = g2H oder g1H ∩ g2H = ∅.

3. g2 ∈ g1H ⇒ g2H = g1H.

Beweis:

1. Da e ∈ H, gilt g = ge ∈ gH.

2. Definiere Äquivalenzrelation a ∼ b, wenn b ∈ aH.

(a) e ∈ H ⇒ a = ae ∈ aH ⇒ a ∼ a⇒ reflexiv.

(b) a ∼ b ⇒ b ∈ aH ⇒ b = ah für ein h ∈ H. ⇒ a = bh−1 mit
h−1 ∈ H ⇒ a ∈ bH ⇒ symmetrisch.

(c) a ∼ b, b ∼ c. ⇒ b ∈ aH, c ∈ bH. ⇒ b = ah und c = bh′ mit
h, h′ ∈ H. ⇒ c = ahh′ mit hh′ ∈ H ⇒ c ∈ aH ⇒ a ∼ c ⇒
transitiv.

Wende nun Satz 1.3.10 an.

3. g2 ∈ g1H ⇒ g1 ∼ g2 ⇒ g1 ∈ g2H
2.⇒ g1H = g2H.

Definition 1.3.16 Normalteiler. Eine Untergruppe H von G mit der Ei-
genschaft

Hg = gH ∀ g ∈ G

heißt Normalteiler von G: H EG.

Multipliziere von rechts mit g−1:

Hg = gH ∀ g ∈ G ⇐⇒ gHg−1 = H ∀ g ∈ G,

d. h. eine Untergruppe H von G ist genau dann ein Normalteiler von G,
wenn h ∈ H ⇒ ghg−1 ∈ H ∀ g ∈ G.

Triviale Beispiele: {e} und G.

Beispiel 1.3.17 D3 (Ergebnisse der Konjugation siehe 1.3.14).

• H = {e, b} ∼= C2 ist kein Normalteiler:
(e) = {e}, (b) = {a|a = gbg−1, g ∈ D3} = {b, bc, bc2}, d. h. (e) ∪ (b) =
{e, b, bc, bc2} 6= {e, b}.

• H = {e, c, c2} ∼= C3 ist ein Normalteiler:
(c) = {c, c2}, d. h. (e) ∪ (c) = {e, c, c2}.
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Beispiel 1.3.18 Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist ein Normal-
teiler, denn

ghg−1 = gg−1h = h ∀ h ∈ H, g ∈ G.

Definition 1.3.19 Zentrum. Das Zentrum Z einer Gruppe G besteht aus
allen Elementen z, die mit allen Elementen der Gruppe kommutieren:

Z := {z ∈ G|zg = gz ∀ g ∈ G}.

Anmerkung 1.3.20 1. Z ist eine abelsche Untergruppe von G. Siehe
Übung 3, Aufgabe 3. (a).

2. Z ist ein Normalteiler von G. Siehe Übung 3, Aufgabe 3. (b).

Gegenbeispiel 1.3.21 Betrachte G = SO(3). H = {Drehungen bzgl. z-
Achse}. H ist kein Normalteiler.
Begründung: Sei h ∈ H:

h =

 cos(ϕ) − sin(ϕ) 0
sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1


g Drehung bzgl. x-Achse mit Drehwinkel π/2:

g =

 1 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , g−1 =

 1 0 0
0 0 1
0 −1 0

 .

ghg−1 =

 cos(ϕ) 0 − sin(ϕ)
0 1 0

sin(ϕ) 0 cos(ϕ)

 ,

d. h. ghg−1 ist Drehung bzgl. −êy mit Drehwinkel ϕ ⇒ ghg−1 /∈ H.

Definition 1.3.22 Komplexprodukt von A mit B. Seien A und B zwei
nichtleere Teilmengen von G. Wir definieren

AB := {ab|a ∈ A, b ∈ B}.

Satz 1.3.23 Faktorgruppe. Sei H ein Normalteiler von G. Die Menge
aller Nebenklassen bildet mit der Verknüpfung Komplexprodukt die so ge-
nannte Faktorgruppe G/H (sprich G nach H oder G modulo H). Beachte:
Die Elemente einer Faktorgruppe sind disjunkte Teilmengen von G.

Begründung: Wir überprüfen zunächst die Abgeschlossenheit bzgl. des Kom-
plexproduktes.

(aH)(bH)
(G1) in G

= aHbH
H Normalteiler

= abHH︸︷︷︸
H

= abH.

(G1)− (G3) siehe Übung 4, Aufgabe 1. (a).

25



Beispiele 1.3.24 1. G = C4 = {e, a, a2, a3} mit a4 = e, H = {e, a2}.
C4 abelsch.

1.3.18⇒ H Normalteiler.

G/H = {E,A} mit E = {e, a2}, A = {a, a3}, A2 = E.

Anzahl der Elemente: 4/2 = 2.

2. G = O(3), H = SO(3). SO(3) E O(3), da det(ghg−1) = det(h) =
1 ∀ h ∈ SO(3) und g ∈ O(3). Sei g /∈ SO(3): g = ph mit h ∈ SO(3)
und

p =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

⇒ gH = pH.⇒ Gruppentafel

H pH
pH H

d. h. O(3)/SO(3) ∼= C2(∼= S2).

Auch Z2 = {e, p} ist ein Normalteiler. Die Faktorgruppe O(3)/Z2

besteht aus {{g, pg}|g ∈ SO(3)}. Wir werden sehen, dass O(3)/Z2
∼=

SO(3).

Definition 1.3.25 Eine Gruppe G heißt einfach, wenn sie außer {e} und
G keinen Normalteiler besitzt.

Beispiele 1.3.26 für einfache Gruppen (ohne Beweis):

1. SO(3);

2. L↑+.

Gegenbeispiele 1.3.27 1. O(3) ist nicht einfach, da SO(3)EO(3).

2. SU(2) ist nicht einfach, da {12×2,−12×2} E SU(2). Siehe Übung 3,
Aufgaben 3. und 4.

Definition 1.3.28 Seien A und B Gruppen. Das kartesische Produkt G :=
A×B := {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B} wird durch die komponentenweise Multiplika-
tion (a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1b2) zu einer Gruppe, dem externen direkten
Produkt der Gruppen A und B.

Beispiele 1.3.29 1. G = SU(3)× SU(3) (chirale Symmetrie der Quan-
tenchromodynamik für mu = md = ms = 0).

2. SU(3) × SU(2) × U(1) (Eichsymmetrie des Standardmodells der Ele-
mentarteilchenphysik).
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Definition 1.3.30 Eine Gruppe G ist das interne direkte Produkt ihrer
Untergruppen A und B, G = A×B, wenn

1. alle Elemente von A mit denen von B vertauschen,

2. jedes Element g ∈ G eindeutig als g = ab mit a ∈ A und b ∈ B
geschrieben werden kann.

Die Eindeutigkeit impliziert, dass A ∩B = {e}.

Beispiel 1.3.31 O(3) ist das interne direkte Produkt aus SO(3) und {13×3,−13×3}.
Siehe Übung 4, Aufgabe 2.

Folgerung 1.3.32 Sei A∗ := {(a, e′)|a ∈ A} mit e′ ∈ B und analog für B∗.
Die Untergruppen A und B (A∗ und B∗) eines internen (externen) direkten
Produkts sind Normalteiler von G, denn

gaig
−1 = abaib

−1a−1 = aaia
−1 ∈ A ∀ a, ai ∈ A, b ∈ B,

und analog für B. (Ebenso für A∗ und B∗.)

Definition 1.3.33 Eine Gruppe G heißt halbeinfach, wenn G direktes
Produkt nichtabelscher einfacher Gruppen ist.

Beispiel 1.3.34 SO(3)× SO(3) ist halbeinfach.

Gegenbeispiel 1.3.35 SU(N) × SU(N) ist nicht halbeinfach, da SU(N)
das Zentrum

Z =

{
zn = exp

(
2πni

N

)
1N×N |n = 0, 1, . . . , N − 1

}
besitzt. Beachte:

det(zn) =

[
exp

(
2πni

N

)]N
= exp(2πni) = 1.

1.4 Homomorphismen

Definition 1.4.1 Seien G und G′ Gruppen. Eine Abbildung

ϕ : G→ G′ mit g 7→ ϕ(g)

heißt (Gruppen-) Homomorphismus von G in G′, falls

ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2).
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∗ Sei X ⊆ G und Y ⊆ G′:

ϕ(X) = {ϕ(g)|g ∈ X} : Bild von X,

ϕ−1(Y ) = {g ∈ G|ϕ(g) ∈ Y } : Urbild von Y unter ϕ ,

Kern(ϕ) = {g ∈ G|ϕ(g) = e′}.

ϕ heißt

Epimorphismus: ϕ(G) = G′, surjektiv
Endomorphismus: G′ = G
Monomorphismus: ϕ injektiv, d. h. g1 6= g2 ⇒ ϕ(g1) 6= ϕ(g2)
Isomorphismus: ϕ bijektiv, d. h. ϕ(G) = G′ und ϕ injektiv, G ∼= G′

Automorphismus: ϕ bijektiver Endomorphismus

Konsequenzen aus den Gruppenaxiomen:

1. ϕ(e) = e′.

2. ϕ(g−1) = (ϕ(g))−1 ∀ g ∈ G.

3. H ≤ G⇒ ϕ(H) ≤ G′.

4. H ′ ≤ G′ ⇒ ϕ−1(H ′) ≤ G.

Beweis (exemplarisch):

1. ϕ(e)ϕ(g) = ϕ(eg) = ϕ(g) = ϕ(ge) = ϕ(g)ϕ(e) ∀ g ∈ G. e′ eindeutig
⇒ ϕ(e) = e′.

Beispiel 1.4.2 Zusammenhang zwischen SL(2,C) und L↑+.
(SL(2,C): Invertierbare, komplexe (2,2)-Matrizen mit Determinante 1.)
Es existiert ein (2→ 1)-Epimorphismus

ϕ : SL(2,C)→ L↑+ mit A 7→ ϕ(A) wobei ϕij(A) = 1
2
Tr(σ̃iAσ̃jA

†),
(i, j = 0, 1, 2, 3).

Dabei besitzen ±A ∈ SL(2,C) dasselbe Bild ϕ(A) ∈ L↑+.

Beweis:

1. Vorbereitende Bemerkungen

Wir definieren die Pauli-Matrizen σi (i = 1, 2, 3):

σ1 :=

(
0 1
1 0

)
, σ2 :=

(
0 −i
i 0

)
, σ3 :=

(
1 0
0 −1

)
.

28



Eigenschaften:

σi = σ†i , Tr(σi) = 0, σiσj = δij12×2 + i

3∑
k=1

εijkσk, i, j,= 1, 2, 3.

εijk =


1 für (i, j, k) gerade Permutation von (1, 2, 3)
−1 für (i, j, k) ungerade Permutation von (1, 2, 3)
0 sonst

Wir führen als Abkürzung ein:

σ̃0 = 12×2, σ̃i = σi für i = 1, 2, 3.

Jede komplexe (2, 2)-Matrix lässt sich schreiben als

M = a012×2 +
3∑
i=1

σiai =
3∑
i=0

aiσ̃i, ai ∈ C,

mit

ai =
1

2
Tr(σ̃iM), i = 0, . . . , 3.

Spezialfälle:

(a) M hermitesch ⇔ ai reell.

(b) M spurlos und hermitesch ⇔ a0 = 0 und ai (i = 1, 2, 3) reell.

(c) M ∈ SU(2) ⇔ aj := ibj, j = 1, 2, 3, a2
0 +
∑3

j=1 b
2
j = 1, a0, bj ∈ R.

Siehe Übung 4, Aufgabe 4.

2. Zusammenhang zwischen dem Minkowski-Raum M4 und der Menge
H(2) der hermiteschen (2, 2)-Matrizen

Mit jedem Punkt x = (x0, x1, x2, x3) des Minkowski-Raums M4 iden-
tifizieren wir eine hermitesche (2, 2)-Matrix

X =
3∑
i=0

xiσ̃i =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
= X†

mit

xi =
1

2
Tr(σ̃iX), i = 0, 1, 2, 3.

Für die Determinante gilt

det(X) = (x0 +x3)(x0−x3)−(x1 +ix2)(x1−ix2) = x2
0−~x 2 = M(x, x),

mit der Minkowski-Metrik aus 1.2.18.
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3. Definition der Abbildung

Es sei A zunächst eine beliebige, invertierbare, komplexe (2, 2)-Matrix,
d. h. A ∈ GL(2,C). Betrachte die Abbildung

H(2) 3 X 7→ Y := AXA† =
3∑
i=0

yiσ̃i.

Dann gilt:

(a) Y † = (AXA†)† = AX†A† = AXA† = Y.

(b) det(Y ) = det(A)det(X)det(A†) = |det(A)|2det(X).

Für A ∈ SL2(2,C), d. h. |det(A)| = 1, gilt

det(X) = det(Y ), d. h. M(x, x) = x2
0 − ~x 2 = y2

0 − ~y 2 = M(y, y).

Insbesondere gilt dies für den Spezialfall A ∈ SL(2,C), d. h. det(A) =
1, auf den wir uns im Folgenden beschränken.

Die durch
y = ϕ(A)x

mit

y0 =
1

2
Tr(σ̃0Y ) =

1

2
Tr(σ̃0AXA

†)

=
1

2
Tr(σ̃0Aσ̃0A

†)x0 +
1

2

3∑
j=1

Tr(σ̃0Aσ̃jA
†)xj,

yi =
1

2
Tr(σ̃iY ) =

1

2
Tr(σ̃iAXA

†)

=
1

2
Tr(σ̃iAσ̃0A

†)x0 +
1

2

3∑
j=1

Tr(σ̃iAσ̃jA
†)xj,

definierte (4, 4)-Matrix ϕ(A) mit den Einträgen

ϕ00(A) =
1

2
Tr(AA†),

ϕ0j(A) =
1

2
Tr(AσjA

†), j = 1, 2, 3,

ϕi0(A) =
1

2
Tr(σiAA

†), i = 1, 2, 3,

ϕij(A) =
1

2
Tr(σiAσjA

†), i, j = 1, 2, 3,

stellt wegen M(x, x) = M(y, y) eine Lorentz-Transformation dar.

4. ϕ(A) ∈ L↑+
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(a) ϕ(A) ist orthochron.

ϕ00(A) =
1

2
Tr(AA†) =

1

2

2∑
i=1

(AA†)ii

=
1

2

2∑
i,j=1

Aij (A†)ji︸ ︷︷ ︸
A∗ij

=
1

2

2∑
i,j=1

|Aij|2 > 0,

da A 6= 0. Da entweder ϕ00(A) ≥ 1 oder ϕ00(A) ≤ −1, folgt die
Behauptung.

(b) ϕ(A) ist eine eigentliche Lorentz-Transformation.

Wir benutzen folgendes Resultat aus der linearen Algebra: Jedes
A ∈ SL(2,C) ist konjugiert zu einer oberen Dreiecksmatrix der
Form

A = B

(
a b
0 a−1

)
B−1, a 6= 0.

Es seien a(t) und b(t), t ∈ [0, 1], stetige Kurven in C mit a(0) = 1
und a(1) = a und b(0) = 0 und b(1) = b, d. h.

A(t) = B

(
a(t) b(t)

0 [a(t)]−1

)
B−1,

mit

A(0) = 12×2,

A(1) = A.

Damit erhalten wir für die Determinante von A(t)

det(A(t)) = det(B) a(t)[a(t)]−1︸ ︷︷ ︸
1

det(B−1)︸ ︷︷ ︸
[det(B)]−1

= 1.

Beachte, dass a(t) 6= 0, da A(t) ∈ SL(2,C). D. h. jede Matrix
aus SL(2,C) lässt sich stetig mit der Identität verbinden. Damit
ist aber auch ϕ(A(t)) eine stetige Kurve in L↑+ ∪ L↑−. Wegen der
Stetigkeit der Determinantenbildung ist det(ϕ(A(t))) eine steti-
ge Funktion, die nur die Werte −1 und +1 annehmen kann. Da
ϕ(A(0)) = ϕ(12×2) = 14×4 und det(14×4) = 1, folgt aus der Ste-
tigkeit, dass det(ϕ(A(t))) = 1 für alle t und damit insbesondere
für t = 1.

5. Überprüfen der Homomorphismuseigenschaft

Z. z: ϕ(A2A1) = ϕ(A2)ϕ(A1).

X 7→ A1XA
†
1 7→ A2(A1XA

†
1)A†2 = A2A1XA

†
1A
†
2 = (A2A1)X(A2A1)†.

31



6. Epimorphismus, d. h. ϕ surjektiv, d. h. L↑+ = ϕ(SL(2,C))

Es sei A zunächst ein Element der Untergruppe SU(2) von SL(2,C),
d. h.

AA† = 12×2.

Für X = x012×2 gilt

AXA† = x0A12×2A
† = x012×2,

d. h.

ϕ(A)t = t mit t =


x0

0
0
0

 .

⇒ ϕ(A) ist ein Element der kleinen Gruppe von t (siehe 1.2.20). Laut
Übung 2, Aufgabe 2. sind dies aber gerade die Drehungen aus SO(3).

Wir betrachten nun (siehe Übung 5, Aufgabe 2.)

Uj(θ) := exp

(
−iθ

2
σj

)
= cos

(
θ

2

)
12×2 − i sin

(
θ

2

)
σj.

Behauptung: ϕ(Uj(θ)) ist eine eigentliche Drehung um die j-Achse mit
Drehwinkel θ.

Dazu berechnen wir (hier keine Einstein’sche Summenkonvention!)

Uj(θ)XU
†
j (θ) = Uj(θ)U

†
j (θ)︸ ︷︷ ︸

12×2

X + Uj(θ)[X,U
†
j (θ)].

Wir bestimmen

[X,U †j (θ)] =

[
x012×2 +

3∑
k=1

xkσk, cos

(
θ

2

)
12×2 + i sin

(
θ

2

)
σj

]

= i sin

(
θ

2

)[ 3∑
k=1

xkσk, σj

]

= −2 sin

(
θ

2

) 3∑
k,l=1

εkjlxkσl = 2 sin

(
θ

2

) 3∑
k,l=1

εjklxkσl.
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Desweiteren

Uj(θ)[X,U
†
j (θ)] = 2 sin

(
θ

2

) 3∑
k,l=1

εjklxk

[
cos

(
θ

2

)
σl − i sin

(
θ

2

)
σjσl︸︷︷︸

δjl12×2 + i
∑3

m=1 εjlmσm

]

= 2 sin

(
θ

2

)
cos

(
θ

2

)
︸ ︷︷ ︸

sin(θ)

3∑
k,l=1

εjklxkσl − 2i sin2

(
θ

2

) 3∑
k,l=1

εjklδjl︸ ︷︷ ︸
0

xk12×2

+2 sin2

(
θ

2

) 3∑
k,l,m=1

εjklεjlmxkσm︸ ︷︷ ︸∑3
k,m=1(δjmδkj − δjjδkm)xkσm

= sin(θ)
3∑

k,l=1

εjklxkσl + 2 sin2

(
θ

2

)
(xjσj − ~x · ~σ)

mit

~x · ~σ =
3∑
i=1

xiσi.

Damit erhalten wir

Uj(θ)XU
†
j (θ) = X + sin(θ)

3∑
k,l=1

εjklxkσl + 2 sin2

(
θ

2

)
(xjσj − ~x · ~σ).

Wir betrachten nun j = 3 und verwenden 1− 2 sin2(θ/2) = cos(θ):

X = x012×2 + ~x · ~σ
7→ U3(θ)XU †3(θ)

= X + sin(θ)(x1σ2 − x2σ1)− 2 sin2

(
θ

2

)
(x1σ1 + x2σ2)

= x012×2 + [cos(θ)x1 − sin(θ)x2]σ1 + [sin(θ)x1 + cos(θ)x2]σ2 + x3σ3.

Das bedeutet

x0 7→ x0,

x1 7→ cos(θ)x1 − sin(θ)x2,

x2 7→ sin(θ)x1 + cos(θ)x2,

x3 7→ x3,

was gerade einer aktiven Drehung um die 3-Achse mit Drehwinkel θ
entspricht. Die Fälle j = 1, 2 diskutiert man analog.

Jedes R ∈ SO(3) lässt sich in drei aufeinanderfolgende Drehungen
zerlegen (Parametrisierung durch Euler-Winkel)

R(α, β, γ) = Rv̂3(γ)Rû2(β)Rê3(α), 0 ≤ α, γ < 2π, 0 ≤ β ≤ π.
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Die einzelnen Drehungen lassen sich jeweils als Abbildungen einer Or-
thonormalbasis (ONB) auf eine gleichorientierte neue ONB interpre-
tieren.

• Rê3(α) beschreibt aktive Drehung um ê3 mit Drehwinkel α:

ûj = Rê3(α)êj.

(Winkel α ist so gewählt, dass û2 sowohl auf ê3 als auch auf ŵ3

senkrecht steht. Sind ê3 und ŵ3 linear abhängig, so setzt man
α = 0.)

• Rû2(β) beschreibt aktive Drehung um û2 (neue 2-Achse) mit
Drehwinkel β:

v̂j = Rû2(β)ûj.

• Rv̂3(γ) beschreibt aktive Drehung um v̂3 (neue 3-Achse nach zwei
Drehungen) mit Drehwinkel γ:

ŵj = Rv̂3(γ)v̂j.

• Kombiniert:

ŵj = Rv̂3(γ)v̂j

= Rv̂3(γ)Rû2(β)ûj

= Rv̂3(γ)Rû2(β)Rê3(α)êj

= R(α, β, γ)êj.

• Anmerkung: Dies ist die in der QM übliche Konvention. In der
klassischen Mechanik erfolgt die zweite Drehung um û1.

Die kombinierte Drehung lässt sich auch als drei aufeinanderfolgende
Drehungen ausschließlich um die Achsen ê2 und ê3 ausdrücken (siehe
Übung 5, Aufgabe 3.):

R(α, β, γ) = R3(α)R2(β)R3(γ), 0 ≤ α, γ < 2π, 0 ≤ β ≤ π,

wobei wir jetzt verkürzt j für êj geschrieben haben.

Da jede Drehung aus L↑+ sich als

R = R3(α)R2(β)R3(γ)

schreiben lässt, erreichen wir mit

A = U3(α)U2(β)U3(γ)

die zu SO(3) isomorphe Untergruppe von L↑+.
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• Illustration zur Begriffsbildung aktive/passive Drehung

✲

✻

✏✏✏✏✏✏✏✏✏✶

❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇❇▼

l1

l2

k1

k2

❪α

Betrachte eine Drehung (um die z-Achse), mit der die Einheitsvekto-
ren l̂1 und l̂2 (l für Laborsystem) auf k̂1 und k̂2 (k für körperfestes
System) abgebildet werden:

k̂1 = R(α)l̂1 = cos(α)l̂1 + sin(α)l̂2,

k̂2 = R(α)l̂2 = − sin(α)l̂1 + cos(α)l̂2.

In der aktiven Sichtweise verbinden wir mit der Drehung eine Dreh-
matrix (

cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
,

die den Vektor ~x = x1l̂1 + x2l̂2 auf ~y = y1l̂1 + y2l̂2 abbildet mit(
y1

y2

)
=

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)(
x1

x2

)
.

In der aktiven Sichtweise wird das physikalische Objekt gedreht.

In der passiven Sichtweise drehen wir das Koordinatensystem und fra-
gen nach den Komponenten eines gegebenen Vektors ~x = x1l̂1 +x2l̂2 =
z1k̂1 + z2k̂2 bzgl. der ONB des gedrehten (körperfesten) Systems aus-
gedrückt durch die Koordinaten des Laborsystems:(

z1

z2

)
=

(
cos(α) sin(α)
− sin(α) cos(α)

)(
x1

x2

)
.

In der passiven Sichtweise bleibt das physikalische Objekt fest und das
Koordinatensystem wird gedreht.

Wir betrachten nun

M(r) =

(
r 0
0 r−1

)
, r > 0.
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Der Fall r < 0 wird durch die (noch zu beweisende) 2→ 1-Eigenschaft
des Epimorphismus abgedeckt. Es gilt M(r) = M †(r). Wir finden

X ′ = M(r)XM †(r) =

(
r 0
0 r−1

)(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)(
r 0
0 r−1

)
=

(
r 0
0 r−1

)(
r(x0 + x3) r−1(x1 − ix2)
r(x1 + ix2) r−1(x0 − x3)

)
=

(
r2(x0 + x3) x1 − ix2

x1 + ix2 r−2(x0 − x3)

)
.

Das entspricht

x′1 = x1,

x′2 = x2,

x′0 =
1

2
Tr(X ′) =

1

2
r2(x0 + x3) +

1

2
r−2(x0 − x3)

=
1

2
(r2 + r−2)x0 +

1

2
(r2 − r−2)x3,

x′3 =
1

2
Tr(σ3X

′) =
1

2
r2(x0 + x3)− 1

2
r−2(x0 − x3)

=
1

2
(r2 − r−2)x0 +

1

2
(r2 + r−2)x3.

Wir setzen nun r2 = eλ, so dassM(r) eine spezielle Lorentz-Transformation
entlang der z-Achse impliziert. Zur Erinnerung:

L(βêz) =


cosh(λ) 0 0 sinh(λ)

0 1 0 0
0 0 1 0

sinh(λ) 0 0 cosh(λ)


mit

γ = cosh(λ) =
1

2
(r2 + r−2) ≥ 1,

−∞ < βγ = sinh(λ) =
1

2
(r2 − r−2) <∞,

−1 < β = tanh(λ) =
r2 − r−2

r2 + r−2
< 1.

Insbesondere

0 < r ≤ 1 ⇔ −∞ < sinh(λ) ≤ 0 ⇔ −1 < β ≤ 0,
1 ≤ r <∞ ⇔ 0 ≤ sinh(λ) <∞ ⇔ 0 ≤ β < 1.

Wir benutzen nun 3. von 1.2.20: Jede eigentliche, orthochrone Lorentz-
Transformation lässt sich in der Form

Λ = R(α, β, 0)L(vêz)R−1(Φ,Θ,Ψ)
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schreiben. Setze

A = U3(α)U2(β)M(r)U−1
3 (Ψ)U−1

2 (Θ)U−1
3 (Φ).

⇒ ϕ ist ein Epimorphismus.

7. Surjektiv 2→ 1

Vorbemerkung: Es genügt Kern(ϕ) zu bestimmen.

Sei g ∈ SL(2,C) mit ϕ(g) = Λ.

(a) g′ ∈ gKern(ϕ). ⇒ g′ = gg̃ mit g̃ ∈ Kern(ϕ). ⇒ ϕ(g′) = ϕ(gg̃) =
ϕ(g)ϕ(g̃) = ϕ(g) = Λ.

(b) g′ /∈ gKern(ϕ). ⇒ g−1g′ /∈ Kern(ϕ). ⇒ 14×4 6= ϕ(g−1g′) =
ϕ(g−1)ϕ(g′) = Λ−1Λ′ ⇒ Λ′ 6= Λ.

Wir bestimmen Kern(ϕ):

Kern(ϕ) = {A ∈ SL(2,C)|AXA† = X ∀ X ∈ H(2)}.

Wir setzen insbesondere X = 12×2. ⇒ A† = A−1. ⇒ A ∈ SU(2).

⇒ AX = XA ∀ X ∈ H(2).

Sei X = ~x · ~σ, xi ∈ R beliebig. ⇒ [A, σi] = 0. ⇒ A = a012×2 mit
a2

0 = 1.
⇒ Kern(ϕ) = {12×2,−12×2}.

Beispiel 1.4.3 Spezialfall: Zusammenhang zwischen SU(2) und SO(3).
Es existiert ein (2→ 1)-Epimorphismus

ϕ : SU(2)→ SO(3) mit U 7→ ϕ(U), wobei ϕij(U) = 1
2
Tr(σiUσjU

†),

wobei ±U ∈ SU(2) dasselbe Bild ϕ(U) ∈ SO(3) besitzen.
Beweis: Einschränkung des vorherigen Beispiels auf die Gruppen SU(2) <
SL(2,C) und die zu SO(3) isomorphe kleine Gruppe von t = (1, 0, 0, 0)T als
Untergruppe von L↑+.

• ∗ Geometrische Darstellung des Epimorphismus ϕ : SU(2)→ SO(3).

Ein Element aus SO(3) (SU(2)) kann durch einen Drehvektor ~α = OP mit
Drehachse n̂ und Drehwinkel 0 ≤ θ < 2π (4π) charakterisiert werden. Da
eine Drehung um n̂ mit 0 ≤ θ < 2π dasselbe ist wie eine Drehung um
−n̂ mit 2π − θ, betrachten wir für SO(3) nur Drehachsen in der oberen
Hemisphäre: SO(3) entspricht also dem Inneren der oberen Halbkugel vom
Radius 2π. (Genau genommen muss auch noch das Innere eines Halbkreises
ausgeschlossen werden).

Analog könnten wir uns für SU(2) auf eine Halbkugel mit Radius 4π be-
schränken. Statt dessen zeigen wir, dass SU(2) sich als Inneres der gesamten
Kugel mit Radius 2π interpretieren lässt.
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SU(2) O

P
SO(3)

Abbildung 1.3: Geometrische Darstellung des Zusammenhangs zwischen
SU(2) und SO(3). Erklärung siehe Text.

(a) Für Winkel 0 ≤ θ ≤ 2π benutzen wir die obere Halbkugel mit Radius
2π.

(b) Für Winkel 2π < θ < 4π benutzt man

Un̂(θ) = cos

(
θ

2

)
− i~σ · n̂ sin

(
θ

2

)
= cos

(
−θ
2

)
− i~σ · (−n̂) sin

(
−θ

2

)
= cos

(
2π − θ

2

)
− i~σ · (−n̂) sin

(
2π − θ

2

)
= U−n̂(4π − θ), (1.8)

wobei 0 < 4π − θ < 2π (siehe Abbildung 1.4).

(c) Außerdem: Für 2π ≤ θ = 2π + ϕ < 4π:

Un̂(θ) = cos
(
π +

ϕ

2

)
− i~σ · n̂ sin

(
π +

ϕ

2

)
= −

[
cos
(ϕ

2

)
− i~σ · n̂ sin

(ϕ
2

)]
= −Un̂(ϕ)

(1.8)
= U−n̂(2π − ϕ). (1.9)

(Wir haben cos(π+x) = − cos(x) und sin(π+x) = − sin(x) benutzt.)

Den Paaren {Un̂(θ),−Un̂(θ)} = {Un̂(θ), U−n̂(2π−θ)} (0 ≤ θ < 2π, n̂ aus der
oberen Halbkugel), d. h. gegenüberliegenden Punkten der SU(2)-Sphäre mit
Radien (θ, 2π − θ), wird unter dem Epimorphismus ein Punkt der SO(3)-
Hemisphäre zugeordnet.
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Abbildung 1.4: Zweidimensionale Illustration von Gl. (1.8): θ = 2π : 1 7→ 2.
θ > 2π : 3 7→ 4.

Abbildung 1.5: Zweidimensionale Illustration von (Un̂(θ),−Un̂(θ)) =
(Un̂(θ), U−n̂(2π − θ)) 7→ Rn̂(θ).
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1.4.4 Aufgrund der obigen Epimorphismen werden SU(2) und SL(2,C)
auch als (universelle) Überlagerungsgruppen von SO(3) und L↑+ bezeichnet.

Satz 1.4.5 Sei ϕ ein Homomorphismus von G in G′. Kern(ϕ) ist Normal-
teiler von G.

Begründung: Kern(ϕ) 6= ∅, da e ∈ Kern(ϕ). Wir zeigen die Abgeschlossen-
heit. Es seien g1 und g2 aus Kern(ϕ), d. h. ϕ(gi) = e′. Betrachte

ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2) = e′e′ = e′ ⇒ g1g2 ∈ Kern(ϕ).

Rest, siehe Übung 6, Aufgabe 1.

Satz 1.4.6 Homomorphiesatz. Sei ϕ ein Homomorphismus von G in G′.
Dann ist

Φ : G/Kern(ϕ)→ G′ mit Φ(gKern(ϕ)) = ϕ(g)

ein injektiver Homomorphismus. Einschränkung auf ϕ(G): Surjektiv⇒ Iso-
morphismus

G/Kern(ϕ) ∼= ϕ(G).

Beweis: Sei H = Kern(ϕ). Wegen 1.4.5 gilt H EG.

• Homomorphismus: Sei giH ∈ G/H.

Φ(g1Hg2H) = Φ(g1g2H) = ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2) = Φ(g1H)Φ(g2H).

⇒ Φ Homomorphismus.

• Injektiv: Z. z. Φ(g1H) = Φ(g2H)⇒ g1H = g2H.

Φ(g1H) = Φ(g2H)⇔ ϕ(g1) = ϕ(g2).

Multipliziere von links mit (ϕ(g1))−1 = ϕ(g−1
1 ).

⇒ e′ = ϕ(g−1
1 )ϕ(g2) = ϕ(g−1

1 g2).

⇒ g−1
1 g2 = h ∈ H.⇒ g2 = g1h⇒ g2H = g1H.

Beispiele 1.4.7 zum Homomorphiesatz.

1. Sei G = O(3) und G′ = SO(3). Definiere

ϕ : G→ G′ mit ϕ(g) = gdet(g).

ϕ ist ein (2→ 1)-Epimorphismus. Denn:

(a) Z. z.: ϕ(g) ∈ SO(3)

ϕT (g)ϕ(g) = det(gT )det(g)gTg = 13×3 ⇒ ϕ(g) ∈ O(3),

det[ϕ(g)] = det[gdet(g)] = (±1)(±1)3 = 1,

⇒ ϕ(g) ∈ SO(3).

Surjektiv: Wähle g ∈ SO(3).
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O(3)/Z SO(3)=
~

g{g,Pg}

2

g

Pg

Abbildung 1.6: Zusammenhang zwischen O(3) und SO(3).

(b) Homomorphismuseigenschaft

ϕ(g1g2) = g1g2det(g1g2) = g1g2det(g1)det(g2) = ϕ(g1)ϕ(g2).

(c) 2→ 1

ϕ(g1) = ϕ(g2)⇒ g1 = ±g2, denn:

g1det(g1) = g2det(g2)⇒ g1 =
det(g2)

det(g1)︸ ︷︷ ︸
±1

g2.

Insbesondere Kern(ϕ) = {13×3,−13×3} =: Z2

Φ : O(3)/Z2 → SO(3) mit {g,−g} 7→ gdet(g)

definiert Isomorphismus, d. h. O(3)/Z2
∼= SO(3) (siehe Abbildung

1.6).

2. Anwendung des Homomorphiesatzes 1.4.6 auf den Homomorphismus
ϕ : SU(2)→ SO(3) aus Beispiel 1.4.3.

Kern(ϕ) = {12×2,−12×2} := Z. 1.4.6 ⇒

SU(2)/Z ∼= SO(3),

SU(2)/Z 3 {U,−U} 7→ ϕ(U) ∈ SO(3).

Z. B. (siehe Übung 5, Aufgabe 2.)

{U3(γ), U3(2π + γ)︸ ︷︷ ︸
−U3(γ)

} 7→ R3(γ).
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3. Beachte: Obwohl

O(3)/Z2
∼= SO(3) ∼= SU(2)/Z,

ist O(3) nicht isomorph zu SU(2).
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Kapitel 2

Darstellungen und
Realisierungen von Gruppen

2.1 Definition von Darstellungen mit Beispie-

len

Darstellungen sind Realisierungen von Gruppen als bijektive, lineare Ope-
ratoren auf K-Vektorräumen.

Sei V ein linearer Raum. Unter der allgemeinen, linearen Gruppe über dem
Vektorraum V versteht man

GL(V ) := {A|A bijektiver, linearer Operator auf V }

(
”
auf V “ heißt A : V → V , bijektiv: A−1 existiert).

Anschauliche Interpretation für n-dim. V : Invertierbare (n, n)-Matrizen.

Definition 2.1.1 Unter einer Darstellung ϕ der Gruppe G auf dem
Vektorraum V versteht man einen Homomorphismus

ϕ : G→ GL(V ), g 7→ ϕ(g) : V → V

mit
ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2) ∀ g1, g2 ∈ G.

(Überzeugen Sie sich davon, dass GL(V ) eine Gruppe bildet.)

1. V heißt Trägerraum der Darstellung.

2. dim(V ): Dimension der Darstellung ϕ.

3. Eine Darstellung ϕ heißt genau dann treu, wenn ϕ injektiv ist.

4. Im Sinne von Definition 1.3.1 ist eine Darstellung eine Operation der
Gruppe G auf einem K-VR in Form bijektiver, linearer Operatoren.
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Beispiele 2.1.2 1. Die Elemente von SO(3), interpretiert als lineare
Operatoren auf R3, bilden eine treue Darstellung von SO(3).

2. Die Elemente von SO(3), interpretiert als lineare Operatoren auf R3,
bilden eine nichttreue Darstellung von SU(2) (siehe Beispiel 1.4.3;
nicht injektiv, da ±U 7→ ϕ(U)).

3. 4-dimensionale Darstellung von SO(3) (Trägerraum R
4):

SO(3) 3 R 7→


1 0 0 0
0
0 R
0

 .

4. 2n-dimensionale Darstellung von SU(2) (Trägerraum C
2n):

SU(2) 3 U 7→


U 0 . . . 0

0 U
...

...
. . .

0 . . . U

 .

5. Beispiel aus der Quantenmechanik. Sei H der Hamilton-Operator ei-
nes (spinlosen) Teilchens der Masse m in einem Zentralpotential V (r)
(bzgl. einer ausführlichen Diskussion, siehe F. Scheck, Theoretische
Physik 2, Springer, Berlin 2000, Kapitel 1.9):

H =
~p 2

2m
+ V (r),

d. h. H ist drehinvariant. Sei ψ(~x) ein Eigenzustand von H. Wir be-
trachten eine (aktive) Drehung

x′i = Rijxj

und fordern für den
”
gedrehten“ Zustand

ψ′(~x ′) = ψ(~x).

(Wir betrachten eine
”
gedrehte“ Versuchsapparatur und fordern we-

gen der Isotropie des Raumes, dass mit der ursprünglichen und der ge-
drehten Versuchsapparatur übereinstimmende Versuchsergebnisse er-
zielt werden. Die Wellenfunktion eines gedrehten Zustands soll am
Punkt ~x ′ denselben Wert haben wie die Wellenfunktion des unge-
drehten Zustands am Ort ~x. Im Prinzip ist auch noch ein von der
Drehmatrix abhängiger Phasenfaktor exp[iΘ(R)] denkbar.) Wir asso-
ziieren mit R einen linearen Operator D(R), dergestalt dass

ψ′(~x ′) = D(R)ψ(~x ′) = ψ(~x) = ψ(R−1~x ′) ∀ ~x ′.
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Wir betrachten eine infinitesimale Drehung um die Drehachse n̂ mit
Drehwinkel ε,

~x ′ = ~x+ εn̂× ~x

und damit
~x = ~x ′ − εn̂× ~x ′,

so dass

D(R)ψ(~x ′) = ψ(~x ′ − εn̂× ~x ′)
= ψ(~x ′)− ε n̂× ~x ′ · ~∇ ′︸ ︷︷ ︸

i~x ′ × ~∇ ′
i
· n̂

ψ(~x ′)

= (1− iεn̂ ·~l)ψ(~x ′)

mit dem Drehimpulsoperator ~l = ~r × ~p (natürliche Einheiten).

Übergang zu endlicher Drehung mittels limn→∞(1 + a/n)n = exp(a):

D(R) = exp(−i~ω ·~l) = exp(−iαlz) exp(−iβly) exp(−iγlz)︸ ︷︷ ︸
R(α, β, γ)

.

Charakterisierung der Drehung durch einen Drehvektor ~ω = ωn̂ in
Richtung der Drehachse n̂ und mit der Länge des Drehwinkels ω oder
durch die drei Euler-Winkel.

Sprechweise: Die Drehung R induziert eine Transformation der Eigen-
zustände von H auf dem Hilbert-Raum H.

Wir überprüfen die Homomorphismuseigenschaft.

Sei R3 = R2R1, ~x = R−1
1 R−1

2 ~x ′′:

ψ′′(~x ′′) = D(R3)ψ(~x ′′) = ψ(R−1
3 ~x ′′) = ψ( R−1

1 R−1
2 ~x ′′︸ ︷︷ ︸

R−1
1 (R−1

2 ~x ′′)

)

= D(R1)ψ(R−1
2 ~x ′′) = D(R2)D(R1)ψ(~x ′′),

oder nach Umbenennung der Variablen ~x ′′ → ~x:

D(R3)ψ(~x) = D(R2)D(R1)ψ(~x).

Der Homomorphismus

ϕ : SO(3)→ GL(H), ϕ(R(α, β, γ)) = R(α, β, γ)

ist eine treue, unendlichdimensionale Darstellung von SO(3).

Zerlegung von H:

Wir kennzeichnen die Eigenzustände von H mit (n, l,m).
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(a) Wasserstoffatom:

V (r) = −α
r
.

Internationales System (SI):

– Reduzierte Planck’sche Konstante:
~ = 1.054 571 68(18)× 10−34 J s,
1 J = 1 kg m s−2

– Elektronmasse:
me = 9.109 3826(16)× 10−31 kg

– Elementarladung:
e = 1.602 176 53(14)× 10−19 C,
1 C= 1 A s

– Influenzkonstante:
ε0 = 1/(µ0c2) = 8.854 187 817 · · · × 10−12 C V−1 m−1

1 V = 1 J / C

– Lichtgeschwindigkeit im Vakuum:
c = 299 792 458 m s−1

– Typische Längenskala der subatomaren Physik:
1 fm = 10−15 m

– Einheit für Wirkungsquerschnitte:
1 barn = 102 fm2

System der natürlichen Einheiten:

– Setze ~ = c = 1 = ε0 = µ0

– Feinstrukturkonstante:
α = e2/(4πε0~ c) = 1/137.035 999 11(46)→ e2/(4π) (≈ 1

137
)

– Konversionskonstante:
~ c = 197.326 968(17) MeV fm → 1
Damit lassen sich Energien durch inverse Längen und umge-
kehrt ausdrücken.

– me = 0.510 998 918(44) MeV/c2 → me ≈ 0.511 MeV

Übergang:

H = −~2∆

2m
− e2

4πε0r
→ − ∆

2m
− α

r
.

Es gilt:

En = −α
2m

2n2
≈ −13.6

n2
eV.

– n = n′ + l + 1: Hauptquantenzahl.

– n′ ≥ 0: Anzahl der Knoten in der Radialwellenfunktion (Mögli-
che Nullstelle für r = 0 und asymptotische Nullstelle nicht
mitgezählt).
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– l ∈ N0.

(b) Dreidimensionaler harmonischer Oszillator oder Kugeloszillator:

V (r) =
1

2
mω2r2.

Es gilt:

En =

(
n+

3

2

)
ω.

– n = 2n′ + l: Hauptquantenzahl.

– n′ ≥ 0: Anzahl der Knoten in der Radialwellenfunktion (s. o.).

– l ∈ N0.

Vorsicht: Für den harmonischen Oszillator existieren verschiede-
ne Konventionen in der Literatur.

Wir betrachten stellvertretend einen gebundenen Zustand |ψ〉 = |n, l,m〉
des Wasserstoffatoms. Das Spektrum des Wasserstoffatoms zerfällt in
diskrete, gebundene Zustände,

Ψnlm(~x) = Rnl(r)Ylm(Θ,Φ),

und Zustände mit einem Kontinuum positiver Energieeigenwerte E >
0,

Ψlm(E, ~x) = Rl(E, r)Ylm(Θ,Φ),

wobei die Radialwellenfunktionen folgende Orthogonalitätsrelationen
(bei gleichem l!) erfüllen:∫ ∞

0

drr2R∗nl(r)Rn′l(r) = δnn′ ,∫ ∞
0

drr2R∗l (E, r)Rl(E
′, r) = δ(E − E ′),∫ ∞

0

drr2R∗nl(r)Rl(E, r) = 0.

Die Vollständigkeitsrelation lautet

1 =
∞∑
n=1

n−1∑
l=0

l∑
m=−l

|n, l,m〉〈n, l,m|︸ ︷︷ ︸
diskrete, gebundene Zustände

+

∫ ∞
0

dE
∞∑
l=0

l∑
m=−l

|E, l,m〉〈E, l,m|︸ ︷︷ ︸
Kontinuum

.

Betrachten wir die Drehimpulsoperatoren in der Ortsraumdarstellung
in Kugelkoordinaten

x = r sin(Θ) cos(Φ), y = r sin(Θ) sin(Φ), z = r cos(Θ),
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so sehen wir, dass diese nur auf den Winkelanteil wirken:

l1 = i

[
sin(Φ)

∂

∂Θ
+ cot(Θ) cos(Φ)

∂

∂Φ

]
,

l2 = i

[
− cos(Φ)

∂

∂Θ
+ cot(Θ) sin(Φ)

∂

∂Φ

]
,

l3 = −i ∂
∂Φ

.

Wir schreiben für den gedrehten Zustand mittels der Vollständigkeit

|Ψ′〉 = R(α, β, γ)|n, l,m〉

=
∞∑
n′=1

n′−1∑
l′=0

l′∑
m′=−l′

|n′, l′,m′〉 〈n′, l′,m′|R(α, β, γ)|n, l,m〉︸ ︷︷ ︸
(A)

+

∫ ∞
0

dE
∞∑
l′=0

l′∑
m′=−l′

|E, l′,m′〉 〈E, l′,m′|R(α, β, γ)|n, l,m〉︸ ︷︷ ︸
(B)

und betrachten die beiden Matrixelemente

(A) =

∫ ∞
0

r2drR∗n′l′(r)Rnl(r) 〈l′,m′|R(α, β, γ)|l,m〉︸ ︷︷ ︸
δl′lD

(l)∗
m′m(α, β, γ)

= δl′lD
(l)∗
m′m(α, β, γ)

∫ ∞
0

r2drR∗n′l(r)Rnl(r)︸ ︷︷ ︸
δn′n

= δl′lδn′nD
(l)∗
m′m(α, β, γ),

(B) = δl′lD
(l)∗
m′m(α, β, γ)

∫ ∞
0

r2drR∗l (E, r)Rnl(r)︸ ︷︷ ︸
0

= 0.

Begründung für δl′l:

Aus [~l 2, li] = 0 folgt [~l 2,R(α, β, γ)] = 0. ⇒

l′(l′ + 1)〈l′,m′|R(α, β, γ)|l,m〉 = 〈l′,m′|~l 2R(α, β, γ)|l,m〉
= 〈l′,m′|R(α, β, γ)~l 2|l,m〉
= l(l + 1)〈l′,m′|R(α, β, γ)|l,m〉.

⇒ [l(l + 1)− l′(l′ + 1)]︸ ︷︷ ︸
(l − l′)(l + l′ + 1)

〈l′,m′|R(α, β, γ)|l,m〉 = 0.

Aus l+ l′ + 1 ≥ 1 folgt für l 6= l′, dass 〈l′,m′|R(α, β, γ)|l,m〉 = 0 und
deshalb existiert nur ein Beitrag für l = l′.
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Wir erhalten schließlich

|Ψ′〉 =
l∑

m′=−l

D
(l)∗
m′m(α, β, γ)|n, l,m′〉

mit
D

(l)
mm′(α, β, γ) = 〈l,m|R(α, β, γ)|l,m′〉∗.

Vorsicht: Es existieren verschiedene Konventionen in der Literatur!
Für die Kontinuumzustände verläuft die Rechnung analog.

Die (2l + 1, 2l + 1)-Matrizen D(l) mit den Elementen D
(l)
mm′(α, β, γ)

bilden eine (2l + 1)-dimensionale Darstellung der SO(3). Der Träger-
raum ist LH{|l,m〉,m = −l, . . . , l}. (Die Einträge der Matrizen wer-
den auch als D- oder Kreiselfunktionen bezeichnet, da sie Eigenfunk-
tionen des symmetrischen Kreisels sind.)

Bemerkung: Die zufällige Entartung für n ≥ 2 ist auf eine höhere
Symmetrie des Systems zurückzuführen. Im Fall des Wasserstoffatoms
ist dies SO(4), für den harmonischen Oszillator SU(3). Dagegen wird
die allen Zentralpotentialen für ein gegebenes l gemeinsame (2l + 1)-
fache Entartung als wesentliche Entartung bezeichnet.

Für den harmonischen Oszillator lautet die Vollständigkeitsrelation in
den Quantenzahlen {n, l,m}:

1 =
∞∑
n=0

n∑
l=0

2l∑
m=−2l

|2n, 2l,m〉〈2n, 2l,m|

+
∞∑
n=0

n∑
l=0

2l+1∑
m=−(2l+1)

|2n+ 1, 2l + 1,m〉〈2n+ 1, 2l + 1,m|.

In den Quantenzahlen {nr, l,m}mit n = 2nr+l lautet die Vollständig-
keitsrelation:

1 =
∞∑

nr=0

∞∑
l=0

l∑
m=−l

|nr, l,m〉〈nr, l,m|.

2.2 Äquivalente Darstellungen, reduzible und

irreduzible Darstellungen

Definition 2.2.1 Zwei Darstellungen D1 und D2 einer Gruppe G auf Vek-
torräumen V1 und V2 sind äquivalent, wenn ein bijektiver Operator S : V1 →
V2 existiert mit

SD1(g)S−1 = D2(g) ∀ g ∈ G.
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Diese Definition liefert eine Äquivalenzrelation (siehe Übung 6, Aufgabe 5.)
und damit laut Satz 1.3.10 eine Partition der Menge der Darstellungen von
G.

Es gilt

SD1(g1g2)S−1 = SD1(g1)D1(g2)S−1 = SD1(g1)S−1SD1(g2)S−1

= D2(g1)D2(g2) = D2(g1g2).

Einfaches Beispiel: V1 = V2 = V , Basiswechsel.

Sei V ein Vektorraum. Ein Unterraum U von V heißt invariant bzgl. eines
linearen Operators T , falls Tu ∈ U ∀ u ∈ U .

Definition 2.2.2 Sei D eine Darstellung einer Gruppe G auf einem Vek-
torraum V .

• Ein Unterraum U von V heißt invariant bzgl. D, falls

D(g)u ∈ U ∀ u ∈ U ∧ ∀ g ∈ G.

• Eine Darstellung D auf V heißt reduzibel, wenn ein bzgl. D invari-
anter Unterraum U von V existiert mit U 6= {0} und U 6= V .

Beispiel 2.2.3 mit Satz. Sei D eine n-dimensionale reduzible Darstellung
von G auf V und U ein bzgl. D invarianter m-dimensionaler Unterraum von
V .

D reduzibel ⇔ D(g) ist in einer geeigneten aber festen Basis von der Form
(oder besser D ist äquivalent zu einer Darstellung der Form)

D(g) =

(
D1(g) α(g)

0 D2(g)

)
, 0 = 0(n−m)×m, (2.1)

mit

• D1(g): m-dimensionale Darstellung ((m,m)-Matrix), beschreibt U →
U ;

• α(g): (m,n−m)-Matrix, beschreibt V \U → U ;

• D2(g): (n − m)-dimensionale Darstellung ((n − m,n − m)-Matrix),
beschreibt V \U → V \U .

Begründung:

”
⇒“:

Wähle eine Basis {e1, . . . , en} von V , wobei e1, . . . , em U aufspannen. ⇒

D(g) =

(
D1(g) α(g)

0 D2(g)

)
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Anschaulich:

V 3 v =



x1
...
xm
xm+1

...
xn


=

(
u
w

)

mit

D(g)v =

(
D1(g) α(g)

0 D2(g)

)(
u
w

)
=

(
D1(g)u+ α(g)w

D2(g)w

)
.

Insbesondere:

• w = 0: (
D1(g)u

0

)
∈ U.

• u = 0:

V 3
(

α(g)w
D2(g)w

)
=

(
α(g)w

0

)
︸ ︷︷ ︸
∈ U

+

(
0

D2(g)w

)
︸ ︷︷ ︸
∈ V \U

.

D(g) Darstellung. ⇒

D(g1)D(g2) =

(
D1(g1) α(g1)

0 D2(g1)

)(
D1(g2) α(g2)

0 D2(g2)

)
=

(
D1(g1)D1(g2) D1(g1)α(g2) + α(g1)D2(g2)

0 D2(g1)D2(g2)

)
= D(g1g2) =

(
D1(g1g2) α(g1g2)

0 D2(g1g2)

)
.

D1(g) and D2(g) sind m- und (n−m)-dimensionale Darstellungen. Vorsicht:
α(g1g2) 6= α(g1)α(g2). α ist im Allg. keine quadratische Matrix.

”
⇐“:

Umgekehrt, sei D(g) von der Form Gl. (2.1). ⇒ {(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)T}
bleibt invariant.

Definition 2.2.4 Ein Vektorraum V heißt die direkte Summe von Un-
tervektorräumen V1, . . . , Vn,

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn,

wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:
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1. V = V1 + · · ·+ Vn := {v1 + · · ·+ vn|v1 ∈ V1, . . . , vn ∈ Vn}.

2. Von Null verschiedene Vektoren v1 ∈ V1, . . . , vn ∈ Vn sind linear un-
abhängig.

Ist V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn, so ist jedes v ∈ V eindeutig darstellbar als v =
v1 + · · ·+ vn mit vi ∈ Vi.

Beispiel 2.2.5 Direkte Summe von Darstellungen. Es sei V = V1⊕V2

die direkte Summe zweier Untervektorräume V1 und V2. Seien Ti : Vi → Vi
lineare Operatoren. T = T1 ⊕ T2 : V → V mit Tx = T1x1 + T2x2. Seien
Di Darstellungen von G auf Vi. Direkte Summe: D = D1 ⊕D2 = {D(g) =
D1(g)⊕D2(g)|g ∈ G}:

D(g1)D(g2)x = D(g1)(D1(g2)x1 +D2(g2)x2)

= D1(g1)D1(g2)x1 +D2(g1)D2(g2)x2

= D1(g1g2)x1 +D2(g1g2)x2 = D(g1g2)x.

Sei dim(V1) = m und dim(V2) = n:

D(g) =

(
D1(g) 0

0 D2(g)

)
mit D1(g) (m,m)-Matrix und D2(g) (n, n)-Matrix.

Definition 2.2.6 Sei D eine reduzible Darstellung auf einem Vektorraum
V mit invariantem Unterraum V1. Eine Darstellung heißt vollständig re-
duzibel, wenn ein weiterer invarianter Unterraum V2 existiert mit V =
V1⊕V2. D = D1⊕D2, wobei Di als Einschränkung von D auf Vi bezeichnet
wird.

Für endlichdimensionale Vektorräume führt dies auf Blockdiagonalform.

Definition 2.2.7 Eine Darstellung D auf einem Vektorraum V heißt irre-
duzibel, wenn V außer {0} und V keinen invarianten Unterraum besitzt.

Satz 2.2.8 Sei D = {U(g)} eine unitäre Darstellung von G auf einem
Hilbert-Raum (V, ‖.‖):

〈x|U(g)y〉 = 〈U †(g)x|y〉 = 〈U−1(g)x|y〉 ∀ g ∈ G, ∀ x, y ∈ V.

Dann gilt:

1. D ist die direkte Summe irreduzibler Darstellungen D = ⊕iDi.

2. V lässt sich als orthogonale Summe darstellen: V = ⊕iVi mit xi ∈ Vi,
xj ∈ Vj, 〈xi|xj〉 = 0 für i 6= j.
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Zerlegungssatz aus der Theorie der linearen Operatoren: Sei U ein voll-
ständiger Unterraum des Prä-Hilbert-Raumes (V, 〈·|·〉). Dann lässt sich jedes
x ∈ V eindeutig darstellen in der Form

x = y + z mit y ∈ U, z ∈ U⊥.

Es gilt also V = U ⊕ U⊥.
Insbesondere sind die Voraussetzungen erfüllt, wenn (V, 〈·|·〉) ein Hilbert-
Raum ist und U ein abgeschlossener Unterraum.

Begründung:
1. Fall: V besitzt keinen nichttrivialen, bzgl. D inv. UR. ⇒ D irreduzibel.
2. Fall:

1. Sei V1 ein bzgl. D invarianter, nichttrivialer Unterraum von V .

Zerlegungssatz⇒ Jedes x ∈ V lässt sich eindeutig als x = x1 +x2 mit
x1 ∈ V1 und x2 ∈ V2 darstellen, wobei V2 das orthogonale Komplement
von V1 in V ist. ⇒ V = V1 ⊕ V2.

2. SeiD unitär auf V und V1 invariant bzgl.D. Dann ist auch V2 invariant
bzgl. D.

Denn: V1 invariant bzgl. unitärem U (Argument g unterdrückt). ⇒ ∃
Basis e1, e2, . . . , mit Ueα = λαeα mit |λα| = 1.

U−1U = I ⇒ U−1eα =
1

λα
eα ⇒ V1 invariant bzgl. U−1.

Sei x1 ∈ V1, x2 ∈ V2, d. h. 〈x1|x2〉 = 0. Z. z.: Ux2 ∈ V2.

〈Ux2|x1〉 = 〈x2|U †x1〉 = 〈x2|U−1x1〉 = 〈x2|x′1〉 = 0, da x′1 ∈ V1.

⇒ V = V1 ⊕ V2 mit Vi invariant bzgl. U , d. h. D = D1 ⊕D2.

3. Besitzt V1 oder V2 invarianten Unterraum, wiederhole die Prozedur.

Satz 2.2.9 Für eine endliche Gruppe G der Ordnung |G| ist jede Darstel-
lung D auf einem Skalarproduktraum (V, 〈·|·〉) äquivalent zu einer unitären
Darstellung.

Beweis:

1. Schritt: Wir definieren ein weiteres Skalarprodukt {·|·} mittels (siehe
Übung 8, Aufgabe 1.)

{x|y} =
1

|G|
∑
g∈G

〈D(g)x|D(g)y〉.
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Für jedes g ∈ G gilt

{D(g)x|D(g)y} =
1

|G|
∑
g′∈G

〈D(g′)D(g)︸ ︷︷ ︸
D(g′g)

x|D(g′)D(g)y〉

= {x|y}, (∗)

da mit g′ bei festem g auch das Produkt g′g über ganz G läuft. Damit ist
D(g) unitär bzgl. des Skalarprodukts {·|·}.
2. Schritt: Seien u1, u2, . . . und v1, v2, . . . orthonormiert bzgl. 〈·|·〉 und {·|·}.
Sei vi = Sui mit regulärem S. Dann folgt aus Sx = S(xiui) = xivi, dass

{Sx, Sy} = x∗i yj {vi|vj}︸ ︷︷ ︸
δij

= 〈x|y〉. (∗∗)

Definiere D′(g) = S−1D(g)S ∀ g ∈ G.

〈D′(g)x|D′(g)y〉 = 〈S−1D(g)Sx|S−1D(g)Sy〉
(∗∗)
= {D(g)Sx|D(g)Sy}
(∗)
= {Sx|Sy}

(∗∗)
= 〈x|y〉.

⇒ Die zu D äquivalente Darstellung D′ ist unitär bzgl. 〈·|·〉.
Kombiniere Sätze 2.2.9 und 2.2.8.

Folgerung 2.2.10 Für endliche Gruppen sind reduzible Darstellungen im-
mer vollständig reduzibel.

Beispiele 2.2.11 für Darstellungen.

1. • Sei D = {D(g)} Darstellung einer Gruppe G in Form von Ma-
trizen mit g 7→ D(g). Dann definieren auch

(a) g 7→ D∗(g) (komplex konjugierte Darstellung D∗)

(b) g 7→ DT (g−1) = DT−1
(g) (Hamermesh: adjungierte Darstel-

lung D̄; Balachandran und Trahern: zu D kontragradiente
Darstellung)

(c) g 7→ D†(g−1) (zu D∗ kontragradiente Darstellung)

Darstellungen von G (siehe Übung 8, Aufgabe 2.).

• Sei D eine unitäre Darstellung, D†(g) = D−1(g). Dann gilt:

D†(g−1) = D−1(g−1) = D(g),

d. h. (c) = D und

DT (g−1) = D†
T

(g) = D∗(g)

d. h. (b) = (a).

Wichtig: D und D∗ müssen nicht äquivalent sein.
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2. Für SU(2) und SO(3) gilt: D und D∗ sind äquivalente Darstellungen,
d. h. es existiert ein S mit SD(g)S−1 = D∗(g) ∀ g ∈ G. Begründung
analog zu Übung 8, Aufgabe 3.:

S = exp[−iπM(Jy)],

mit M(Jy) als Matrixdarstellung von Jy.

3. SU(3) := {g|g komplexe (3, 3)-Matrix mit g† = g−1 ∧ det(g) = 1}.
Fundamentaldarstellung 3 von SU(3), V = C

3:

SU(3) 3 g 7→ D(g) := g ∈ 3.

Komplex konjugierte Darstellung 3∗ oder 3̄:

SU(3) 3 g 7→ D∗(g) := g∗ ∈ 3∗.

Zur Erinnerung: λ EW von A ⇔ det(A − λI) = 0. Sei B = SAS−1

mit regulärem S. Ähnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische
Polynom und deshalb dieselben Eigenwerte.

Begründung: Es gilt I = SIS−1. Wende den Determinantenmultipli-
kationssatz an:

det(B − λI) = det(B − λSIS−1)

= det(S(A− λI)S−1)

= det(S)det(A− λI)det(S−1)

= det(A− λI).

Sei

SU(3) 3 g = exp

(
2πi

3

) 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

det(g) =

(
exp

(
2πi

3

))3

= exp(2πi) = 1.

D∗(g) = g∗ = exp

(
4πi

3

)
13×3.

Eigenwerte von D(g) und D∗(g) unterscheiden sich.

⇒ Für SU(3) sind 3 und 3∗ nicht äquivalent.

4. Verallgemeinerung für SU(N), N ≥ 3: Für SU(N) sind N und N∗

nicht äquivalent.
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Die folgende Begriffsbildung spielt eine wichtige Rolle in

1. der Beschreibung von Zuständen zusammengesetzter Systeme,

2. der Kombination von Raum-Zeit-Symmetrien mit inneren Symmetri-
en wie der SU(3)-Farbsymmetrie der starken Wechselwirkung, starkem
und schwachem Isospin etc.

Definition 2.2.12 Es seien V1 und V2 zweiK-Vektorräume. Das so genann-
te Tensorprodukt V1 ⊗ V2 sei gleich der Menge aller formalen, endlichen
Linearkombinationen

α1x1 ⊗ y1 + . . .+ αnxn ⊗ yn

mit xi ∈ V1, yi ∈ V2 und αi ∈ K. Mit dem Symbol x⊗ y wird wie mit einem
Produktzeichen gerechnet, d. h. es gelten die beiden Distributivgesetze

(α1x1 + α2x2)⊗ y = α1x1 ⊗ y + α2x2 ⊗ y,
x⊗ (α1y1 + α2y2) = α1x⊗ y1 + α2x⊗ y2,

für alle αi ∈ K, x, x1, x2 ∈ V1 und y, y1, y2 ∈ V2. V1 ⊗ V2 ist wieder ein
K-Vektorraum.

Anwendung 2.2.13 Direktes Produkt von Darstellungen: Gegeben
seien zwei endlichdimensionale K-Vektorräume V1 und V2 mit Basen e1,. . . ,
em und f1, . . . , fn. V = V1 ⊗ V2 hat eine m · n-dimensionale Basis, so dass

V1 ⊗ V2 3 x =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijei ⊗ fj.

Seien Li lin. Operatoren auf Vi. Definiere L = L1 ⊗ L2:

Lx =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijL1ei ⊗ L2fj.

Das Produkt zweier Operatoren lautet

LM = L1M1 ⊗ L2M2.

Seien D(i) Matrixdarstellungen von Gi auf Vi:

D(1)(g)ei = D
(1)
i′i (g)ei′ ∀ g ∈ G1, D(2)(g′)fj = D

(2)
j′j (g

′)fj′ ∀ g′ ∈ G2.

Dann definiert
D(g, g′) = D(1)(g)⊗D(2)(g′)

mit
Dij;i′j′(g, g

′) = D
(1)
ii′ (g)D

(2)
jj′ (g

′)
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eine Darstellung von G1 ×G2 auf V1 ⊗ V2.

Behauptung: D(i) irred. Darstellungen von Gi ⇔ D irred. Darstellung von
G1 ×G2.

Beweis:

”
⇒“: Beweis (für endliche Gruppen Gi) durch Widerspruch. Wegen Satz

2.2.9 können wir annehmen, dass D(i) unitär ist. Jedes x ∈ V1 ⊗ V2 lässt
sich schreiben als

x =
m∑
i=1

n∑
j=1

aij ei ⊗ fj.

Annahme: D reduzibel.⇒ ∃ eigentlicher invarianter Unterraum H von V1⊗
V2 mit

D(g1, g2)x ∈ H ∀x ∈ H, gi ∈ Gi.

⇒ In einer geeigneten Basis ist mindestens ein aij = 0. O. B. d. A. sei
a11 = 0, d. h.

H 3 x =



0
a12
...
a1n

a21
...

amn




m · n Komponenten.

Da H invariant bzgl. D, gilt

H 3 Dx =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijD ei ⊗ fj

=
m∑
i=1

n∑
j=1

aij

m∑
i′=1

n∑
j′=1

D
(1)
i′i (g1)D

(2)
j′j (g2) ei′ ⊗ fj′

=:
m∑
i′=1

n∑
j′=1

bi′j′(g1, g2) ei′ ⊗ fj′

mit b11 = 0∀ gi ∈ Gi. Setze g1 = e1. ⇒ D
(1)
i′i (e1) = δi′i. ⇒

H 3
m∑
i=1

n∑
j=1

aij

n∑
j′=1

D
(2)
j′j (g2) ei ⊗ fj′ =

m∑
i=1

n∑
j′=1

n∑
j=1

aijD
(2)
j′j (g2)︸ ︷︷ ︸

bij′(e1, g2)

ei ⊗ fj′ .
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⇒ b11(e1, g2) = 0 ∀ g2 ∈ G2. ⇒

n∑
j=1

a1jD
(2)
1j (g2) = 0 ∀ g2 ∈ G2,

wobei a11 = 0 und a1j, j ≥ 2 beliebig. Wähle x mit Komponenten a1j =
δjk, j = 2, . . . , n und betrachte sukzessive k = 2, . . . , n. ⇒ D(2)(g2) ist von
der Form

D(2)(g2) =

 a

n− 1 Nullen︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0

|~b〉 A

 ∀ g2 ∈ G2.

Da D(2) unitär ist, gilt

D(2)†(g2) =

(
a∗ 〈~b|
0 A†

)
∀ g2 ∈ G2.

Aus der Unitarität folgt

D(2)(g2)D(2)†(g2) =

(
a 0

|~b〉 A

)(
a∗ 〈~b|
0 A†

)
=

(
|a|2 a〈~b|
|~b〉a∗ AA†

)
= 1n×n.

Da a 6= 0, folgt |~b〉 = 0 und damit D(2) reduzibel im Widerspruch zur
Voraussetzung. ⇒ Wir müssen die Annahme

”
D reduzibel“ fallen lassen.

”
⇐“:

Annahme: D(1) reduzibel ⇒ ∃ Unterraum U1 ⊂ V1 mit U1 6= {0} und
U1 6= V1 dergestalt, dass D(1)(g1)u1 ∈ U1 für alle g1 ∈ G1 und u1 ∈ U1. Es
sei {e1, . . . , ek} eine Basis von U1, wobei 1 ≤ k < m.
D(1) reduzibel. ⇒

D(1)(g1)ei =
k∑

i′=1

D
(1)
i′i (g1) ei′ ∀ g1 ∈ G1, i = 1, . . . , k.

Nun betrachten wir ein Element v aus U1 ⊗ V2,

U1 ⊗ V2 3 v =
k∑
i=1

n∑
j=1

aij ei ⊗ fj,
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und die Wirkung von D(g1, g2) auf dieses Element:

D(g1, g2)v =
k∑
i=1

n∑
j=1

aijD
(1)(g1)ei ⊗D(2)(g2)fj

=
k∑
i=1

n∑
j=1

aij

k∑
i′=1

n∑
j′=1

D
(1)
i′i (g1)D

(2)
j′j (g2) ei′ ⊗ fj′

=
k∑
i=1

n∑
j=1

(
k∑

i′=1

n∑
j′=1

D
(1)
i′i (g1)D

(2)
j′j (g2)aij

)
︸ ︷︷ ︸

a′ij

ei ⊗ fj

∈ U1 ⊗ V2,

d. h. D ist reduzible Darstellung im Widerspruch zur Voraussetzung. ⇒
Wir müssen die Annahme

”
D(1) reduzibel“ fallen lassen. Argumentation für

D(2) analog.

Definition 2.2.14 Sei G1 = G2 = G. D(1) und D(2) seien Darstellungen
von G auf V1 und V2. Dann bezeichnet man D = D(1) ⊗D(2) mit

D(g1, g2) := D(1)(g1)⊗D(2)(g2), gi ∈ G,

als äußere Tensorproduktdarstellung von G×G der Darstellungen D(1)

und D(2) auf V1 ⊗ V2 (beachte, dass die gi verschieden sein können).

Beispiel 2.2.15 G = SU(2). D(1) = {D(1)(g) = g|g ∈ SU(2)} ist Darstel-
lung von SU(2) auf C2. Definiere

D : (g1, g2) 7→ D(1)(g1)⊗D(1)(g2) = g1 ⊗ g2.

D ist keine treue Darstellung des externen direkten Produktes SU(2)×SU(2)
auf C2 ⊗C2, denn

(1,1) 7→ 1⊗ 1,
(−1,−1) 7→ (−1)⊗ (−1) = 1⊗ 1.

Sei G′ = {(g, g)|g ∈ G}. Dann ist G ∼= G′. Die Einschränkung der äußeren
Tensorproduktdarstellung D von G×G auf G′ liefert

Definition 2.2.16 die innere Tensorproduktdarstellung (Kronecker-
Produkt) von G auf V1 ⊗ V2,

D′(g) := D(1)(g)⊗D(2)(g), g ∈ G.
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Beispiel 2.2.17 aus der Quantenmechanik. Gegeben sei der Hamilton-
Operator eines Zwei-Elektronen-Systems:

H =
~p 2(1)

2m
+ V1(r(1))︸ ︷︷ ︸
H0(1)

+
~p 2(2)

2m
+ V1(r(2))︸ ︷︷ ︸
H0(2)

+V2(r12) =: H0 + V2

mit (n = 1, 2)

r(n) = |~r(n)|,
r12 = |~r(1)− ~r(2)|,

V1(r(n)) = − Zα

r(n)
,

V2(r12) =
α

r12

.

Vertauschungsrelationen (m,n ∈ {1, 2}; i, j ∈ {1, 2, 3})

[xi(m), xj(n)] = 0,

[pi(m), pj(n)] = 0,

[xi(m), pj(n)] = iδijδmn.

• H0 = H0(1) +H0(2) besitzt eine G = O(3)×O(3)-Symmetrie.

• H0(1) und H0(2) vertauschen miteinander.

Produktansatz: Eigenzustände sind vom Typ (Hauptquantenzahlen
unterdrückt)

|l1,m1〉 ⊗ |l2,m2〉,

wobei {|li,mi〉|mi = −li, . . . , li}, li ∈ N0, Basen der Trägerräume
der irreduziblen Darstellungen D(li) von SO(3) sind. Ist |V2| � |H0|,
benutzt man |l1,m1〉⊗|l2,m2〉 als Ausgangspunkt für Störungstheorie.

• H besitzt nur eine G′ = {(g, g)|g ∈ O(3)} ∼= O(3)-Symmetrie, da
(Übung 9, Aufgabe 1.)

[li(n), V2(r12)] 6= 0

aber

[Li, V2(r12)] = 0

mit ~L = ~l(1) +~l(2) (= ~l ⊗ I + I ⊗~l).
Klassifikation der Eigenzustände bzgl. {|L,M〉,M = −L, . . . , L}. Ba-
sis des Trägerraums einer irreduziblen Darstellung D(L) von SO(3). V2

führt zu einer Aufhebung der Entartung der Eigenzustände von H0,
da H eine geringere Symmetrie als H0 besitzt.
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• Anmerkung: Tatsächlich versucht man mit einem Ansatz aus V2 ”
zen-

trale Anteile“ zu separieren:

H = H ′0 + V ′2 ,

mit O(3)×O(3)-symmetrischem H ′0 und O(3)-symmetrischem V ′2 .

Anmerkung 2.2.18 Sei D = D(1) ⊗ D(2) eine irreduzible äußere Tensor-
produktdarstellung von G × G. Im Allg. ist die innere Tensorproduktdar-
stellung D′ keine irreduzible Darstellung von G′, d. h. es können Teilräume
von V1 ⊗ V2 existieren, die invariant bzgl. D(1)(g)⊗D(2)(g) ∀ g ∈ G sind.

Beispiel 2.2.19 Kopplung zweier Spins (Übung 8, Aufgabe 4.): Invariante
Unterräume zu S = 1 und S = 0.

Die Reduktion der inneren Tensorproduktdarstellung in irreduzible Kom-
ponenten heißt Clebsch-Gordan-Zerlegung:

D′ = ⊕µD(µ),

wobei D(µ) irreduzible Darstellungen von G sind.

2.3 Lemmata von Schur, Orthogonalitätsre-

lationen und Kriterien für Irreduzibilität

Fragestellung:

1. Wie erkennt man, ob eine Darstellung irreduzibel ist?

2. Wieviele nichtäquivalente, irreduzible Darstellungen einer (endlichen)
Gruppe G gibt es?

Zur Erinnerung: Eigenschaften linearer Operatoren (als Vorbereitung für
die Lemmata von Schur). Sei L : V → W ein linearer Operator:

• Kern(L) = {x ∈ V |Lx = 0}.

• Bild(L) = {y ∈ W |∃x ∈ V mit y = Lx} = WL.

1. L injektiv ⇔ Kern(L) = {0}.

2. L surjektiv ⇔ Bild(L) = W .

3. L invertierbar ⇔ Kern(L) = {0} ∧ Bild(L) = W .

4. L invertierbar ⇒ dim(W ) = dim(V ).
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Lemma 2.3.1 (Schur) Seien D1 : V1 → V1 und D2 : V2 → V2 zwei irreduzi-
ble Darstellungen von G auf K-VR Vi. Sei L : V1 → V2 ein linearer Operator
mit

LD1(g) = D2(g)L ∀ g ∈ G. (∗)
Dann gilt: Entweder L = 0 oder L invertierbar mit

D2(g) = LD1(g)L−1 ∀ g ∈ G, d. h. D1 und D2 sind äquivalent.

Insbesondere: Für dim(V1) 6= dim(V2) muss L = 0 gelten. Vorsicht: Es gilt
nicht, dass aus dim(V1) = dim(V2) automatisch ein invertierbares L folgt.

Beweis:

1. L = 0 : Triviale Lösung.

2. Sei L 6= 0.

(a) Sei x ∈ Kern(L), d. h. Lx = 0, und g ∈ G beliebig:

0 = D2(g)Lx
(∗)
= L(D1(g)x)⇒ D1(g)x ∈ Kern(L).

⇒ Kern(L) ist invarianter Unterraum von D1.

D1 irreduzibel. ⇒ Kern(L) = {0} oder V1.

L 6= 0. ⇒ Kern(L) = {0}, denn wäre Kern(L) = V1, würden alle
Elemente auf 0 abgebildet und L wäre der Nulloperator.

⇒ L injektiv.

(b) Sei 0 6= y ∈ Bild(L).⇒ ∃ 0 6= x ∈ V1 mit y = Lx :

D2(g)y = D2(g)Lx
(∗)
= LD1(g)x ∈ Bild(L).

⇒ Bild(L) ist invariant bzgl. D2.

D2 irreduzibel. ⇒ Bild(L) = {0} oder V2.

Bild(L) 6= {0}, da L injektiv. ⇒ Bild(L) = V2.

⇒ L surjektiv.

(c) Kombiniere (a) und (b). ⇒ L invertierbar.

Wenn ein linearer Operator mit allen Operatoren einer irreduziblen Dar-
stellung kommutiert, muss es sich dabei um ein Vielfaches der Identität
handeln. Dies ist der Inhalt des folgenden Lemmas.

Lemma 2.3.2 (Schur) Es sei D : V → V eine irreduzible Darstellung von
G auf einem endlichdimensionalen C-Vektorraum V und L : V → V ein
linearer Operator mit

[L,D(g)] = 0 ∀ g ∈ G. (∗)

Dann gilt: L ist Vielfaches der Identität I auf V .
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Beweis:

1. L = 0 trivial.

2. Sei L 6= 0. Wir stellen L durch eine (n, n)-Matrix A dar. Die Suche
nach deren Eigenvektoren führt über

det(A− λ1n×n) = 0

auf das charakteristische Polynom der Matrix A vom Grad n:

PA(λ) = αnλ
n + . . .+ α0, αi ∈ C.

Die Forderung PA(λ) = 0 ist eine algebraische Gleichung vom Grad n,
die laut Fundamentalsatz der Algebra inC genau n Wurzeln hat (Viel-
fachheit der Wurzel mitgezählt). Deshalb hat jeder lineare Operator
auf einem endlichdimensionalen C-VR mindestens einen Eigenvektor
Lx = λx mit x 6= 0 und λ 6= 0 (denn wären alle λi = 0, wäre A die
Nullmatrix):

λ(D(g)x) = D(g)(λx) = D(g)Lx
(∗)
= L(D(g)x).

⇒ D(g)x ist Eigenvektor von L mit Eigenwert λ.

⇒ {x|Lx = λx} invariant bzgl. D.

D irreduzibel. ⇒ {0} ∨ V . {0} ausgeschlossen, da 0 kein Eigenvektor.

⇒ V : Lx = λx ∀ x ∈ V ⇒ L = λI.

Satz 2.3.3 Fundamentale Orthogonalitätsrelation für Matrizen ir-
reduzibler Darstellungen. Es seien D(µ) und D(ν) nichtäquivalente, irre-
duzible, unitäre Darstellungen einer endlichen Gruppe der Ordnung |G| auf
endlichdimensionalen Vektorräumen Vµ und Vν mit Dimensionen nµ und nν
[siehe Satz 2.2.9, außerdem: D†(g) = D−1(g) = D(g−1)]. Dann gilt folgende
Orthogonalitätsrelation:∑

g

D
(µ)
ir (g) D

(ν)∗
js (g)︸ ︷︷ ︸

D
(ν)
sj (g−1)

=
|G|
nµ

δµνδijδrs. (2.2)

∗ Beweis:

1. Schritt: Sei A : Vµ → Vν eine (zunächst) beliebige lineare Abbildung und
B : Vµ → Vν eine weitere lineare Abbildung definiert durch

B :=
∑
g

D(ν)(g)AD(µ)(g−1).

63



Sei h ∈ G beliebig aber fest:

D(ν)(h)B =
∑
g

D(ν)(h)D(ν)(g)AD(µ)(g−1) =
∑
g

D(ν)(hg)AD(µ)(g−1).

Setze hg = g′ ⇒ g = h−1g′ ⇒ g−1 = g′−1h und beachte für eine endliche
Summe

∑
g · · · =

∑
g′ · · · :

=
∑
g′

D(ν)(g′)AD(µ)(g′−1h) =
∑
g′

D(ν)(g′)AD(µ)(g′−1)︸ ︷︷ ︸
B

D(µ)(h) = BD(µ)(h),

d. h.
D(ν)(h)B = BD(µ)(h) ∀ h ∈ G.

Wende die Lemmata von Schur an:

1. Vµ 6= Vν ⇒ B = 0,

2. Vµ = Vν ⇒ B = λI,

oder zusammengefasst:∑
g

D(µ)(g)AD(ν)(g−1) = λ
(µ)
A δµνI.

2. Schritt: Wähle A so, dass alle Einträge gleich Null sind, außer Ars = 1,
d. h. Alm = δlrδms und bezeichne λ

(µ)
A = λ

(µ)
rs . Betrachte den ij-Eintrag:∑

g

D
(µ)
il (g) Alm︸︷︷︸

δlrδms

D
(ν)
mj(g

−1) =
∑
g

D
(µ)
ir (g)D

(ν)
sj (g−1) = λ(µ)

rs δ
µνδij.

3. Schritt: Bestimmung von λ
(µ)
rs . Setze µ = ν, multipliziere mit δij und

summiere über doppelt auftretende Indizes:∑
g

(
D(µ)(g−1)D(µ)(g)

)
sr︸ ︷︷ ︸

Isr = δrs︸ ︷︷ ︸
|G|δrs

= nµλ
(µ)
rs ,

wobei δijδij = nµ. ⇒ λ
(µ)
rs = |G|δrs/nµ und damit die Behauptung.

Definition 2.3.4 Für eine endlichdimensionale DarstellungD : G→ GL(n,C)
der Gruppe G bezeichnet man die durch

χ(g) := Tr(D(g)), g ∈ G,

definierte Spurfunktion χ : G→ C als Charakter von D.
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2.3.5 Äquivalente Darstellungen besitzen dieselben Charaktere.
Begründung: Siehe Übung 9, Aufgabe 2.

Satz 2.3.6 Voraussetzungen wie in 2.3.3. Für Charaktere gilt∑
g

χ(µ)(g)χ(ν)∗(g) = |G|δµν .

Beweis: Starte mit Gl. (2.2),∑
g

D
(µ)
ir (g)D

(ν)
sj (g−1) =

|G|
nµ

δµνδijδrs,

multipliziere mit δirδsj, summiere über doppelt auftretende Indizes und be-
nutze auf der rechten Seite δijδirδsjδrs = δii = nµ:∑

g

D
(µ)
ii (g)D

(ν)
jj (g−1) =

∑
g

χ(µ)(g)χ(ν)(g−1)︸ ︷︷ ︸
χ(ν)(g)∗

= |G|δµν .

Notation 2.3.7 ϕ und χ Charaktere:

<ϕ, χ>:=
1

|G|
∑
g

ϕ(g)χ(g−1) =
1

|G|
∑
g

ϕ(g−1)χ(g) =<χ,ϕ> .

Folgerung 2.3.8 Charaktere nichtäquivalenter, irreduzibler Darstellungen
sind orthonormal:

<χ(µ), χ(ν)>= δµν .

Satz 2.3.9 Voraussetzungen wie in 2.3.3. Seien K1, . . . , Kk die Konjugati-
onsklassen von G mit jeweils ki Elementen. Dann gilt

δµν =
1

|G|

k∑
i=1

kiχ
(µ)
i χ

(ν)∗
i .

Beweis:

• Konjugation zerlegtG in disjunkte ÄquivalenzklassenKi (siehe 1.3.12).

• Seien a, b ∈ Ki mit a = gbg−1:

χ(µ)(a) = χ(µ)(gbg−1) = Tr(D(µ)(gbg−1))

= Tr(D(µ)(g)D(µ)(b)D(µ)(g−1))

= Tr(D(µ)(g−1)D(µ)(g)D(µ)(b))

= Tr(D(µ)(e)D(µ)(b)) = Tr(ID(µ)(b))

= Tr(D(µ)(b)) = χ(µ)(b)

=: χ
(µ)
i .

65



Folgerung 2.3.10 Für die Anzahl r der nichtäquivalenten irreduziblen Dar-
stellungen einer endlichen Gruppe gilt r ≤ k, wobei k die Anzahl der Kon-
jugationsklassen ist.

Begründung: Für ein gegebenes µ bilden die Zahlen χ
(µ)
i

√
ki Komponenten

eines Vektors (ungleich Null, da χ(µ)(e) = nµ) in einem k-dimensionalen
Raum. Diese Vektoren sind laut Satz 2.3.9 orthogonal. ⇒ Anzahl r ortho-
gonaler Vektoren ≤ Dimension k.

Satz 2.3.11 Es gilt sogar das Gleichheitszeichen: r = k.

Ohne Beweis: Siehe M. Hamermesh, Group theory, Kapitel 3-17.

Beispiel 2.3.12 Gruppe D3. |G| = 6. Konjugationsklassen (siehe 1.3.14):
(e), (c) = {c, c2}, (b) = {b, bc, bc2}. D. h. r = 3.

Satz 2.3.13 Sei D eine reduzible Darstellung einer endlichen Gruppe G
der Ordnung |G|. Dann gilt für die Zerlegung in irreduzible Darstellungen:

D = ⊕kν=1aνD
(ν) mit aν =

1

|G|
∑
g

χ(g)χ(ν)(g−1). (2.3)

aν ∈ N0 bezeichnet, wie häufig D(ν) in der Zerlegung vorkommt.

Beweis: Wende 2.2.10 an: Jede reduzible Darstellung einer endlichen Gruppe
ist vollständig reduzibel. Bestimmung der nichtnegativen Koeffizienten aν :
Bilde für festes g die Spur in Gl. (2.3):

χ(g) =
∑
ν

aνχ
(ν)(g).

Multipliziere mit χ(µ)(g−1) und summiere über g:∑
g

χ(µ)(g−1)χ(g) =
∑
ν

aν
∑
g

χ(µ)(g−1)χ(ν)(g)︸ ︷︷ ︸
|G|δµν wegen Satz 2.3.6

= |G|aµ.⇒ Behauptung.

Graphische Illustration:


︸ ︷︷ ︸

D(g)

= S



D(1)(g)
. . .

D(1)(g) ©
. . .

© D(k)(g)
. . .

D(k)(g)


S−1

D(g): (m,m)-Matrix, S invertierbare (m,m)-Matrix,
∑k

ν=1 aνnν = m.
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Satz 2.3.14 Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G|. Die durch

ggi =

|G|∑
j=1

Dji(g)gj, i = 1, . . . , |G|,

definierten (|G|, |G|)-Matrizen D(g) bilden die so genannte reguläre Dar-
stellung von G.
Beweis:

• Wir zeigen zunächst, dass D(g) eine invertierbare, reelle (|G|, |G|)-
Matrix ist.

– Das Produkt ggi bestimmt die Einträge in der i-ten Spalte. Da

ggi = gl

mit einem eindeutigen gl, hat die i-te Spalte in der l-ten Zeile
eine 1 und sonst nur Nullen.

– Für festes g kann gl nur für genau ein gi als Kompositum auftre-
ten. Deshalb folgt auch, dass jede Spalte genau eine 1 und sonst
nur Nullen hat.

– Insbesondere folgt dann mit dem Entwicklungssatz von Laplace,
dass det(D(g)) = ±1.

• Es gilt immer

D(e) =


1

1 ©
. . .

© 1
1

 .

• Wir überprüfen die Homomorphismuseigenschaft. Wir betrachten zunächst

(gg′)gi =

|G|∑
j=1

Dji(gg
′)gj, i = 1, . . . , |G|,

und vergleichen mit

g(g′gi) = g

|G|∑
k=1

Dki(g
′)gk

=

|G|∑
k=1

Dki(g
′)

|G|∑
j=1

Djk(g)gj

=

|G|∑
j=1

|G|∑
k=1

Djk(g)Dki(g
′)gj

=

|G|∑
j=1

(D(g)D(g′))jigj,
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d. h. D(gg′) = D(g)D(g′).

Beispiel 2.3.15 C3 = {e, c, c2}.

D(e) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

c e︸︷︷︸
g1

= c︸︷︷︸
g2

⇒ D21(c) = 1,

c c︸︷︷︸
g2

= c2︸︷︷︸
g3

⇒ D32(c) = 1,

c c2︸︷︷︸
g3

= e︸︷︷︸
g1

⇒ D13(c) = 1,

d. h.

D(c) =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0


und analog

D(c2) =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .

Weitere Beispiele, siehe Übung 9, Aufgabe 5.

Satz 2.3.16 Voraussetzungen wie in 2.3.3. Es gilt∑
ν

n2
ν = |G|. (2.4)

Beweis: Wir betrachten die reguläre Darstellung und zerlegen sie laut Satz
2.3.13 in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen:

D = ⊕νaνD(ν) mit aν =
1

|G|
∑
g

χ(g)χ(ν)(g−1).

Die Dimensionalität der regulären Darstellung ist |G|. Für die Charaktere
gilt

χ(g) =

{
|G| für g = e,
0 sonst.

(Beachte: Ist Dii(g) = 1 für ein festes i, dann gilt g = e und damit Dii(g) =
Dii(e) = 1 für alle i, denn

ggi =

|G|∑
j=1

Dji(g)gj = Dii(g)gi = gi ⇒ g = e.)
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Bestimmung von aν :

aν =
1

|G|
∑
g

|G|δge︸ ︷︷ ︸
χ(g)

χ(ν)(g−1) =
1

|G|
|G|χ(ν)(e)︸ ︷︷ ︸

nν

= nν .

Betrachte nun speziell

χ(e) = |G| =
∑
ν

nν︸︷︷︸
aν

nν︸︷︷︸
χ(ν)(e)

=
∑
ν

n2
ν .

Satz 2.3.17 Frobenius-Kriterium für Irreduzibilität. Eine endlichdi-
mensionale Darstellung einer endlichen Gruppe G der Ordnung |G| mit
Charakter χ ist irreduzibel genau dann, wenn∑

g

χ∗(g)χ(g) = |G|.

Beweis:
”
⇒“: Wende 2.3.6∑

g

χ(µ)(g)χ(ν)∗(g) = |G|δµν

für µ = ν an.

”
⇐“:

D = ⊕µaµD(µ) ⇒ χ(g) =
∑
µ

aµχ
(µ)(g).

⇒ |G| =
∑
g

χ∗(g)χ(g) =
∑
g

∑
µ,ν

aµaνχ
(µ)∗(g)χ(ν)(g)

=
∑
µ,ν

aµaν
∑
g

χ(µ)∗(g)χ(ν)(g)︸ ︷︷ ︸
δµν |G|, wegen 2.3.6

= |G|
∑
µ

a2
µ.

Da aµ ∈ N0, gilt aµ = 1 für genau ein µ und 0 sonst. ⇒ D irreduzibel.

Satz 2.3.18 Vorraussetzungen wie in 2.3.3. Für Charaktere gilt auch die
Orthogonalitätsrelation

ki
|G|

r∑
µ=1

χ
(µ)
i χ

(µ)∗
j = δij,

wobei r die Anzahl der nichtäquivalenten, irreduziblen, unitären Darstellun-
gen bezeichnet und ki die Anzahl der Elemente in der Konjugationsklasse
Ki.

Ohne Beweis: Siehe M. Hamermesh, Group theory, Kapitel 3-17.
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2.4 Konstruktion einer Charaktertabelle

Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G|. Leitfäden zur Konstruktion
der Charaktere irreduzibler Darstellungen:

1. # irred. Darst. r = # Konjugationsklassen k (Satz 2.3.11).

2.
∑

µ n
2
µ = |G| (Satz 2.3.16).

3. 1
|G|
∑k

i=1 kiχ
(µ)
i χ

(ν)∗
i = δµν (Satz 2.3.9).

4. ki
|G|
∑r

µ=1 χ
(µ)
i χ

(µ)∗
j = δij (Satz 2.3.18).

5. Verwende außerdem jede weitere
”
nützliche“ Information.

Beispiel 2.4.1 D3 (siehe 2. von 1.3.14). |G| = 6. k = 3: K1 = {e}, K2 =
{c, c2}, K3 = {b, bc, bc2}.

1. r = 3.

2. n2
1 + n2

2 + n2
3 = 6.

Es existiert immer die triviale Darstellung: D(1)(g) = 1 mit n1 = 1.

⇒ n2
2 + n2

3 = 5 = 12 + 22.

Benutze χ(µ)(e) = nµ.

K1 = {e} K2 = {c, c2} K3 = {b, bc, bc2}
ki 1 2 3

χ(1) 1 1 1
χ(2) 1
χ(3) 2

Spezialfall: Für eine eindimensionale Darstellung gilt χ(g) = D(g) und
deshalb auch

(a) χ(g1g2) = χ(g1)χ(g2),

(b) χ(g) 6= 0.

Damit gilt

χ
(2)
3 = χ(2)(b) = χ(2)(bc) = χ(2)(b)χ(2)(c)⇒ χ(2)(c) = χ

(2)
2 = 1.

(χ(2)(b))2 = χ(2)(b2) = χ(2)(e) = 1⇒ χ
(2)
3 = ±1.

(Die zweite Relation kann man auch weglassen und gleich die Ortho-
gonalität benutzen.)
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3. Orthogonalität von χ(2) zu χ(1): 0 = 1
6
(1 · 1 · 1 + 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · (±1))

⇒ χ
(2)
3 = −1.

K1 K2 K3

χ(1) 1 1 1
χ(2) 1 1 −1
χ(3) 2 α β

Benutze zur Bestimmung von α und β die Orthogonalität in den Zei-
len:

µ = 1, ν = 3 : 0 =
1

6
(1 · 1 · 2 + 2 · 1 · α∗ + 3 · 1 · β∗)

⇔ 2 + 2α∗ + 3β∗ = 0.

µ = 2, ν = 3 : 0 =
1

6
(1 · 1 · 2 + 2 · 1 · α∗ + 3 · (−1) · β∗)

⇔ 2 + 2α∗ − 3β∗ = 0.

Addition liefert 4 + 4α∗ = 0⇒ α∗ = −1 = α.
Einsetzen in erste Gleichung liefert β∗ = 0 = β.

K1 = {e} K2 = {c, c2} K3 = {b, bc, bc2}
χ(1) 1 1 1
χ(2) 1 1 −1
χ(3) 2 −1 0

(2.5)

Konkrete Realisierung der irreduziblen Darstellungen D(µ) von D3 auf R-
Vektorräumen (siehe Übung 9, Aufgabe 6.):

e c c2

D(1) 1 1 1

D(2) 1 1 1

D(3)

(
1 0
0 1

) (
−1

2
−
√

3
2√

3
2
−1

2

) (
−1

2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

)
b bc bc2

D(1) 1 1 1

D(2) −1 −1 −1

D(3)

(
1 0
0 −1

) (
−1

2
−
√

3
2

−
√

3
2

1
2

) (
−1

2

√
3

2√
3

2
1
2

)

Anmerkung: Für C-Vektorräume sind Charaktere im Allgemeinen komplex-
wertige Funktionen. Man kann zeigen, dass für die symmetrischen Gruppen
(und dazu isomorphe Gruppen wie D3

∼= S3) die Werte der Charaktere im-
mer aus Z sind.

Weiteres Beispiel: Siehe Übung 10, Aufgabe 1.
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2.5 Clebsch-Gordan-Zerlegung am Beispiel re-

duzibler Darstellungen der Gruppe D3

Beispiel 2.5.1 Als einfaches Beispiel betrachten wir die Zerlegung der re-
gulären Darstellung D von D3. Hierbei benutzen wir

χ(e) = 6, χ(c) = χ(c2) = χ(b) = χ(bc) = χ(bc2) = 0.

Wir wenden nun Satz 2.3.13 an:

D = a1D
(1) ⊕ a2D

(2) ⊕ a3D
(3)

mit

aν =
1

6

∑
g

χ(g)χ(ν)(g−1) = χ(ν)(e),

d. h.

D = D(1) ⊕D(2) ⊕D(3) ⊕D(3).

Test anhand der Dimensionen: 6 = 1 + 1 + 2 + 2.

Weiteres Beispiel: Siehe Übung 10, Aufgabe 2.

Wir diskutieren noch die Clebsch-Gordan-Zerlegung einer inneren Tensor-
produktdarstellung, da solche Darstellungen in der Theorie zusammenge-
setzter Systeme eine zentrale Rolle spielen.

Beispiel 2.5.2 Gegeben sei eine innere Tensorproduktdarstellung der end-
lichen Gruppe G mit

D
(µ×ν)
ij;i′j′ (g) = D

(µ)
ii′ (g)D

(ν)
jj′ (g).

Der Charakter von D(µ×ν) ergibt sich aus den Einträgen (A = 1, . . . ,m · n)

χ(µ×ν)(g) = D
(µ×ν)
AA (g) = D

(µ)
ii (g)D

(ν)
jj (g) = χ(µ)(g)χ(ν)(g),

d. h. der Charakter einer inneren Tensorproduktdarstellung ist gleich dem
Produkt der Charaktere.

Illustration: i = 1, 2, j = 1, 2:

i = 1, j = 1 : A = 1,

i = 1, j = 2 : A = 2,

i = 2, j = 1 : A = 3,

i = 2, j = 2 : A = 4.
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D
(µ×ν)
AA (g) = D

(µ×ν)
11 (g) + . . .+D

(µ×ν)
44 (g)

= D
(µ×ν)
11;11 (g) +D

(µ×ν)
12;12 (g) +D

(µ×ν)
21;21 (g) +D

(µ×ν)
22;22 (g)

= D
(µ)
11 (g)D

(ν)
11 (g) +D

(µ)
11 (g)D

(ν)
22 (g)

+D
(µ)
22 (g)D

(ν)
11 (g) +D

(µ)
22 (g)D

(ν)
22 (g)

= [D
(µ)
11 (g) +D

(µ)
22 (g)][D

(ν)
11 (g) +D

(ν)
22 (g)]

= D
(µ)
ii (g)D

(ν)
jj (g) = χ(µ)(g)χ(ν)(g).

Die Koeffizienten aσ der Clebsch-Gordan-Zerlegung ergeben sich zusammen
mit Satz 2.3.13:

aσ =< χ(σ), χ(µ)χ(ν) > .

Beispiel 2.5.3 Sei G = D3. Wie lautet z. B. die Zerlegung der inneren
Tensorproduktdarstellung D(3)⊗D(3) in irreduzible Darstellungen von D3?

D(3×3) = D(3) ⊗D(3) = a1D
(1) ⊕ a2D

(2) ⊕ a3D
(3).

Bestimmung der Koeffizienten aσ. Benutze die Charaktertabelle aus Gl.
(2.5):

χ(1) = (1, 1, 1), χ(2) = (1, 1,−1), χ(3) = (2,−1, 0)

und
χ(3)χ(3) = (4, 1, 0).

a1 =< χ(1), χ(3)χ(3) > =
1

6
(1 · 1 · 4 + 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · 0) = 1,

a2 =
1

6
(1 · 1 · 4 + 2 · 1 · 1 + 3 · (−1) · 0) = 1,

a3 =
1

6
(1 · 2 · 4 + 2 · (−1) · 1 + 3 · 0 · 0) = 1,

so dass sich folgende Zerlegung ergibt:

D(3) ⊗D(3) = D(1) ⊕D(2) ⊕D(3).

Weitere Beispiele: Siehe Übung 10, Aufgabe 3.

2.6 Beispiel für eine nichtlineare Realisierung

• H. Georgi, Weak Interactions and Modern Particle Theory, Benja-
min/Cummings, Menlo Park 1984, Kapitel 6.1 und 6.2

• S. Weinberg, Phys. Rev. 166, 1568 (1968)

• S. Coleman, J. Wess, B. Zumino, Phys. Rev. 177, 2239 (1969)
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Wir betrachten als abstrakte Gruppe das externe direkte Produkt G =
SU(N) × SU(N) = {(L,R)|L ∈ SU(N), R ∈ SU(N)} mit N = 2 oder
N = 3. Ferner sei im Folgenden M4 der Minkowski-Raum.

Zunächst definieren wir

M1 :=

{
{Φ : M4 → R

3|φi : M4 → R stetig} für N = 2,
{Φ : M4 → R

8|φi : M4 → R stetig} für N = 3.

In der Praxis benötigen wir restriktivere Anforderungen an die φi, um Euler-
Lagrange-Bewegungsgleichungen aufstellen zu können. M1 bildet einen R-
Vektorraum.
Desweiteren bezeichnen wir mit H̃(N) die Menge aller hermiteschen, spur-
losen (N,N)-Matrizen:

H̃(N) := {A ∈ gl(N,C)︸ ︷︷ ︸
(N,N)-Matrizen mit Werten in C

|A† = A ∧ Tr(A) = 0}.

Mit der Matrizenaddition ist H̃(N) ein R-Vektorraum.
Wir definieren M2 := {φ : M4 → H̃(N)|φ stetig} (Stetigkeit der Ein-

träge). Analog zu 1.4.2 identifizieren wir für N = 2 und N = 3 mit jeder
Funktion aus M1 eine Funktion aus M2,

φ(x) =
3∑
i=1

τiφi(x) =

(
φ3 φ1 − iφ2

φ1 + iφ2 −φ3

)
=:

(
π0

√
2π+

√
2π− −π0

)
,

Pauli-Matrizen: τi = τ †i , Tr(τi) = 0,

φi(x) =
1

2
Tr[τiφ(x)], i = 1, 2, 3,

φ(x) =
8∑

a=1

λaφa(x) =:

 π0 + 1√
3
η

√
2π+

√
2K+

√
2π− −π0 + 1√

3
η
√

2K0

√
2K−

√
2K̄0 − 2√

3
η

 ,

Gell-Mann-Matrizen: λa = λ†a, Tr(λa) = 0,

φa(x) =
1

2
Tr[λaφ(x)], a = 1, · · · , 8.

Ebenso wie M1 bildet M2 mittels Matrizenaddition einen R-Vektorraum.
Schließlich sei

M3 :=

{
U : M4 → SU(N)|U(x) = exp

(
i
φ(x)

F0

)
, φ ∈M2

}
.

M3 ist kein linearer Raum (R- oder C-VR), da die Summe aus zwei SU(N)-
Matrizen keine SU(N)-Matrix ist.

Elemente von SU(3):

U(Θ1, . . . ,Θ8) = exp

(
−i

8∑
a=1

Θa
λa
2

)
, Θa ∈ R.
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Gell-Mann-Matrizen:

λ1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

λ4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =

√
1

3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 .

Eigenschaften:

λa
2

= i
∂U

∂Θa

(0, · · · , 0),

λa = λ†a,

Tr(λaλb) = 2δab,

Tr(λa) = 0.

Vertauschungsrelationen: [
λa
2
,
λb
2

]
= ifabc

λc
2
.

Nichtverschwindende, vollständig antisymmetrische
SU(3)-Strukturkonstanten:

abc 123 147 156 246 257 345 367 458 678

fabc 1 1
2
−1

2
1
2

1
2

1
2
−1

2
1
2

√
3 1

2

√
3

Antivertauschungsrelationen:

{λa, λb} =
4

3
δab1+ 2dabcλc.

Nichtverschwindende, vollständig symmetrische d-Symbole der SU(3):

abc 118 146 157 228 247 256 338 344
dabc

1√
3

1
2

1
2

1√
3

−1
2

1
2

1√
3

1
2

abc 355 366 377 448 558 668 778 888
dabc

1
2
−1

2
−1

2
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1√

3

Beispiel 2.6.1 (Nichtlineare) Realisierung von SU(N) × SU(N) auf
M3. Folgender Homomorphismus bildet eine Operation der Gruppe G auf
M3 (siehe 1.3.1 und Übung 3, Aufgabe 2.):

ϕ : G×M3 →M3 mit ϕ[(L,R), U ](x) := RU(x)L†.

Denn:
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1. RUL† ∈M3, da U ∈M3 und R,L† ∈ SU(N).

2. ϕ[(1N×N ,1N×N), U ](x) = 1N×NU(x)1N×N = U(x).

3. Sei gi = (Li, Ri) ∈ G.⇒ g1g2 = (L1L2, R1R2) ∈ G.

ϕ[g1, ϕ[g2, U ]](x) = ϕ[g1, (R2UL
†
2)](x) = R1R2U(x)L†2L

†
1,

ϕ[g1g2, U ](x) = R1R2U(x)(L1L2)† = R1R2U(x)L†2L
†
1.

In der Physik schreibt man häufig auch einfach

U 7→ U ′ = RUL†.

Man spricht von einer nichtlinearen Realisierung, da M3 kein Vektorraum
ist.

Wenn wir mit φ(x) = 0, d. h. U0 = 1N×N , den Grundzustand (nach
einer spontanen Symmetriebrechung) identifizieren, dann bleibt dieser nur
invariant bzgl. Transformationen ϕ[g = (V, V ), U0] mit V ∈ SU(N).

Beispiel 2.6.2 Darstellung von SU(N). Wenn wir

U = 1N×N + i
φ

F0

− φ2

2F 2
0

+ · · ·

entwickeln, sehen wir, dass die Realisierung eingeschränkt auf die Unter-
gruppe H = {(V, V )|V ∈ SU(N)} ∼= SU(N)

1N×N + i
φ

F0

− φ2

2F 2
0

+ · · · 7→ V (1N×N + i
φ

F0

− φ2

2F 2
0

+ · · · )V †

= 1N×N + i
V φV †

F0

− V φV †V φV †

2F 2
0

+ · · ·

auf M2 3 φ 7→ V φV † ∈M2 führt, denn

(V φV †)† = V φV †, Tr(V φV †) = Tr(φ) = 0.

Nun gehen wir analog zu 1.4.2 vor und untersuchen die Wirkung auf die
Komponenten von Φ ∈M1:

φi =
1

2
Tr(τiφ) 7→ φ′i =

1

2
Tr(τiV φV

†) =
1

2
Tr(τiV τjV

†)φj =: Dij(V )φj

und vollkommen analog für SU(3) (Ersetzung τi → λa). Die Einschränkung
der nichtlinearen Realisierung von G = SU(N)×SU(N) auf die Untergruppe
H ∼= SU(N) induziert eine nichttreue, orthogonale Darstellung von SU(N)
auf M1:

D : H → O(3) [O(8)],

h = (V, V ) 7→ D(V ) mit D(V ) : M1 →M1, φi 7→ φ′i = Dij(V )φj.
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Die Homomorphismuseigenschaft zeigt man wieder am einfachsten über den
Zusammenhang zwischen H̃(N) und RN2−1 (vgl. 1.4.2.5.). Denn sei hi =
(Vi, Vi) ∈ H.⇒ h2h1 = (V2V1, V2V1) ∈ H.

φ 7→ V1φV
†

1 7→ V2(V1φV
†

1 )V †2 = V2V1φV
†

1 V
†

2 = (V2V1)φ(V2V1)†.

Wir zeigen, dass D(V ) eine orthogonale Matrix ist.

Dij(V ) =
1

2
Tr(τiV τjV

†) =
1

2
Tr(τjV

†τiV ) = Dji(V
†)
V † = V −1

= Dji(V
−1)

⇔ D(V ) = DT (V −1)

⇔ DT (V ) = D(V −1)
D Darstellung

= D−1(V ).

D ist nichttreu, da allen V ∈ Z =
{
zn = exp

(
2πni
N

)
1N×N |n = 0, 1, . . . , N − 1

}
(Zentrum von SU(N), siehe 1.3.35) die Identität zugeordnet wird.

Beispiel 2.6.3 Nichtlineare Realisierung der chiralen Symmetrie (SU(3)×
SU(3)). Gesucht sei die Lagrange-Dichte zur Beschreibung der Dynamik
acht pseudoskalarer (Goldstone-) Bosonen. Als dynamische Felder benutzen
wir

U(x) = exp

(
i
φ(x)

F0

)
,

φ(x) =
8∑

a=1

λaφa(x) =

 π0 + 1√
3
η

√
2π+

√
2K+

√
2π− −π0 + 1√

3
η
√

2K0

√
2K−

√
2K̄0 − 2√

3
η

 . (2.6)

Die allgemeinste, chiral invariante Lagrange-Dichte mit der minimalen An-
zahl an Ableitungen lautet

L =
F 2

0

4
Tr
(
∂µU∂

µU †
)
. (2.7)

1. L ist invariant (Gruppeninvariante, siehe 1.3.4) bzgl. U(x) 7→ RU(x)L†,
wobei (L,R) ∈ SU(3)× SU(3). Denn:

L 7→ F 2
0

4
Tr
{
∂µ[RU(x)L†]∂µ[RU(x)L†]†

}
=

F 2
0

4
Tr
{
∂µ[RU(x)L†]∂µ[LU †(x)R†]

}
=

F 2
0

4
Tr

{
R[∂µU(x)] L†L︸︷︷︸

1

[∂µU(x)]R†

}
= L.

2. Die multiplikative Konstante F 2
0 /4 bewirkt, dass der kinetische Anteil

die Standardform
1

2

8∑
a=1

∂µφa∂
µφa

hat (Siehe Übung 10, Aufgabe 4.). Beachte Tr(λaλb) = 2δab.
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3. Physikalische Bedeutung von F0: F0 ≈ 93 MeV ist der Grenzwert der
Pionzerfallskonstante für verschwindende Quarkmassen mu, md und
ms.
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Kapitel 3

Kontinuierliche Gruppen:
Lie-Gruppen und Lie-Algebren

3.1 Lie-Gruppen

Vorbemerkung 3.1.1 Betrachte eine endliche Gruppe G = {g1, . . . , gn}.
Bezeichne die Elemente durch

g(a) := ga,

wobei der Parameter a die Werte 1, 2, . . . , n annehmen kann. Es sei nun
M := {1, . . . , n}. Die Struktur der Gruppe wird durch die Angabe aller
Produkte vollständig beschrieben (z. B. Gruppentafel):

g(a)g(b) = g(c), a, b, c ∈M,

d. h. die Gruppentafel definiert eine Funktion φ : M ×M →M :

c = φ(a; b).

Wir betrachten nun den Übergang von diskreten Parametern a = 1, . . . , n
zu einem Satz kontinuierlicher Parameter.

Definition 3.1.2 Eine Gruppe G heißt kontinuierliche Gruppe in r
Parametern, wenn ihre Elemente von r reellen kontinuierlichen Variablen
abhängen und nicht mehr als r solcher Parameter zur Beschreibung notwen-
dig sind.

Man spricht auch von r wesentlichen Parametern (siehe Diskussion in
Hamermesh, Kapitel 8-3). Bisweilen bezeichnet man r als Dimension der
kontinuierlichen Gruppe G = {g(a)|a = (a1, . . . , ar)}. Die Gruppenmulti-
plikation wird folgendermaßen beschrieben:

g(c) = g(a)g(b), c = φ(a; b),

wobei
φi(a1, . . . , ar; b1, . . . , br), i = 1, . . . , r,
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reelle Funktionen von reellen Parametern sind. Die Gruppenmultiplikation
ordnet einem (geordneten) Paar zweier Punkte der so genannten Gruppen-
mannigfaltigkeit einen Punkt der Gruppenmannigfaltigkeit zu. Wähle a so,
dass a = 0 der Identität entspricht.

Für die folgenden Überlegungen ist der Abstandsbegriff von zentraler
Bedeutung.

Definition 3.1.3 Eine nichtleere Menge M heißt genau dann ein metri-
scher Raum, wenn zwei beliebigen Punkten u, v ∈ M eine reelle Zahl
d(u, v) ≥ 0 zugeordnet ist, so dass für alle u, v, w ∈M gilt:

1. d(u, v) = 0 genau dann, wenn u = v;

2. d(u, v) = d(v, u) (Symmetrie);

3. d(u,w) ≤ d(u, v) + d(v, w) (Dreiecksungleichung).

d(u, v) heißt der Abstand zwischen den beiden Punkten u und v, das Paar
(M,d) wird metrischer Raum genannt.

Für uns relevant:

1. Jede Teilmenge eines metrischen Raums wird bzgl. d(·, ·) auch zu ei-
nem metrischen Raum.

2. Normierte Räume, Hilbert- und Banach-Räume sind metrische Räume:

d(x, y) := ||x− y||.

Satz 3.1.4 zur Charakterisierung wichtiger topologischer Begriffe
durch Konvergenz (ohne Beweis). Es sei N eine Teilmenge eines metri-
schen Raumes M . Dann gilt:

1. un → u für n→∞ genau dann, wenn d(un, u)→ 0 für n→∞.

2. Das Grenzelement einer konvergenten Folge ist eindeutig.

3. N ist genau dann abgeschlossen, wenn aus un → u für n → ∞ und
un ∈ N für alle n stets auch u ∈ N folgt.

4. N ist genau dann relativ kompakt, wenn jede Folge in N eine konver-
gente Teilfolge enthält.

5. N ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in N eine konvergente
Teilfolge enthält, deren Grenzelement zu N gehört.

Die für uns relevante Ersetzung lautet:
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1. Metrischer Raum M →Mn(K) (Menge aller (n, n)-Matrizen über K)
∼= K

n2
; Abstand:

d(A,B) = ||A−B|| =

(
n∑

i,j=1

|aij − bij|2
) 1

2

.

2. Teilmenge N → GL(n,K) (Menge aller invertierbarer (n, n)-Matrizen
über K).

Definition 3.1.5 1. Die Gruppe G sei Teilmenge eines metrischen
Raumes (M,d). Sind die Gruppenoperationen G×G 3 (a, b) 7→ ab ∈
G und G 3 a 7→ a−1 ∈ G stetig bzgl. der Metrik d, so heißt G eine
topologische Gruppe.

2. G heißt kompakt, wenn G als Teilmenge von M kompakt ist.

Beispiele: O(n), U(n).

3. G heißt lokal kompakt, wenn e ∈ G eine relativ kompakte Umgebung
hat.

Beispiel: Lorentz-Gruppe.
Aber: Die Lorentz-Gruppe ist nicht kompakt, da der Abstand zwischen
einer speziellen Transformation und der Identität beliebig groß werden
kann.

Definition 3.1.6 Lie-Gruppe. Sind die Funktionen φi einer kontinuierli-
chen Gruppe in r Parametern analytisch, d. h. jedes φi lässt sich für jedes
a, b in eine konvergente Potenzreihe entwickeln, spricht man von einer r-
Parameter-Lie-Gruppe.

Im Folgenden betrachten wir nur noch Lie-Gruppen.

Beispiele 3.1.7 1. Translation des Rn. n-Parameter-Lie-Gruppe:

T (b) : x′ = x+ b

mit bi ∈ R, i = 1, . . . , n.

ci = φi(a; b) = ai + bi, i = 1, . . . , n.

2. GL(n,C): Allgemeine lineare Gruppe komplexer, regulärer (n, n)-Ma-
trizen. Dimension: 2n2.

3. U(n): Untergruppe der unitären Matrizen von GL(n,C). U ∈ U(n) :
U †U = 1n×n, d. h.:

Spalten orthogonal für i 6= j :
n∑
k=1

U∗kiUkj = 0, (a)

Spalten normiert für i = 1, . . . , n :
n∑
k=1

U∗kiUki = 1. (b)

Anzahl der Bedingungen:
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(a) (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 1 = n(n−1)
2

komplexwertige Bedingungen.

(b) n reellwertige Bedingungen.

⇒ n(n−1)+n = n2 Bedingungen.⇒ 2n2−n2 = n2 reelle Parameter.
U(1): 1, U(2): 4, U(3): 9, usw.

4. O(n,R) =: O(n): Untergruppe der orthogonalen Matrizen von
GL(n,R). R ∈ O(n) : RTR = 1n×n. n(n − 1)/2 reelle Parameter
(siehe Übung 11, Aufgabe 1.). O(2): 1, O(3): 3, O(4): 6, usw.

Für Lie-Gruppen eignet sich
”
Nähe“ im Parameterraum (Gruppenmannig-

faltigkeit) als Kriterium für
”
Nähe“ der Gruppenelemente.

Illustration 3.1.8 Wir betrachten die Gruppe

SO(2) := {A ∈ GL(2,R)|ATA = 12×2 ∧ det(A) = 1}.

Als Skalarprodukt zweier (reeller) Matrizen definieren wir

〈A,B〉 :=
2∑

i,j=1

AijBij.

Dieses induziert die (kanonische) Norm

||A|| :=
√
〈A,A〉

und schließlich den Abstand zweier Matrizen

d(A,B) := ||A−B|| =

[
2∑

i,j=1

(Aij −Bij)
2

] 1
2

.

Wir parametrisieren zwei Elemente A und B aus SO(2) durch ihre Dreh-
winkel α und β

A =

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
, 0 ≤ α < 2π,

B =

(
cos(β) − sin(β)
sin(β) cos(β)

)
, 0 ≤ β < 2π

und betrachten den Abstand

d(A,B) =
{

[cos(α)− cos(β)]2 + [− sin(α) + sin(β)]2

+[sin(α)− sin(β)]2 + [cos(α)− cos(β)]2
} 1

2

=
{

2[cos2(α) + cos2(β) + sin2(α) + sin2(β)

−2 cos(α) cos(β)− 2 sin(α) sin(β)]}
1
2

= 2
√

1− cos(α− β).

Wie erwartet, geht für ein fest vorgebenes α der Abstand zwischen A und
B gegen Null, wenn α→ β.

82



Definition 3.1.9 Es sei I ein Intervall. Eine stetige Abbildung R ⊇ I :
t 7→ g(t) ∈ G heißt Kurve oder Pfad in G.

3.1.10 Damit ist

{g(a(t))|t ∈ I ⊆ R ∧ a(t) stetig}

ein Pfad.

Definition 3.1.11 1. Zwei Elemente g1, g2 ∈ G heißen zusammenhängend,
wenn sie durch einen Pfad verbunden werden können.

2. G heißt zusammenhängend, wenn jedes g ∈ G mit e durch eine stetige
Kurve in G verbunden werden kann.

Beispiel 3.1.12 O(3) ist nicht zusammenhängend.

Beweis durch Widerspruch: Seien g, h ∈ O(3) zusammenhängend mit
det(g) = 1 und det(h) = −1.⇒ ∃ stetiges s : [0, 1]→ O(3) mit s(0) = g und
s(1) = h.⇒ det[s(t)] stetig.⇒ konstant, d. h. det(g)= det(h). Widerspruch
zur Annahme.

Satz 3.1.13 Zusammenhangskomponente des Einselementes einer
Lie-Gruppe G. Sei U = {g(a) ∈ G||ai| < ε, ε > 0}, so dass für g ∈ U ⇒
g−1 ∈ U . (Beachte: U keine Gruppe). Wir definieren die Komplexprodukte
(siehe 1.3.22)

U1 := U, U2 = UU, U3 = UUU, . . . .

Behauptung: G0 = U ∪ U2 ∪ U3 ∪ . . . ist eine Gruppe und wird als Zusam-
menhangskomponente des Einselementes bezeichnet.

Illustration: G0 = U(1) = {eiθ}. U = {eia||a| < ε}.
Beweis:

• G0 ist eine Gruppe:

– Abgeschlossenheit: sk ∈ Uk, sl ∈ U l ⇒ sksl ∈ Uk+l.

– Assoziativität aus G.

– Einselement: e ∈ U .

– Inverses Element: g ∈ G0 ⇒ g = g1g2 . . . gk ∈ Uk für ein k mit
gi ∈ U . ⇒ g−1 = g−1

k . . . g−1
1 , gi ∈ U ⇒ g−1

i ∈ U ⇒ g−1 ∈ Uk.

– Ohne Beweis: G0 hängt nicht von der Wahl von U ab.

• G0 ist zusammenhängend:

Seien g1, g2 ∈ G0. Z. z.: g1 und g2 zusammenhängend. Es genügt zu
zeigen, dass gi und e zusammenhängend sind. Sei g(a) ∈ U ⇒ g(ta) ∈
U für 0 ≤ t ≤ 1. Für jedes g ∈ G0 gilt:

g = g(a)g(b)g(c) . . .

mit g(a), g(b), . . . ∈ U . Pfad s(t) = g(ta)g(tb) . . . verbindet e mit g.
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π

O

P

Abbildung 3.1: Parameterraum zur Beschreibung von SO(3).

Beispiel 3.1.14 G0 = SO(3). Jedes g ∈ G0 lässt sich als Rotation um n̂
mit Drehwinkel θ interpretieren. Betrachte Kugel mit Radius π. Auf der
Kugeloberfläche diametral gegenüberliegende Punkte repräsentieren diesel-
be Drehung: R(n̂, π) = R(−n̂, π). U = {P |OP < ε}.

Beispiele 3.1.15 • Die Translationsgruppe des Rn ist nicht kompakt
aber einfach zusammenhängend.

• O(3) ist kompakt, aber nicht zusammenhängend: O(3) = SO(3) ∪
PSO(3). P Parität.

• U(n): kompakt und zusammenhängend.

• SU(n): kompakt und einfach zusammenhängend.

Begriff: Eine Teilmenge M eines topologischen Raumes heißt genau dann
einfach zusammenhängend, wenn M zusammenhängend ist und sich
jede geschlossene stetige Kurve in M auf einen Punkt zusammenziehen lässt.

Gegenbeispiel: eiφ, φ ∈ [0, 2π], entspricht dem Rand S1 des Einheitskrei-
ses und lässt sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen.

3.2 Invariante Integration

Vorbemerkung 3.2.1 Sei G = {g1, . . . , gn} eine endliche Gruppe. Für
M ⊆ G gilt ∑

g∈M

f(g) =
∑
g∈hM

f(h−1g) =
∑
g∈Mh

f(gh−1).

Jedes g ∈ G geht mit gleichem Gewicht ein. Für G = M gilt:∑
g∈G

f(g) =
n∑
i=1

f(gi) =
n∑
i=1

f(h−1gi) =
∑
g∈G

f(h−1g)

=
n∑
i=1

f(gih
−1) =

∑
g∈G

f(gh−1). (3.1)
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Die Eigenschaft (3.1) wurde im Beweis des Satzes 2.3.3 über die fundamen-
tale Orthogonalitätsrelation für Matrizen irreduzibler Darstellungen ver-
wendet.

• Gesucht: Verallgemeinerung für Lie-Gruppen.

Verknüpfe mit Umgebungen der Elemente g und hg ein linksinvariantes
Maß mit der definierenden Eigenschaft

dµL(g) = dµL(hg), (3.2)

so dass gilt:∫
M

dµL(g)f(g) =

∫
hM

dµL(hg)f(h−1g)
(3.2)
=

∫
hM

dµL(g)f(h−1g).

Für M = G entspricht∫
G

dµL(g)f(g) =

∫
G

dµL(g)f(h−1g)

gerade ∑
g∈G

f(g) =
∑
g∈G

f(h−1g).

(Analog für ein rechtsinvariantes Maß.)

• Konstruktion

Sei g = g(a), M eine Umgebung von g mit dµL(g) = ρL(a)dra, h = g(b)
und g(c) = g(b)g(a) mit c = φ(b; a). Wir fordern

ρL(a)dra = dµL(g)
(3.2)
= dµL(hg) = ρL(c)drc.

• Bestimmung der Dichtefunktion ρL

Sei M eine Umgebung des Einselements mit Volumen da1 . . . dar. Links-
translation von M durch g(b) liefert eine Umgebung M ′ = g(b)M . Wegen
g(b) = g(φ(b; 0)) gilt

db1 . . . dbr = det


∂φ1(b;a)
∂a1

· · · ∂φ1(b;a)
∂ar

...
...

∂φr(b;a)
∂a1

· · · ∂φr(b;a)
∂ar


a=0︸ ︷︷ ︸

JL(b)

da1 . . . dar.

ρL(0) kann beliebig festgelegt werden. Setze

ρL(b) =
ρL(0)

JL(b)
⇒ ρL(b)drb =

ρL(0)

JL(b)
drb︸︷︷︸

JL(b)dra

= ρL(0)dra.
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Anmerkungen 3.2.2 • Konsistenz der Definition: Übergang vom Vo-
lumenelement in der Nähe von beliebigem a zu beliebigem c mittels
b : c = φ(b; a):

Mg(c) = g(b)Mg(a) = g(b)g(a)g−1(a)Mg(a) = g(c)g−1(a)Mg(a).

1. Inverse Transformation zu a: a→ 0.

2. 0→ c.

3. Definition für jeden einzelnen Schritt gültig und damit auch für
das Hintereinanderausführen (siehe Abbildung 3.2).

g(b)

g(c)

A=g(a)
B=g(b)
C=g(c)

I=g(0)

M

(a)

M

M
C

I

A

g(a)g(c)

g(0)
g
-1

Abbildung 3.2: Linkstranslation einer Umgebung MA von g(a) nach einer
Umgebung MC von g(c) (1) in einem Schritt durch g(b) und (2) in zwei
Schritten g−1(a) zu einer Umgebung MI der Identität und anschließend
durch g(c) nach MC .

• Eindeutigkeit bis auf multiplikative Konstante.

• Konstruktion für rechtsinvariantes Maß analog: Sei M eine Umgebung
des Einselementes mit Volumen da1 . . . dar. Rechtstranslation durch
g(b) liefert M ′ = Mg(b), wobei g(b) = g(φ(0; b)).

db1 . . . dbr = det


∂φ1(a;b)
∂a1

· · · ∂φ1(a;b)
∂ar

...
...

∂φr(a;b)
∂a1

· · · ∂φr(a;b)
∂ar


a=0︸ ︷︷ ︸

JR(b)

da1 . . . dar.

86



Setze ρR(b) = ρR(0)
JR(b)

.

•
∫
G
dµL/R(g)f(g) heißt links-/rechtsinvariantes Haar-Integral.

• Im. Allg. sind links- und rechtsinvariante Haar-Integrale verschieden.

• Ohne Beweis:

1. Lie-Gruppe G kompakt ⇔ V =
∫
G
dµL(g) existiert.

2. V :
”
Volumen der Gruppe“.

3. Für kompakte Lie-Gruppen stimmen links- und rechtsinvariantes
Maß überein, d. h.

dµL(g) = dµR(g) = dµ(g).

• In den obigen Betrachtungen sind wir davon ausgegangen, dass a = 0
dem Einselement in der Gruppe entspricht. Sind die Parameter so
gewählt, dass stattdessen a = a0 für das Einselement gilt, so ist in den
obigen Formeln 0 durch a0 und

”
a = 0“ durch

”
a = a0“ zu ersetzen.

(Beispiel: Siehe Übung 11, Aufgabe 3.)

Beispiele 3.2.3 1. x′ = x+ a,
c = φ(a; b) = a+ b,
JL(b) = 1,
V =

∫∞
−∞ db =∞, nicht kompakt.

2. G = U(1) = {eiθ|0 ≤ θ ≤ 2π},
φ(a; b) = a+ b,
dµL(g(θ)) = dθ = dµR(g(θ)),

V =
∫ 2π

0
dθ = 2π, kompakt.

3. Lorentz-Gruppe in 1 + 1 Dimensionen:(
cosh(λ) sinh(λ)
sinh(λ) cosh(λ)

)
, −∞ < λ <∞.

g(λ2)g(λ1) = g(λ2 + λ1),
φ(λ2;λ1) = λ2 + λ1,
(∂φ(λ2;λ1)/∂λ1)λ1=0 = 1,
V =

∫∞
−∞ dλ =∞, nicht kompakt.

4. (Ohne Beweis) Invariante Integration für SO(3):

Wir beschreiben R ∈ SO(3) durch Euler-Winkel,

R(α, β, γ) = R3(α)R2(β)R3(γ).

Dann gilt:
dµL(R) = dα sin(β)dβdγ = dµR(R),

⇒ V =

∫ 2π

0

dα

∫ π

0

sin(β)dβ

∫ 2π

0

dγ = 8π2.
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Vorbemerkung: Im Folgenden sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Wir be-
trachten stetige, endlichdimensionale Darstellungen Γ = {D(g)}, d. h. jedes
Dij(g) ist stetig in g, g stetig in a. Der Beweis der folgenden Sätze erfordert
die Ersetzungen ∑

g

→
∫
G

dµ(g), |G| → V

in Kapitel 2.3.

Satz 3.2.4 1. 2.2.8 - 2.2.10: Jede endlichdimensionale Darstellung einer
kompakten Lie-Gruppe ist äquivalent zu einer unitären Darstellung.
Sie kann daher vollständig in eine direkte Summe irreduzibler Dar-
stellungen zerlegt werden.

2. 2.3.3: Seien Γ(α) = {D(α)(g)} nichtäquivalente, irreduzible, unitäre,
endlichdimensionale Darstellungen mit Dimension nα. Dann gilt∫

G

dµ(g)D
(α)
ir (g)D

(β)∗
js (g) =

V

nα
δαβδijδrs.

3. 2.3.6: Sei χ(α) Charakter von Γ(α):∫
G

dµ(g)χ(α)(g)χ(β)∗(g) = V δαβ.

4. 2.3.13: Sei Γ = ⊕αfαΓ(α), wobei fα die Multiplizität von Γ(α) in Γ
bezeichnet. Dann gilt

fα =
1

V

∫
G

dµ(g)χ(α)∗(g)χ(g),

wobei χ der Charakter von Γ ist.

5. 2.3.17: Frobenius-Kriterium für Irreduzibilität:

Eine endlichdimensionale Darstellung Γ mit Charakter χ ist irreduzi-
bel genau dann, wenn

∫
G
dµ(g)χ∗(g)χ(g) = V .

Beispiel 3.2.5 G = U(1) = {exp(iθ)|0 ≤ θ ≤ 2π}. Die Abbildung exp(iθ) 7→
D(n)(θ) = exp(inθ) definiert für jedes n ∈ Z eine irreduzible Darstellung
Γ(n). dµ = dθ, V = 2π.∫ 2π

0

dθD(m)(θ)D(n)∗(θ) =

∫ 2π

0

dθei(m−n)θ = 2πδmn.

Wir betrachten zur Illustration

Γ =

(
Γ(k) 0

0 Γ(m)

)
= Γ(k) ⊕ Γ(m),

D(θ) =

(
eikθ 0
0 eimθ

)
,

χ(θ) = eikθ + eimθ,

fn =
1

2π

∫ 2π

0

dθe−inθ(eikθ + eimθ) = δnk + δnm.
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Beispiel 3.2.6 Gegeben seien die irreduziblen Darstellungen der SO(3) aus
Beispiel 2.1.2:

D
(l)
mm′(α, β, γ) = 〈l,m|R(α, β, γ)|l,m′〉∗,
R(α, β, γ) = exp(−iαlz) exp(−iβly) exp(−iγlz),

mit

l = 0, 1, . . . ,

m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l,

m′ = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l.

Diese erfüllen die Orthogonalitätsrelation∫ 2π

0

dα

∫ π

0

sin(β)dβ

∫ 2π

0

dγ D
(l1)∗
m1m′1

(α, β, γ)D
(l2)

m2m′2
(α, β, γ) =

8π2

2l1 + 1
δl1l2δm1m2δm′1m′2 .

3.3 Lie-Algebren

Definition 3.3.1 Eine Algebra A ist ein K-Vektorraum, der abgeschlos-
sen bzgl. einer bilinearen Multiplikation ist:

x, y ∈ A, x · y := xy ∈ A
(αx+ βy)z = αxz + βyz,

x(αy + βz) = αxy + βxz, ∀ α, β ∈ K, ∀ x, y, z ∈ A.

Beispiele 3.3.2 1. Matrizenalgebra in n Dimensionen (assoziative Al-
gebra: (AB)C = A(BC)).

2. Drehimpulsalgebra {
∑3

i=1 ξiJi|ξi ∈ C} mit Produkt J · J ′ := [J, J ′],
wobei

[Ji, Jj] = iεijkJk.

Das Produkt ist nicht assoziativ (siehe Übung 11, Aufgabe 6.):

[Ji, [Jj, Jk]] 6= [[Ji, Jj], Jk].

Definition 3.3.3 Eine Lie-Algebra L hat die zusätzlichen Eigenschaften

Antikommutativität: L · L′ = −L′ · L,
Jacobi-Identität: J · (K · L) +K · (L · J) + L · (J ·K) = 0.

Üblicherweise verwendet man für das Lie-Produkt die Klammerschreibweise
[L,L′].
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• K = R: Reelle Lie-Algebra.

• K = C: Komplexe Lie-Algebra.

• Jede komplexe Lie-Algebra ist gleichzeitig auch eine reelle Lie-Algebra.
(JederC-Vektorraum ist auch einR-Vektorraum, daC den Teilkörper
R enthält.)

Definition 3.3.4 Es sei L eine Lie-Algebra mit Basis {Lα}. Wegen [L,L′] ∈
L gilt

[Lα, Lβ] = CαβγLγ,

wobei Cαβγ als Strukturkonstanten der Lie-Algebra in der entsprechenden
Basis bezeichnet werden.

Die Strukturkonstanten erfüllen (siehe Übung 12, Aufgabe 1.)

• Cαβγ = −Cβαγ,

• CβγµCαµδ + CγαµCβµδ + CαβµCγµδ = 0.

Definition 3.3.5 Es sei L eine Lie-Algebra überK und V einK-VR. Unter
einer Darstellung Ψ von L verstehen wir einen Morphismus

Ψ : L → gl(V,K),

d. h. jedem Element A der Lie-Algebra L wird ein linearer Operator Ψ(A) :
V → V zugeordnet mit folgenden Eigenschaften:

Ψ(αA+ βB) = αΨ(A) + βΨ(B),

Ψ([A,B]) = [Ψ(A),Ψ(B)].

Ψ heißt genau dann treu, wenn Ψ injektiv ist. Die Dimension des VR,
dim(V ), wird als Dimension der Darstellung bezeichnet.

Definition 3.3.6 Die Begriffe
”
äquivalent“,

”
vollständig reduzibel“ und

”
irreduzibel“ werden analog wie für Gruppen definiert (siehe 2.2.1, 2.2.6,

2.2.7).

Definition 3.3.7 Sei L eine Lie-Algebra mit Basis {Lα} und Ψ eine Dar-
stellung. Ein Polynom in den Ψ(Lα), das mit allen Ψ(L), L ∈ L, vertauscht,
wird als Casimir-Operator bezeichnet.

Beispiel 3.3.8 Drehimpulsoperatoren [Li, Lj] = iεijkLk, ~L
2 =

∑3
i=1 LiLi.

Definition 3.3.9 Als Rang einer Lie-Algebra L bezeichnet man die maxi-
male Anzahl linear unabhängiger Elemente von L, die miteinander vertau-
schen. Beispiel: n−1 für su(n).
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3.4 Zusammenhang zwischen Lie-Gruppen und

Lie-Algebren

Im Folgenden betrachten wir die so genannten klassischen (Matrix-) Grup-
pen (auch klassische Lie-Gruppen genannt).

Vorbemerkung 3.4.1 Es seiK = R oderC. Betrachte einen n-dimensiona-
len K-VR Vn mit Basis

B = {e1, . . . , en}.

Die so genannten allgemeinen linearen Gruppen GL(n,R) und GL(n,C) der
regulären (n, n)-Matrizen überR oderC lassen sich (aktiv) als invertierbare,
lineare Abbildungen auf dem zugrundeliegenden VR interpretieren:

Aei = Ajiej.

(Aji ist der Entwicklungskoeffizient des Bildes Aei von ei nach den Basis-
vektoren.) Interpretiere Aji als Eintrag in der j-ten Zeile und i-ten Spalte
einer invertierbaren (n, n)-Matrix.

Für

Vn 3 x = xiei

gilt

y = Ax = xiAei = xiAjiej =: yjej,

d. h. für die Komponenten

yj = Ajixi.

Da man die Bilder Aei auch als neue Basisvektoren interpretieren kann,

fi = Aei,

gilt auch

Ax = xiAei = xifi.

Zusammengefasst:

fi = ejAji,

yj = Ajixi.

Die anderen klassischen Gruppen ergeben sich als Untergruppen mittels
weiterer Anforderungen.

Beispiele:

• GL+(n,R): det(A) > 0 (Zusammenhangskomponente des Einsele-
ments in GL(n,R)).
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• Die speziellen linearen Gruppen SL(n,R) und SL(n,C) beinhalten die
zusätzliche Forderung det(A) = 1.

• SL1(n,C): det(A) ∈ R.

• SL2(n,C): |det(A)| = 1.

Satz 3.4.2 (Ohne Beweis:) Wir betrachten die klassischen Lie-Gruppen
G bezüglich des Matrizenprodukts AB mit den zugehörigen reellen Lie-
Algebren LG bezüglich der Klammeroperation [C,D] := CD −DC. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

1. Exponentialabbildung: Für alle C ∈ LG gilt

exp(C) ∈ G.

2. Tangentialraum im Einselement I von G:

Ist A = A(t) eine stetig differenzierbare Kurve in G, die durch das
Einselement I geht∗, dann gilt

A′(0) ∈ LG.

∗: t → A(t) ist eine C1-Abbildung, d. h. jedes Matrixelement ist als
Funktion von t stetig differenzierbar, mit A(t) ∈ G ∀ t ∈ [−ε, ε] bei
festem ε > 0 und A(0) = I.

Umgekehrt existiert zu jeder Matrix C ∈ LG eine derartige Kurve,
nämlich

A(t) = exp(tC) (Taylor-Reihenentwicklung + Differentiation).

3. Zusammenhang zwischen Gruppenmultiplikation und Lie-Produkt:

Für alle C,D ∈ LG und t ∈ R gilt (siehe Übung 12, Aufgabe 5.)

exp(tC) exp(tD) exp(−tC) exp(−tD) = I + t2[C,D] +O(t3), t→ 0.

4. G ist eine d-dimensionale (siehe Tabelle) reelle C∞-Mannigfaltigkeit,
und LG ist der Tangentialraum von G im Punkt I (Einselement von
G). Die Dimension der Lie-Algebra entspricht der Dimension der Lie-
Gruppe.

5. Durch die Exponentialabbildung C 7→ exp(C) wird eine Nullumge-
bung der Lie-Algebra LG C∞-diffeomorph auf eine Umgebung der
Eins der Lie-Gruppe G abgebildet.

Satz 3.4.3 (Ohne Beweis:) Für die klassischen Lie-Gruppen gilt:
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1. Stimmen zwei Lie-Gruppen in einer gewissen Umgebung des Einsele-
mentes überein, dann besitzen sie die gleichen Lie-Algebren.

Beispiel: SO(3) und O(3).

2. Ist die Lie-Gruppe G zusammenhängend, dann erhält man G aus der
Lie-Algebra LG durch die Bildung aller endlichen Produkte der Form

exp(C1) exp(C2) . . . exp(Ck), C1, C2, . . . , Ck ∈ LG.

Im Spezialfall G = SO(n),U(n), SU(n) kann man k = 1 wählen.

3. Ist G nicht zusammenhängend, dann ergibt die Konstruktion aus 2.
die Zusammenhangskomponente des Einselementes von G.

Die Gleichheit der Lie-Algebren bedeutet somit Gleichheit der Zusammen-
hangskomponenten des Einselementes der entsprechenden Lie-Gruppen.
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Kapitel 4

Die Gruppen SO(3) und SU(2)

4.1 Beispiel: Drehgruppe SO(3)

Um den engen Zusammenhang zwischen einer Lie-Gruppe und ihrer Lie-
Algebra zu verstehen, diskutieren wir als Beispiel die Gruppe SO(3):

SO(3) :=
{
A ∈ GL(3,R)|ATA = AAT = 13×3, det(A) = 1

}
.

Wir betrachten ein kartesisches Koordinatensystem im R
3 mit einer Or-

thonormalbasis {e1, e2, e3} und interpretieren die Elemente von SO(3) als
Transformationen x′ = Ax des R3. Wir untersuchen Drehungen Rj(ϕ) um
die ej-Achse mit Drehwinkeln ϕ:

R1(ϕ) =

 1 0 0
0 cos(ϕ) − sin(ϕ)
0 sin(ϕ) cos(ϕ)

 ,

R2(ϕ) =

 cos(ϕ) 0 sin(ϕ)
0 1 0

− sin(ϕ) 0 cos(ϕ)

 ,

R3(ϕ) =

 cos(ϕ) − sin(ϕ) 0
sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1

 .

Entwickle für kleine ϕ (Linearisierung):

Rj(ϕ) = 13×3 + ϕTj +O(ϕ2),

T1 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ,

T2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 ,

T3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .
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Die Tj bilden eine Basis der reellen Lie-Algebra so(3) der Lie-Gruppe SO(3):

so(3) = {φjTj|φj ∈ R}.

Wir definieren gl(n,K) als Menge aller (n, n)-Matrizen mit Werten in K.
Dann ist so(3) gleich der Menge aller reellen, schiefsymmetrischen (3, 3)-
Matrizen:

so(3) = {B ∈ gl(3,R)|BT = −B}.
Wegen

exp(B) = 13×3 +B +R(B)

mit
R(B)

||B||
→ 0 für ||B|| → 0

wird B ∈ so(3) auch als infinitesimale Drehung bezeichnet.

R(B) =
∞∑
k=2

Bk

k!

||R(B)||
||B||

=
||
∑∞

k=2
Bk

k!
||

||B||
≤

∞∑
k=2

||B||k−1

k!
= ||B||

∞∑
k=0

||B||k

(k + 2)!

→ 0 für ||B|| → 0.

Vertauschungsrelationen: 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

−
 0 0 1

0 0 0
−1 0 0

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 =

 0 0 0
1 0 0
0 0 0

−
 0 1 0

0 0 0
0 0 0

 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

d. h.
[T1, T2] = T3 und zyklisch.

In der Physik benutzt man Xj = iTj, so dass

[Xi, Xj] = iCijkXk mit Cijk = εijk.

• Cijk: Strukturkonstanten der Lie-Algebra so(3) (abhängig von der
Wahl der Basis).

Alle Drehungen A ∈ SO(3) erhält man durch (siehe Satz 3.4.3, Unterpunkt
2.)

A = exp(B) mitB ∈ so(3), d. h. B =
3∑
j=1

φjTj = −i
3∑
j=1

φjXj, φj ∈ R.

Diese Abbildung ist surjektiv, z. B. φ1 = φ2 = 0, 2π-periodisch in φ3.
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Abbildung 4.1:

• Geometrische Herleitung der Vertauschungsrelationen

Betrachte die Konjugation (siehe 1.3.14, 3.)

S(θ)Rn̂(ϕ)S−1(θ) = Rn̂′(ϕ)

mit infinitesimalem ϕ. Konjugation entspricht Drehung um n̂′-Achse mit
demselben Drehwinkel, wobei n̂′ = S(θ)n̂.

Sei n̂ = ê1 und S(θ) Drehung um x3-Achse, S3(θ) = exp(−iθX3) (siehe
Abbildung 4.1). Für die gedrehte Achse gilt:

n̂′ = cos(θ)ê1 + sin(θ)ê2 ⇒ n̂′ · ~X = cos(θ)X1 + sin(θ)X2

und damit

e−iθX3 [13×3− iϕX1 +O(ϕ2)]eiθX3 = 13×3− iϕ[cos(θ)X1 + sin(θ)X2] +O(ϕ2)

oder durch Vergleich der in ϕ linearen Terme

e−iθX3X1e
iθX3 = cos(θ)X1 + sin(θ)X2.

Bilde d/dθ für θ = 0:

−i[X3, X1] =
(
−ie−iθX3 [X3, X1]eiθX3

)
θ=0

= (− sin(θ)X1 + cos(θ)X2)θ=0 = X2.

Die anderen Vertauschungsrelationen erhält man analog mit

1. n̂ = ê2 und S = S3(θ);

2. n̂ = ê1 und S = S2(θ) = exp(−iθX2).
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4.2 Irreduzible Darstellungen, Charaktere und

Clebsch-Gordan-Zerlegung

4.2.1 Irreduzible Darstellungen

Nach Abschnitt 3.4 ergeben sich endliche Drehungen mit Hilfe der Expo-
nentialfunktion. Deshalb wird das Auffinden irreduzibler Darstellungen der
Gruppe SO(3) auf das Auffinden irreduzibler Darstellungen der Algebra
zurückgeführt. Beachte: A blockdiagonal ⇒ An blockdiagonal für n ≥ 0 ⇒
exp(A) blockdiagonal.
Gesucht: Irreduzible Matrizen, die die Drehimpulsalgebra

[Ji, Jj] = iεijkJk

erfüllen.
Lösung: Standardproblem aus der QM

Ψ
(j)
m′m(J3) = 〈j,m′|J3|j,m〉 = mδm′m,

〈j,m′|J+|j,m〉 =
√

(j −m)(j +m+ 1)δm′,m+1,

〈j,m′|J−|j,m〉 =
√

(j +m)(j −m+ 1)δm′,m−1,

mit J± = J1 ± iJ2. Für ein gegebenes j gilt m = −j,−j + 1, . . . , j, d. h.
Darstellung durch [(2j + 1), (2j + 1)]-Matrizen.

• 2j + 1: Multiplizität oder Dimensionalität der Darstellung.

• j = 0: Triviale (nichttreue) Darstellung von SO(3) und SU(2).

• j = 1, 2, . . .: Treue Darstellungen von SO(3), nichttreue Darstellungen
von SU(2).

• j = 1
2
, 3

2
, . . .: Treue Darstellungen von SU(2).

• ∗ Algebraische Ableitung der Drehimpulseigenwerte
(siehe z. B. G. Grawert, Quantenmechanik, Akademische Verlagsge-
sellschaft, Wiesbaden 1977, Kapitel 9.1, H. F. Jones, Groups, Repre-
sentations and Physics, Adam Hilger, Bristol 1990, Anhang B)

Gegeben sei ein Hilbert-Raum mit drei hermiteschen Operatoren Ji, die
die Vertauschungsrelationen

[Ji, Jj] = iεijkJk (4.1)

erfüllen. Mit den Definitionen

~J 2 := JiJi, J± := J1 ± iJ2
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ergeben sich folgende Beziehungen:

[ ~J 2, Jj] = [JiJi, Jj] = Ji[Ji, Jj] + [Ji, Jj]Ji = JiiεijkJk + iεijkJkJi

= iεijkJiJk − iεijkJiJk = 0, ⇒ [ ~J 2, J±] = 0, (4.2)

[J3, J±] = [J3, J1 ± iJ2] = iJ2 ± J1 = ±J±, (4.3)

[J+, J−] = [J1 + iJ2, J1 − iJ2] = 2J3, (4.4)

~J 2 =
1

2
(J+J− + J−J+) + J2

3 = J+J− −
1

2
[J+, J−] + J2

3

= J+J− − J3 + J2
3 (4.5)

= J−J+ −
1

2
[J−, J+] + J2

3 = J−J+ + J3 + J2
3 . (4.6)

• 1. Schritt: Da vertauschbare Operatoren denselben Satz von Eigen-
zuständen besitzen, wollen wir J3 und ~J 2 simultan diagonalisieren.
Wir bezeichnen die entsprechenden Eigenzustände zunächst mit |λ, µ〉:

J3|λ, µ〉 = µ|λ, µ〉, (4.7)

~J 2|λ, µ〉 = λ|λ, µ〉, (4.8)

mit reellen µ und λ, da ~J 2 und J3 hermitesch sind.

Satz 1: SeienA undB lineare Operatoren mitA|a〉 = a|a〉 und [A,B] = αB.
Dann gilt: B|a〉 ist Eigenzustand zu A mit Eigenwert a+ α, falls B|a〉 6= 0.
Denn:

A(B|a〉) = (AB)|a〉 = (BA+ [A,B])|a〉 = BA|a〉+ αB|a〉
= (a+ α)(B|a〉).

• 2. Schritt: Konstruktion weiterer Zustände durch Anwendung von Satz
1 mit Hilfe von Gl. (4.2) und (4.3) liefert:

~J 2(J±|λ, µ〉) = λ(J±|λ, µ〉),
J3(J±|λ, µ〉) = (µ± 1)(J±|λ, µ〉),

falls J±|λ, µ〉 6= 0. J± ist Auf- bzw. Absteigeoperator für J3. Die Ei-
genwerte von J3 sind in Abständen von 1 angeordnet.

Satz 2: Sei A ein hermitescher Operator. Dann gilt 〈ψ|A2|ψ〉 ≥ 0 für einen
beliebigen normierten Zustand. Denn: Entwickle einen allgemeinen Zustand
nach Eigenzuständen eines vollständigen Satzes vertauschbarer hermite-
scher Operatoren, von denen A einer sei:

|ψ〉 =
∑
α,β

Cαβ|α, β〉 mit A|α, β〉 = λα|α, β〉, λα ∈ R,

wobei β kollektiv für die restlichen zur vollständigen Bezeichnung notwen-
digen Eigenwerte steht.

〈ψ|A2|ψ〉 =
∑
α,β

∑
α′,β′

C∗αβCα′β′ 〈α, β|A2|α′, β′〉︸ ︷︷ ︸
λ2
α′〈α, β|α′, β′〉

=
∑
α,β

|Cαβ|2λ2
α ≥ 0.
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• 3. Schritt: Zusammenhang zwischen λ und einem maximalen Eigen-
wert j von J3. Gegeben sei ein Eigenzustand |λ, µ〉 zu ~J 2 und J3. Mit
Hilfe von Satz 2 gilt

0 ≤ λ = 〈λ, µ| ~J 2|λ, µ〉 = 〈λ, µ|J2
1 + J2

2 + µ2|λ, µ〉 ≥ µ2.

Wenden wir nun J+ auf |λ, µ〉 an und normieren das Resultat, finden
wir analog

λ ≥ (µ+ 1)2

oder nach n-maliger Wiederholung

λ ≥ (µ+ n)2,

was für genügend großes n auf einen Widerspruch führt. Deshalb neh-
men wir an, dass für ein µmax =: j

J+|λ, j〉 = 0

gilt. Mit Hilfe von Gl. (4.6) finden wir für diesen Zustand

λ|λ, j〉 = ~J 2|λ, j〉 = [J−J+ + J3(J3 + 1)]|λ, j〉 = j(j + 1)|λ, j〉,

d. h. λ = j(j + 1). Für die Eigenvektoren schreiben wir im Folgen-
den |j,m〉, benutzen also insbesondere die Quantenzahl j statt des
Eigenwertes j(j + 1) zur Charakterisierung.

• 4. Schritt: Existenz eines minimalen Eigenwertes −j zu J3. Gegeben
sei |j, j〉. Wende nun J− an, normiere das Resultat und gehe wie oben
vor:⇒ j(j+ 1) ≥ (j− 1)2 und nach n-maliger Anwendung j(j+ 1) ≥
(j−n)2 = (n− j)2, was für genügend großes n auf einen Widerspruch
führt. ⇒ ∃µmin mit

J−|j, µmin〉 = 0.

Mit Hilfe von Gl. (4.5) gilt

j(j + 1)|j, µmin〉 = ~J 2|j, µmin〉 = [J+J− + J3(J3 − 1)]|j, µmin〉
= µmin(µmin − 1)|j, µmin〉

mit den Lösungen µmin = −j und µmin = j + 1, wobei die zweite
wegen µmax = j verworfen werden kann.

• 5. Schritt: Welche Werte für j sind möglich? Für ein gegebenes j
reicht das Spektrum von J3 von −j bis j in ganzzahligen Schritten.
Die Anzahl der Eigenwerte 2j + 1 entspricht der Multiplizität bzw.
Dimensionalität der Darstellung, muss also eine positive natürliche
Zahl sein. ⇒

j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . . .
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• 6. Schritt: Festlegung der relativen Phasen der Zustände eines Multi-
pletts. Betrachte die Norm

‖J±|j,m〉‖2 = 〈j,m|J†±J±|j,m〉 = 〈j,m|J∓J±|j,m〉.

Benutze Gl. (4.5) und (4.6)

J∓J± = ~J 2 − J2
3 ∓ J3 ⇒

‖J±|j,m〉 ‖2 = 〈j,m|( ~J 2 − J2
3 ∓ J3)|j,m〉 = j(j + 1)−m(m± 1)

= (j ∓m)(j ±m+ 1).

Wir benutzen die Phasenkonvention

J±|j,m〉 =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)|j,m± 1〉
=

√
j(j + 1)−m(m± 1)|j,m± 1〉.

4.2.2 Charaktere

Betrachte eine (2j + 1)-dimensionale Darstellung von J3:

Ψ(j)(J3) = diag(j, j − 1, . . . ,−j + 1,−j).

Sei A = diag(A1, . . . , An). ⇒ Ak = diag(Ak1, . . . , A
k
n), k ∈ N (Beweis durch

Induktion). Damit gilt

D
(j)
3 (ϕ) = exp[−iϕΨ(j)(J3)] = diag(e−ijϕ, e−i(j−1)ϕ, . . . , ei(j−1)ϕ, eijϕ).

Berechne den Charakter:

χ(j)(ϕ) = Tr[D
(j)
3 (ϕ)] = e−ijϕ + . . .+ eijϕ = e−ijϕ(1 + eiϕ + . . .+ ei2jϕ).

Setze
x := eiϕ

und verwende die endliche geometrische Reihe

1 + x+ x2 + . . .+ xn−1 =
xn − 1

x− 1

mit n = 2j + 1:

χ(j)(ϕ) = e−ijϕ︸ ︷︷ ︸
e−i(j+

1
2 )ϕ

e−i
1
2ϕ

ei(2j+1)ϕ − 1

eiϕ − 1
=
ei(j+

1
2

)ϕ − e−i(j+ 1
2

)ϕ

ei
ϕ
2 − e−iϕ2

=
sin
[(
j + 1

2

)
ϕ
]

sin
(

1
2
ϕ
) .

(4.9)
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Da Drehungen um verschiedene Achsen mit demselben Drehwinkel konju-
giert sind (siehe Übung 5, Aufgabe 3.) und Tr(BAB−1) = Tr(A), gilt Gl.
(4.9) für jede Drehung mit Drehwinkel ϕ.

Als Anwendung von 3.2.4 betrachten wir die Orthogonalität von Cha-
rakteren. Wir benötigen die Verallgemeinerung von

1

|G|
∑
g

bzw.
1

|G|
∑
i

ki.

Ohne Beweis (siehe H. F. Jones, Groups, Representations and Physics, An-
hang C): Charakterisiere R(g) durch Drehwinkel ϕ und Winkel φ und θ für
Drehachse (dies ist nicht die Parametrisierung durch Euler-Winkel!). Dann
gilt

1

|G|
∑
g

→ 1

8π2

∫ 2π

0

dϕ 2 sin2

(
1

2
ϕ

)∫ 1

−1

d(cos(θ))

∫ 2π

0

dφ

und
1

|G|
∑
i

ki →
1

2π

∫ 2π

0

dϕ 2 sin2

(
1

2
ϕ

)
︸ ︷︷ ︸
1− cos(ϕ)

,

wobei wir über Konjugationsklassen summieren bzw. integrieren:

〈χ(i), χ(j)〉 =
1

2π

∫ 2π

0

dϕ 2 sin2

(
1

2
ϕ

)
sin[(i+ 1

2
)ϕ] sin[(j + 1

2
)ϕ]

sin2(1
2
ϕ)

.

Verwende das Additionstheorem 2 sin(a) sin(b) = cos(a− b)− cos(a+ b):

· · · = 1

2π

∫ 2π

0

dϕ{cos[(i− j)ϕ]− cos[(i+ j + 1)︸ ︷︷ ︸
≥ 1

ϕ]} = δij.

4.2.3 Clebsch-Gordan-Zerlegung

Satz 4.2.1 Für das innere Tensorprodukt zweier irreduzibler Darstellungen
von SO(3) (bzw. SU(2)) gilt die Clebsch-Gordan-Zerlegung:

D(j1) ⊗D(j2) =

j1+j2⊕
j=|j1−j2|

D(j).

Beweis (analog zu Übung 10, Aufgabe 3.): O. B. d. A. sei j1 ≥ j2.

χ(j1)(ϕ)χ(j2)(ϕ) =
ei(j1+ 1

2
)ϕ − e−i(j1+ 1

2
)ϕ

2i sin
(

1
2
ϕ
) j2∑

m=−j2

eimϕ

=
1

2i sin
(

1
2
ϕ
) j2∑
m=−j2

(
ei(j1+m+ 1

2
)ϕ − e−i(j1−m+ 1

2
)ϕ
)
.
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Wende
j2∑

m=−j2

f(m) =

j2∑
m=−j2

f(−m)

in der zweiten Summe an:

· · · = 1

2i sin
(

1
2
ϕ
) j2∑
m=−j2

(
ei(j1+m+ 1

2
)ϕ − e−i(j1+m+ 1

2
)ϕ
)
.

Umbenennung

j := j1 +m⇒ m = −j2 → j = j1 − j2, m = j2 → j = j1 + j2

liefert

· · · = 1

2i sin
(

1
2
ϕ
) j1+j2∑
j=j1−j2

(
ei(j+

1
2

)ϕ − e−i(j+
1
2

)ϕ
)

=

j1+j2∑
j=j1−j2

χ(j)(ϕ).

Anwenden von Satz 3.2.4, 4. + 3. ⇒ Behauptung.

4.3 Clebsch-Gordan-Koeffizienten und Wigner-

Eckart-Theorem

Literatur:

• A. Lindner, Drehimpulse in der Quantenmechanik, Teubner, Stuttgart
1984

• A. R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics, Prince-
ton University Press, Princeton 1985

Betrachte die innere Tensorproduktdarstellung

D(j1×j2)(g) = D(j1)(g)⊗D(j2)(g) = D(|j1−j2|)(g)⊕ . . .⊕D(j1+j2)(g)

für g ∈ SO(3) bzw. SU(2). Die Vektoren des direkten Produktraums sind
von der Form

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

am1m2 |j1,m1〉 ⊗ |j2,m2〉︸ ︷︷ ︸
Physiknotation |j1m1j2m2〉

=

j1+j2∑
j=|j1−j2|

j∑
m=−j

bjm|(j1j2)jm〉.

• Ungekoppelte Basis {|j1m1j2m2〉}: Eigenzustände zu ~J 2(1), ~J 2(2),
J3(1) und J3(2) mit Eigenwerten j1(j1 + 1), j2(j2 + 1), m1 und m2.
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• Gekoppelte Basis {|(j1j2)jm〉}: Eigenzustände zu ~J 2(1), ~J 2(2), ~J 2

und J3, wobei ~J = ~J(1) + ~J(2), mit Eigenwerten j1(j1 + 1), j2(j2 + 1),
j(j + 1) und m.

Bemerkung: Manche Bücher (z. B. Edmonds) schreiben |j1j2jm〉 an-
stelle von |(j1j2)jm〉.

Seien j1 und j2 aus {0, 1
2
, 1, . . .} fest vorgegeben. Die Anzahl orthogonaler

Basisvektoren ist M = (2j1 +1) · (2j2 +1) (siehe Übung 12, Aufgabe 7.) mit
Orthogonalitätsrelationen

〈j1m1j2m2|j1m
′
1j2m

′
2〉 = δm1m′1

δm2m′2
, (4.10)

〈(j1j2)jm|(j1j2)j′m′〉 = δjj′δmm′ . (4.11)

Betrachte nun den Basiswechsel

|j1m1j2m2〉 =

j1+j2∑
j=|j1−j2|

j∑
m=−j︸ ︷︷ ︸

kurz:
∑

j,m

(
j1 j2 j
m1 m2 m

)
︸ ︷︷ ︸

Clebsch-Gordan-Koeffizient

|(j1j2)jm〉. (4.12)

Symbolisch: ei = ajifj. Mit einer geeigneten Phasenkonvention sind alle
CG-Koeffizienten reell. Eindeutige Festlegung mittels(

j1 j2 j
j1 m2 j

)
≥ 0 (4.13)

[Condon-Shortley (CS)].

Anmerkung: Im Folgenden werden wir bei den Summen die Grenzen unter-
drücken und salopp

∑
j,m für

∑j1+j2
j=|j1−j2|

∑j
m=−j usw. schreiben.

Benutze Gl. (4.12) zusammen mit (4.11) zur Bestimmung der CG-Koeffizi-
enten:

〈(j1j2)jm|j1m1j2m2〉 =
∑
j′,m′

(
j1 j2 j′

m1 m2 m′

)
〈(j1j2)jm|(j1j2)j′m′〉︸ ︷︷ ︸

δjj′δmm′

=

(
j1 j2 j
m1 m2 m

)
.

Interpretiere (
j1 j2 j
m1 m2 m

)
als Eintrag Cm1m2;jm einer orthogonalen (M,M)-Matrix mit Zeilenindex
m1m2 und Spaltenindex jm. Aus CTC = 1M×M für orthogonale Matrizen
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(Basiswechsel zwischen zwei Orthonormalbasen) folgt

δj′jδm′m = δj′m′;jm

= (CTC)j′m′;jm

=
∑
m1,m2

CT
j′m′;m1m2

Cm1m2;jm

=
∑
m1,m2

Cm1m2;j′m′Cm1m2;jm

=
∑
m1,m2

(
j1 j2 j′

m1 m2 m′

)(
j1 j2 j
m1 m2 m

)
. (4.14)

Analog folgt aus CCT = 1M×M

δm1m′1
δm2m′2

= δm1m2;m′1m
′
2

= (CCT )m1m2;m′1m
′
2

=
∑
j,m

Cm1m2;jmC
T
jm;m′1m

′
2

=
∑
j,m

Cm1m2;jmCm′1m′2;jm

=
∑
j,m

(
j1 j2 j
m1 m2 m

)(
j1 j2 j
m′1 m′2 m

)
. (4.15)

Mit Hilfe von Gl. (4.14) kann Gl. (4.12) invertiert werden (siehe Übung 13,
Aufgabe 2.):

|(j1j2)jm〉 =
∑
m1,m2

(
j1 j2 j
m1 m2 m

)
|j1m1j2m2〉. (4.16)

Vorbemerkung 4.3.1 Wegen

J±|j,m〉 =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)|j,m± 1〉
=

√
j(j + 1)−m(m± 1)|j,m± 1〉

gilt
J−|j, j〉 =

√
(j + j)(j − j + 1)|j, j − 1〉 =

√
2j|j, j − 1〉.

4.3.2 Algorithmus zur Konstruktion der Clebsch-Gordan-Koeffi-
zienten. Gegeben seien j1, j2 und j mit |j1−j2| ≤ j ≤ j1+j2. Im Folgenden
verwenden wir die Kurzschreibweise

|m1;m2〉 := |j1m1j2m2〉,
|j,m〉 := |(j1j2)jm〉.

Beachte außerdem: Der Eigenwert zu J3 = J3(1)+J3(2) ist additiv, d. h.m =
m1 +m2.
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1. Startpunkt: Sei j = j1 + j2.

•
|j, j〉 = |j1; j2〉 ⇒

(
j1 j2 j1 + j2

j1 j2 j1 + j2

)
= 1

(4.13)

≥ 0.

• Anwenden des Absteigeoperators J− = J−(1) + J−(2):

J−|j, j〉 =
√

2j|j, j − 1〉 =
√

2j1|j1 − 1; j2〉+
√

2j2|j1; j2 − 1〉.

Projektion liefert Clebsch-Gordan-Koeffizienten:

〈j1 − 1; j2|∗ ⇒
(

j1 j2 j1 + j2

j1 − 1 j2 j1 + j2 − 1

)
=

√
j1

j1 + j2

,

〈j1; j2 − 1|∗ ⇒
(
j1 j2 j1 + j2

j1 j2 − 1 j1 + j2 − 1

)
=

√
j2

j1 + j2

.

• 2(j1 + j2)-maliges Anwenden des Absteigeoperators erzeugt alle(
j1 j2 j1 + j2

m1 m2 m

)
.

2. j = j1 + j2 − 1.

• Bilde Linearkombination

|j, j〉 = α|j1; j2 − 1〉+ β|j1 − 1; j2〉.

• Bestimmung von α und β.

– Normierung: α2 + β2 = 1.

– CS: α ≥ 0.

– Anwenden des Aufsteigeoperators J+:

J+|j, j〉 = 0 = α
√

[j2 − (j2 − 1)](j2 + j2 − 1 + 1)︸ ︷︷ ︸√
2j2

|j1; j2〉

+β
√

2j1|j1; j2〉.

⇒ 0 =
√

2j2α +
√

2j1β ⇒ β = −
√
j2/j1α.

Einsetzen in Normierungsbedingung α2(1+j2/j1) = 1 liefert

α =

(
j1 j2 j1 + j2 − 1
j1 j2 − 1 j1 + j2 − 1

)
=

√
j1

j1 + j2

,

β =

(
j1 j2 j1 + j2 − 1

j1 − 1 j2 j1 + j2 − 1

)
= −

√
j2

j1 + j2

.

105



• 2(j1 + j2 − 1)-maliges Anwenden des Absteigeoperators erzeugt
alle (

j1 j2 j1 + j2 − 1
m1 m2 m

)
.

3. j = j1 + j2 − 2.

• Bilde Linearkombination

|j, j〉 = α|j1; j2 − 2〉+ β|j1 − 1; j2 − 1〉+ γ|j1 − 2; j2〉.

• Bestimmung von α, β, γ (siehe Übung 13, Aufgabe 3.).

– Normierung: α2 + β2 + γ2 = 1.

– CS: α ≥ 0.

– Anwenden des Aufsteigeoperators J+.

• Usw.

4. Usw. bis j = |j1 − j2|.

Beispiel 4.3.3 D( 1
2

) ⊗D( 1
2

) = D(0) ⊕D(1).

1. Startpunkt 1 = 1
2

+ 1
2
.

•
|1, 1〉 =

∣∣∣∣12;
1

2

〉
,

(
1
2

1
2

1
1
2

1
2

1

)
= 1.

• Anwenden des Leiteroperators J−:

J−|1, 1〉 =
√

2 · 1|1, 0〉

=

√
2 · 1

2

∣∣∣∣−1

2
;
1

2

〉
+

√
2 · 1

2

∣∣∣∣12;−1

2

〉
,

(
1
2

1
2

1
−1

2
1
2

0

)
=

1√
2

=

(
1
2

1
2

1
1
2
−1

2
0

)
.

|1,−1〉 =

∣∣∣∣−1

2
;−1

2

〉
,

(
1
2

1
2

1
−1

2
−1

2
−1

)
= 1.

2. 0 = 1
2
− 1

2
. Siehe 4.3.2.2.

|0, 0〉 =
1√
2

∣∣∣∣12;−1

2

〉
− 1√

2

∣∣∣∣−1

2
;
1

2

〉
,

(
1
2

1
2

0
1
2
−1

2
0

)
=

1√
2

= −
(

1
2

1
2

0
−1

2
1
2

0

)
.

D. h. die orthonormierten Basiszustände der Trägerräume lauten (ausführ-
lich)
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1. j = 1: ∣∣∣∣12 , 1

2

〉
⊗
∣∣∣∣12 , 1

2

〉
,

1√
2

(∣∣∣∣12 , 1

2

〉
⊗
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
+

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
⊗
∣∣∣∣12 , 1

2

〉)
,∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
⊗
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
;

2. j = 0:
1√
2

(∣∣∣∣12 , 1

2

〉
⊗
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
−
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
⊗
∣∣∣∣12 , 1

2

〉)
.

Beispiel 4.3.4 D(1) ⊗D( 1
2

) = D( 1
2

) ⊕D( 3
2

).

1. Startpunkt 1 + 1
2

= 3
2
.

• ∣∣∣∣32 , 3

2

〉
=

∣∣∣∣1;
1

2

〉
,

(
1 1

2
3
2

1 1
2

3
2

)
= 1.

• Anwenden des Leiteroperators J−.

J−

∣∣∣∣32 , 3

2

〉
=
√

3

∣∣∣∣32 , 1

2

〉
=
√

2

∣∣∣∣0;
1

2

〉
+

∣∣∣∣1;−1

2

〉
.

(
1 1

2
3
2

0 1
2

1
2

)
=

√
2

3
,

(
1 1

2
3
2

1 −1
2

1
2

)
=

1√
3
.

• Usw. (Übung 13, Aufgabe 4.).

2. 1− 1
2

= 1
2
. Siehe Übung 13, Aufgabe 4.

Anmerkungen 4.3.5 Einige Eigenschaften der CG-Koeffizienten.

• Auswahlregeln:(
j1 j2 j
m1 m2 m

)
= 0 für m 6= m1 +m2, j > j1 + j2, j < |j1 − j2|.

• Phasenkonvention: Reell + Gl. (4.13) ⇒ eindeutig.

• Der Betrag eines CG-Koeffizienten ist immer kleiner oder gleich eins
(Stichwort orthogonale Transformation).
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• Rekursionsbeziehung (siehe Übung 13, Aufgabe 5.):

√
(j ±m)(j ∓m+ 1)

(
j1 j2 j
m1 m2 m∓ 1

)
=

√
(j1 ∓m1)(j1 ±m1 + 1)

(
j1 j2 j

m1 ± 1 m2 m

)
+
√

(j2 ∓m2)(j2 ±m2 + 1)

(
j1 j2 j
m1 m2 ± 1 m

)
.

• Symmetrieeigenschaften (siehe Lindner, Kapitel 3.7):(
j1 j2 j
m1 m2 m

)
=

(
j2 j1 j
−m2 −m1 −m

)
= (−)j1+j2−j

(
j2 j1 j
m2 m1 m

)
= (−)j1+j2−j

(
j1 j2 j
−m1 −m2 −m

)
.

4.3.6 Verfahren zur Konstruktion irreduzibler Darstellungen hö-
herer Dimensionalität.

D
(j)
mm′(α, β, γ) = 〈jm| exp(−iαJ3) exp(−iβJ2) exp(−iγJ3)|jm′〉∗

= exp(imα)d
(j)
m,m′(β) exp(im′γ).

Bemerkung: Die komplexe Konjugation 〈· · · 〉∗ ist eine Frage der Konvention.
Wegen 2.2.11 ist mit D auch D∗ eine Darstellung.

Seien j1, j2 und j fest mit |j1− j2| ≤ j ≤ j1 + j2. Wir drücken 〈jm| und
|jm′〉 mit Hilfe von Gl. (4.16) aus und benutzen die Auswahlregel für die
Projektionen:

D
(j)
mm′(α, β, γ)

= exp(imα) exp(im′γ)
∑
m1,m′1

(
j1 j2 j
m1 m−m1 m

)(
j1 j2 j
m′1 m′ −m′1 m′

)
×〈j1m1j2m−m1| exp[−iβ(J2(1) + J2(2))]︸ ︷︷ ︸

exp(−iβJ2)⊗ exp(−iβJ2)

|j1m
′
1j2m

′ −m′1〉∗

= exp(imα) exp(im′γ)
∑
m1,m′1

(
j1 j2 j
m1 m−m1 m

)(
j1 j2 j
m′1 m′ −m′1 m′

)
×d(j1)

m1,m′1
(β)d

(j2)

m−m1,m′−m′1
(β).

Folgerung 4.3.7 Von d( 1
2) ausgehend können wir alle d(j) sukzessive kon-

struieren.

108



Vorbereitung 4.3.8 Es gilt d
( 1
2)

1
2
, 1
2

(β) d
( 1
2)

1
2
,− 1

2

(β)

d
( 1
2)
− 1

2
, 1
2

(β) d
( 1
2)
− 1

2
,− 1

2

(β)

 =

(
cos
(
β
2

)
− sin

(
β
2

)
sin
(
β
2

)
cos
(
β
2

) ) .
Begründung: Beachte

d
( 1
2)

m,m′(β) = [χ†m exp
(
−iβ σ2

2

)
χm′ ]

∗,

mit den Pauli-Spinoren

χ 1
2

=

(
1
0

)
, χ− 1

2
=

(
0
1

)
.

Verwende

exp
(
−iβ σ2

2

)
= cos

(
β

2

)
12×2 −iσ2︸︷︷︸

−i

 0 −i
i 0

=

 0 −1
1 0


sin

(
β

2

)
=

(
cos
(
β
2

)
− sin

(
β
2

)
sin
(
β
2

)
cos
(
β
2

) ) .

Bemerkung: Beachte, dass die Matrix reell ist. Deshalb spielt die Komplex-
konjugation keine Rolle.

Beispiel 4.3.9

d
(1)
1,1(β) =

1

2
[1 + cos(β)].

Begründung:

d
(1)
1,1(β)

=
∑
m1,m′1

(
1
2

1
2

1
m1 1−m1 1

)
︸ ︷︷ ︸

δm1
1
2

(
1
2

1
2

1
m′1 1−m′1 1

)
︸ ︷︷ ︸

δm′1 1
2

d
( 1
2)

m1,m′1
(β)d

( 1
2)

1−m1,1−m′1
(β)

= d
( 1
2)

1
2
, 1
2

(β)d
( 1
2)

1
2
, 1
2

(β)

= cos2

(
β

2

)
=

1

2
[1 + cos(β)].

Folgerung 4.3.10 Die Matrizen D(j) (j ≥ 1) jeder irreduziblen Darstel-
lung von SO(3) und SU(2) lassen sich mittels der Clebsch-Gordan-Koeffi-
zienten aus 4.3.2 und des Algorithmus aus 4.3.6 sukzessive aus D(1/2) kon-
struieren.
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Folgerung 4.3.11
d

(j)
m,m′(β) = d

(j)∗
m,m′(β).

Begründung: Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind reell und ebenso die

d
( 1
2)

m,m′(β). Wende nun 4.3.10 an.

Vorbemerkung 4.3.12 Gegeben sei ein quantenmechanisches System mit
Hamilton-Operator H0, der invariant bzgl. einer Symmetriegruppe G ist.

Beispiel Drehungen:

[H0, U(R)] = 0 oder [H0, Ji] = 0, U(R) = exp(−iαiJi),

wobei U(R) eine unitäre Darstellung der Symmetriegruppe auf dem Hilbert-
Raum des Systems ist. Organisiere Eigenzustände von H0 bzgl. des Dreh-
verhaltens als Basisvektoren (von Trägerräumen) irreduzibler Darstellungen

(Eigenzustände zu ~J 2 und J3). Gesucht ist eine effiziente Berechnung von
Matrixelementen

〈ψ|A|φ〉,
wenn das Transformationsverhalten A 7→ A′ = UAU † bekannt ist.

Beispiel 4.3.13 Sei S ein skalarer Operator, d. h.

U(R)SU †(R) = S ⇔ [Ji, S] = 0.

Dann gilt
〈j′m′|S|jm〉 = Sjδj′jδm′m.

Beweis:

1. δj′j:

[Ji, S] = 0⇒ [ ~J 2, S] = 0. ⇒

j(j + 1)〈j′m′|S|jm〉 = 〈j′m′|S ~J 2|jm〉
= 〈j′m′| ~J 2S|jm〉
= j′(j′ + 1)〈j′m′|S|jm〉.

⇒ [j(j + 1)− j′(j′ + 1)]︸ ︷︷ ︸
(j − j′)(j + j′ + 1)

〈j′m′|S|jm〉 = 0.

Aus j + j′ + 1 ≥ 1 folgt 〈j′m′|S|jm〉 = 0 für j 6= j′.

2. δm′m:

[J3, S] = 0. ⇒

m〈j′m′|S|jm〉 = 〈j′m′|SJ3|jm〉
= 〈j′m′|J3S|jm〉
= m′〈j′m′|S|jm〉.

⇒ 〈j′m′|S|jm〉 = 0 für m 6= m′.
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3. Sj unabhängig von m folgt aus [S, J±] = 0:√
(j −m+ 1)(j +m)〈jm|S|jm〉 = 〈jm|SJ+|jm− 1〉

= 〈jm|J+S|jm− 1〉.

Verwende

〈jm|J+ = 〈jm|(J1 + iJ2)

=
[
(J†1 − iJ

†
2)|jm〉

]†
= [(J1 − iJ2)|jm〉]†

= (J−|jm〉)†

=
(√

(j +m)(j −m+ 1)|jm− 1〉
)†

=
√

(j +m)(j −m+ 1)〈jm− 1|.

⇒
· · · =

√
(j +m)(j −m+ 1)〈jm− 1|S|jm− 1〉.

Auswerten für m = j, . . . ,−j + 1 liefert

〈jj|S|jj〉 = 〈jj − 1|S|jj − 1〉 = . . . = 〈j − j|S|j − j〉.

Definition 4.3.14 Gelten für die 2n + 1 Operatoren A
(n)
ν , ν = n, n− 1,

. . ., −n die Transformationseigenschaften

U(R)A(n)
ν U †(R) = exp(−iαiJi)A(n)

ν exp(iαiJi)

=
n∑

µ=−n

D(n)∗
µν (R)A(n)

µ

=
∑
µ

〈nµ| exp(−iαiJi)|nν〉A(n)
µ ,

so bilden sie die Komponenten eines irreduziblen (sphärischen) Tensorope-
rators n-ter Stufe A(n).

•
”
Irreduzibel“: Drehimpulsoperatoren verknüpfen nur Tensorkompo-

nenten gleicher Stufe.

• Tensoren halbzahliger Stufe sind die Fermionenfeldoperatoren, welche
die Erzeugung bzw. Vernichtung von Fermionen beschreiben.

Anmerkung 4.3.15 Bisweilen findet man auch die Linearisierung von 4.3.14
als Definition eines irreduziblen Tensoroperators n-ter Stufe:

[J3, A
(n)
ν ] = νA(n)

ν ,

[J±, A
(n)
ν ] =

√
n(n+ 1)− ν(ν ± 1)A

(n)
ν±1.
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Denn: Bilde

∂

∂αi
· · ·
∣∣∣∣
~α=0

= −i[Ji, A(n)
ν ] = −i

∑
µ

〈nµ|Ji|nν〉A(n)
µ .

Betrachte J3 und J±:

[J3, A
(n)
ν ] =

∑
µ

〈nµ|J3|nν〉︸ ︷︷ ︸
νδµν

A(n)
µ = νA(n)

ν .

[J±, A
(n)
ν ] =

∑
µ

〈nµ|J±|nν〉︸ ︷︷ ︸√
(n∓ ν)(n± ν + 1)δµ,ν±1

A(n)
µ =

√
(n∓ ν)(n± ν + 1)︸ ︷︷ ︸√
n(n+ 1)− ν(ν ± 1)

A
(n)
ν±1.

Beispiel 4.3.16 SeiH0 ein rotationsinvarianter Einteilchen-Hamilton-Ope-
rator (ohne Spin). Ersetze Ji durch li.

1. Sphärische Tensoren nullter Stufe: H0, ~l 2, ~p 2, usw.

2. Es seien A1, A2 und A3 die kartesischen Komponenten eines
”
Vektor-

operators“, d. h.
[li, Aj] = iεijkAk.

Die sphärischen Komponenten lauten dann

A
(1)
0 = A3, A

(1)
±1 =

∓1√
2

(A1 ± iA2).

Sphärische Tensoren erster Stufe: r(1), p(1) und l(1) mit Komponenten
r

(1)
α , p

(1)
α und l

(1)
α .

Konvention: Lateinische/griechische Indizes für kartesische/sphärische
Komponenten.

[li, rj] = εikl[rkpl, rj] = εikl(rk [pl, rj]︸ ︷︷ ︸
−iδlj

+ [rk, rj]︸ ︷︷ ︸
0

pl) = −iεikjrk = iεijkrk.

Analog für den Impulsoperator (Drehimpulsoperator klar).

Exemplarisch:

[l±, r
(1)
+1] = − 1√

2
[l1±il2, r1+ir2] = − 1√

2
(−r3±r3) =

{
0,√

2r3 =
√

2r
(1)
0 .

Beachte die Analogie zu den Kugelfunktionen:

− 1√
2

(x+ iy) = r

√
4π

3
Y11(Θ,Φ),

z = r

√
4π

3
Y10(Θ,Φ),

1√
2

(x− iy) = r

√
4π

3
Y1−1(Θ,Φ).
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Satz 4.3.17 Wigner-Eckart-Theorem. Für die Matrixelemente eines ir-
reduziblen Tensoroperators n-ter Stufe gilt

〈j′m′|A(n)
ν |jm〉 =

(
j n j′

m ν m′

)
〈j′||A(n)||j〉√

2j′ + 1︸ ︷︷ ︸
Konventionsfrage

,

wobei 〈j′||A(n)||j〉 als reduziertes Matrixelement bezeichnet wird. Die
Abhängigkeit von den Richtungsquantenzahlen wird vollständig durch einen
Clebsch-Gordan-Koeffizienten beschrieben. Das WE-Theorem impliziert

〈j′m′|A(n)
ν |jm〉 = 0 für j′ > j + n, j′ < |j − n|,m+ ν 6= m′,

d. h. A
(n)
ν ändert die Projektion um ν und überträgt den Drehimpuls n auf

das System.

Beweis: Betrachte die (2n+ 1) · (2j + 1) Zustände A
(n)
ν |jm〉. Diese transfor-

mieren sich bzgl. Drehungen wie |nνjm〉, denn

J3A
(n)
ν |jm〉 =

(
[J3, A

(n)
ν ] + A(n)

ν J3

)
|jm〉 = (ν +m)A(n)

ν |jm〉,
J±A

(n)
ν |jm〉 =

(
[J±, A

(n)
ν ] + A(n)

ν J±
)
|jm〉

=
√
n(n+ 1)− ν(ν ± 1)A

(n)
ν±1|jm〉

+
√
j(j + 1)−m(m± 1)A(n)

ν |jm± 1〉.

Wir bilden mittels CG-Koeffizienten Zustände, die sich bei Drehungen nach
einer irreduziblen Darstellung transformieren. Sei |n− j| ≤ j′′ ≤ n+ j:

|φA(jnj′′m′′)〉 =
∑
m′,ν′

(
j n j′′

m′ ν ′ m′′

)
A

(n)
ν′ |jm

′〉, (4.17)

(Index A erinnert an Operator A) mit

~J 2|φA(jnj′′m′′)〉 = j′′(j′′ + 1)|φA(jnj′′m′′)〉,
J3|φA(jnj′′m′′)〉 = m′′|φA(jnj′′m′′)〉,
J±|φA(jnj′′m′′)〉 =

√
j′′(j′′ + 1)−m′′(m′′ ± 1)|φA(jnj′′m′′ ± 1)〉.

Wie im Beweis von 4.3.13 (skalarer Operator) zeigt man

〈j′m′|φA(jnj′′m′′)〉 = δj′j′′δm′m′′cA(j′, n, j). (4.18)

Nun invertieren wir Gl. (4.17) mit Hilfe von Gl. (4.15)∑
j′′,m′′

(
j n j′′

m ν m′′

)
|φA(jnj′′m′′)〉

=
∑

j′′,m′′,m′,ν′

(
j n j′′

m ν m′′

)(
j n j′′

m′ ν ′ m′′

)
A

(n)
ν′ |jm

′〉

(4.15)
=

∑
m′,ν′

δm′mδν′νA
(n)
ν′ |jm

′〉 = A(n)
ν |jm〉.
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Schließlich
”
multiplizieren“ wir von links mit 〈j′m′|

〈j′m′|A(n)
ν |jm〉 =

∑
j′′,m′′

(
j n j′′

m ν m′′

)
〈j′m′|φA(jn; j′′m′′)〉

(4.18)
=

∑
j′′,m′′

(
j n j′′

m ν m′′

)
δj′j′′δm′m′′cA(j′, n, j)

=

(
j n j′

m ν m′

)
cA(j′, n, j) ⇒ Behauptung.

Satz 4.3.18 Sphärische Tensoroperatoren lassen sich wie Drehimpulse kop-
peln. Sind A(n1) und B(n2) irreduzible Tensoren, so auch ihr

”
Tensorprodukt

n-ter Stufe“ (|n1 − n2| ≤ n ≤ n1 + n2)

[A(n1) ×B(n2)](n)
ν :=

∑
ν1,ν2

(
n1 n2 n
ν1 ν2 ν

)
A(n1)
ν1

B(n2)
ν2

.

Vergleiche die Analogie zu

|(j1j2)jm〉 =
∑
m1,m2

(
j1 j2 j
m1 m1 m

)
|j1m1j2m2〉.

Beachte allerdings, dass bei der Kopplung zweier irreduzibler Tensoren A(n1)

und B(n2) diese sich auf zwei verschiedene
”
Teilchen“ (besser Räume) be-

ziehen können, aber nicht müssen! Entscheidend sind vielmehr die Vertau-
schungsrelationen aus Anmerkung 4.3.15 mit dem Gesamtdrehimpulsopera-
tor!

Beweis: Gemäß Anmerkung 4.3.15 untersuchen wir

[J3, [A
(n1) ×B(n2)](n)

ν ] =
∑
ν1,ν2

(
n1 n2 n
ν1 ν2 ν

)
[J3, A

(n1)
ν1

B(n2)
ν2

]︸ ︷︷ ︸
A

(n1)
ν1 [J3, B

(n2)
ν2

]︸ ︷︷ ︸
ν2B

(n2)
ν2

+ [J3, A
(n1)
ν1

]︸ ︷︷ ︸
ν1A

(n1)
ν1

B
(n2)
ν2

=
∑
ν1,ν2

(
n1 n2 n
ν1 ν2 ν

)
(ν1 + ν2)︸ ︷︷ ︸

ν

A(n1)
ν1

B(n2)
ν2

= ν[A(n1) ×B(n2)](n)
ν ,

√
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[J±, [A
(n1) ×B(n2)](n)

ν ] =
∑
ν1,ν2

(
n1 n2 n
ν1 ν2 ν

)
[J±, A

(n1)
ν1

B(n2)
ν2

]

=
∑
ν1,ν2

(
n1 n2 n
ν1 ν2 ν

)(√
n1(n1 + 1)− ν1(ν1 ± 1)A

(n1)
ν1±1B

(n2)
ν2

+
√
n2(n2 + 1)− ν2(ν2 ± 1)A(n1)

ν1
B

(n2)
ν2±1

)
∗
=

∑
ν1,ν2

[(
n1 n2 n

ν1 ∓ 1 ν2 ν

)√
n1(n1 + 1)− ν1(ν1 ∓ 1)

+

(
n1 n2 n
ν1 ν2 ∓ 1 ν

)√
n2(n2 + 1)− ν2(ν2 ∓ 1)

]
A(n1)
ν1

B(n2)
ν2

∗∗
=

∑
ν1,ν2

√
(n∓ ν)(n± ν + 1)

(
n1 n2 n
ν1 ν2 ν ± 1

)
A(n1)
ν1

B(n2)
ν2

=
√

(n∓ ν)(n± ν + 1)[A(n1) ×B(n2)]
(n)
ν±1.

√

• ∗: Wir betrachten

Σ =

j∑
m=−j

√
j(j + 1)−m(m± 1)f(m).

Setze n := m± 1⇒ m = n∓ 1:

Σ =

j±1∑
n=−j±1

√
j(j + 1)− (n∓ 1)n f(n∓ 1).

Beachte

1.
”

+ “:

j(j + 1)− (n− 1)n = 0 für

{
n = −j neue Untergrenze,
n = j + 1 alte Obergrenze.

2.
”
− “:

j(j + 1)− (n+ 1)n = 0 für

{
n = −(j + 1) alte Untergrenze,
n = j neue Obergrenze.

Wir können daher
j∑

n=−j

· · ·

schreiben. Mit der Umbenunnung n→ m folgt

Σ =

j∑
m=−j

√
j(j + 1)−m(m∓ 1)f(m∓ 1).
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• ∗∗: Rekursionsformel für CG-Koeffizienten; Übung 13, Aufgabe 5. mit
Ersetzung (j1, j2, j) 7→ (n1, n2, n) und ±(m1,m2,m) 7→ ∓(ν1, ν2, ν).

Beispiel 4.3.19 1. Als
”
Skalarprodukt“ zweier sphärischer Tensoren n-

ter Stufe A(n) und B(n) bezeichnet man

[A(n) ×B(n)]
(0)
0 =

1√
2n+ 1

∑
ν

(−)n−νA(n)
ν B

(n)
−ν .

Beachte (
j1 j2 0
m1 m2 0

)
=

(−)j1−m1

√
2j1 + 1

δj1j2δm1,−m2 .

Spezialfall:

~A · ~B =
∑
ν

(−)νA(1)
ν B

(1)
−ν = −

√
3[A(1) ×B(1)]

(0)
0 .

2.
”
Kreuzprodukt“:

[A(1) ×B(1)](1)
µ =

i√
2

( ~A× ~B)µ.

4.4 Beispiele

Beispiel 4.4.1 Auswahlregeln für elektrische Dipolstrahlung. Be-
trachte einen rotationsinvarianten Einteilchen-Hamilton-Operator für ein
Elektron (vernachlässige Spin)

H0 =
~p 2

2m
+ V (r).

Die Kopplung an die elektromagnetischen Potenziale φ und ~A erfolgt durch
minimale Substitution

i
∂

∂t
→ i

∂

∂t
− qφ,

−i~∇ → −i~∇− q ~A,

mit e > 0 (q = −e für Elektron):

H = H0 +Hww = H0 − eφ+ e
~p · ~A+ ~A · ~p

2m
+
e2 ~A2

2m
.

Der Ansatz für das elektromagnetische Potenzial einer ebenen Welle mit
Wellenvektor ~k und Polarisationsvektor ~ε(~k, λ) in Coulomb-Eichung (~∇· ~A =
0, so dass für ρ(t, ~x ) = 0 auch A0 = φ = 0 folgt) lautet

~A(t, ~x ) = a(~k, λ)~ε(~k, λ)e−i(ωt−
~k·~x) + a∗(~k, λ)~ε ∗(~k, λ)ei(ωt−

~k·~x)
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mit ~k · ~ε = 0 und ω = |~k| (Argumente des Polarisationsvektors werden
im Folgenden unterdrückt). Bis zur ersten Ordnung in e gilt (Coulomb-
Eichung)

Hww = e
~p · ~A+ ~A · ~p

2m
.

Die elektrische Dipolnäherung resultiert aus der Langwellennäherung

ei
~k·~x = 1 +O(|~k||~x|).

Beispiel Wasserstoffatom:

∆E = E2 − E1 = 10.2 eV,

|~k||~x| � 1, d. h. |~x| � 1

|~k|
=

1

∆E
.

Verwende 1 eV ≈ 0.5×107 m−1. Bohr-Radius a0 = 0.53×10−10 m� 1
∆E
≈

2× 10−8 m.
Berechne Übergangsmatrixelemente für die Emission eines Photons in

zeitabhängiger Störungstheorie. Dazu benötigen wir das Matrixelement

e

m
〈α′l′m′|~ε ∗ · ~p|αlm〉.

Benutze

~p = im[H0, ~r] = im

[
~p 2

2m
+ V (r), ~r

]
.

⇒ ie〈α′l′m′|[H0, ~r · ~ε ∗]|αlm〉 = ie(Eα′l′ − Eαl)〈α′l′m′|~r · ~ε ∗|αlm〉,
mit ω = Eαl − Eα′l′ (aus der Energieerhaltung). Wir schreiben

~r · ~ε ∗ = (−)µr(1)
µ ε

(1)∗
−µ

und wenden nun das WE-Theorem an:

〈α′l′m′|r(1)
µ |αlm〉 =

(
l 1 l′

m µ m′

)
〈α′l′||r(1)||αl〉√

2l′ + 1
.

Auswahlregeln für elektrische Dipolstrahlung:

1. WE-Theorem:

(a) ∆l = l − l′ = ±1, 0.

(b) ∆m = m−m′: 0 für ~ε in z-Richtung, ±1 für ~ε in der (x, y)-Ebene.

2. Parität: ∆l = 0 nicht erlaubt, denn:

〈α′lm′|~r|αlm〉 = 〈α′lm′|P−1︸ ︷︷ ︸
(−)l〈α′lm′|

P~rP−1︸ ︷︷ ︸
−~r

P |αlm〉︸ ︷︷ ︸
(−)l|αlm〉

= (−)2l+1︸ ︷︷ ︸
−1

〈α′lm′|~r|αlm〉 = 0.
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Vorbemerkung 4.4.2 Unter einer inneren Symmetrie versteht man die
Invarianz eines Systems, genauer seines Hamilton-Operators, bzgl. Trans-
formationen innerer Freiheitsgrade.

Beispiel 4.4.3 Isospininvarianz der starken Wechselwirkung.

Literatur:

• T. Ericson and W. Weise, Pions and Nuclei, Clarendon Press, Oxford,
1988

Fakten:

• Ladungsunabhängigkeit der Kernkräfte: Wechselwirkung ist invariant
bzgl. p↔ n

Beispiele:

– Nukleon-Nukleon-Streuung

– Spiegelkerne: Kerne, die durch Vertauschen der Protonen- und
Neutronenzahl auseinander hervorgehen. Könnte man die elek-
tromagnetische Wechselwirkung abschalten und perfekte Isospin-
symmetrie einführen, dann würden Spiegelkerne die gleichen Ei-
genschaften aufweisen.

Beispiel: 11
5 B6 (5 p und 6 n) und 11

6 C5

• 1932: Entdeckung des Neutrons durch Chadwick.

Heisenberg: Betrachte Proton und Neutron in Analogie zum Elektron
mit Spinprojektionen ms = ±1

2
als ein und dasselbe Teilchen (Nukle-

on) in zwei verschiedenen Zuständen mit Isospinprojektionen ±1
2
.

Literatur: G. Rasche, Zur Geschichte des Begriffes
”

Isospin“, Arch.
Hist. Exact. Sci. 7, 257 (1971).

• Elektron: Externes Magnetfeld unterscheidet zwischen Spinprojektio-
nen.

• Nukleon: Elektromagnetische Wechselwirkung (z.B. elektrisches Feld)
unterscheidet zwischen Isospinprojektionen. Proton (Ladung +1) und
Neutron (Ladung 0):

Q = I3 +
1

2
Y, Y : Hyperladung (1 für Nukleonen).

• Annahme: Die starke Wechselwirkung besitzt eine innere SU(2)-Sym-
metrie, d. h.

[Hst, Ii] = 0, i = 1, 2, 3, [Ii, Ij] = iεijkIk.

Die Basisvektoren irreduzibler Darstellungen werden durch den Ge-
samtisospin I mit Multiplizität 2I + 1 (I3 = I, I − 1, · · · ,−I) gekenn-
zeichnet.
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Name I I3 Y Masse [MeV] Lebensdauer [s] (Haupt-) Zerfall
Breite [MeV]

Pion 1 π± : ±1 0 140 2.6 · 10−8s π+ → µ+ + νµ
π0: 0 0 135 8.4 · 10−17s π0 → γγ

Nukleon 1
2

p : 1
2

1 938 stabil
(> 2.1× 1029 Jahre)

n : −1
2

1 940 886 s pe−ν̄e
∆ 3

2
3
2
, 1

2
,−1

2
,−3

2
1 1232 120 MeV Nπ

Tabelle 4.1: Verschiedene Isospinmultipletts. (200 MeV)−1 ≈ 1
3
· 10−23 s.

• Hinweise auf Invarianz

1. Existenz von Multipletts mit (nahezu) gleicher Masse und iden-
tischen Raumzeiteigenschaften (Spin und Parität), die zu Di-
mensionalitäten irreduzibler Darstellungen der zugrundeliegen-
den Symmetriegruppe passen. Siehe Tabelle 4.1.

2. Streuexperimente bzw. Zerfälle (Vergleich von Matrixelementen).

• Zu 2.:

(a) Zerlege Anfangs- und Endzustand in Eigenzustände zu I und I3.

(b) Invarianz des Hamilton-Operators bzgl. SU(2) führt zu Invarianz
der Streumatrix bzgl. SU(2) (analog zu Beispiel 4.3.13):

〈I ′I ′3|T |II3〉 = TIδI′IδI′3I3 . (4.19)

Zur Illustration betrachten wir die πN -Streuung:

1⊗ 1
2

= 3
2
⊕ 1

2

(4.19)
⇒ 2 Amplituden T 3

2
und T 1

2
.

Clebsch-Gordan-Koeffizienten siehe 4.3.4 und Übung 13, Aufgabe 4.
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Zur Erinnerung: Die Isospin-Projektionen sind additiv.

∣∣∣∣32 , 3

2

〉
= |pπ+〉,

I3 :
3

2
=

1

2
+ 1,∣∣∣∣32 , 1

2

〉
=

√
2

3
|pπ0〉+

1√
3
|nπ+〉,∣∣∣∣32 ,−1

2

〉
=

1√
3
|pπ−〉+

√
2

3
|nπ0〉,∣∣∣∣32 ,−3

2

〉
= |nπ−〉,∣∣∣∣12 , 1

2

〉
=

1√
3
|pπ0〉 −

√
2

3
|nπ+〉,∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
=

√
2

3
|pπ−〉 − 1√

3
|nπ0〉.

Die physikalischen Kanäle lauten ausgedrückt durch Isospineigenzustände

|pπ+〉 =

∣∣∣∣32 , 3

2

〉
,

|pπ0〉 =

√
2

3

∣∣∣∣32 , 1

2

〉
+

1√
3

∣∣∣∣12 , 1

2

〉
,

|nπ+〉 =
1√
3

∣∣∣∣32 , 1

2

〉
−
√

2

3

∣∣∣∣12 , 1

2

〉
,

|pπ−〉 =
1√
3

∣∣∣∣32 ,−1

2

〉
+

√
2

3

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
,

|nπ0〉 =

√
2

3

∣∣∣∣32 ,−1

2

〉
− 1√

3

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
,

|nπ−〉 =

∣∣∣∣32 ,−3

2

〉
.
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Exemplarisch:

|pπ0〉 =

∣∣∣∣12 1

2
1 0

〉
=

∣∣∣∣(1

2
1

)
3

2

1

2

〉〈(
1

2
1

)
3

2

1

2

∣∣∣∣ 1

2

1

2
1 0

〉
︸ ︷︷ ︸(

1
2

1 3
2

1
2

0 1
2

)
=
√

2
3

+

∣∣∣∣(1

2
1

)
1

2

1

2

〉〈(
1

2
1

)
1

2

1

2

∣∣∣∣ 1

2

1

2
1 0

〉
︸ ︷︷ ︸(

1
2

1 1
2

1
2

0 1
2

)
= 1√

3

.

Wir betrachten als Beispiel eine so genannte Ladungsaustauschreakti-
on (im Anfangszustand ist das Nukleon neutral und das Pion positiv
geladen, im Endzustand ist es genau umgekehrt)

〈pπ0|T |nπ+〉

=

(√
2

3

〈
3

2
,
1

2

∣∣∣∣+
1√
3

〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣
)
T

(
1√
3

∣∣∣∣32 , 1

2

〉
−
√

2

3

∣∣∣∣12 , 1

2

〉)
(4.19)

=

√
2

3

(
T 3

2
− T 1

2

)

und völlig analog

〈pπ0|T |pπ0〉 =
1

3

(
2T 3

2
+ T 1

2

)
,

〈nπ+|T |nπ+〉 =
1

3

(
T 3

2
+ 2T 1

2

)
.

⇒ 〈pπ0|T |pπ0〉 − 〈nπ+|T |nπ+〉 =
1

3

(
T 3

2
− T 1

2

)
=

1√
2
〈pπ0|T |nπ+〉.

Wirkungsquerschnitte sind proportional zu |Tfi|2. Im Schwerpunktsys-
tem gilt für den Übergang i nach f (Konvention von Ericson und
Weise)

dσ

dΩ
=

(
mN

4π
√
s

)2

|Tfi|2,

wobei
√
s die Gesamtenergie im Schwerpunktsystem ist. Für Wir-

kungsquerschnitte bei gleichen Kinematiken folgen Dreiecksungleichun-
gen (a+ b = c, |c| ≤ |a|+ |b|) (siehe Fig. 4.2):

1√
2

√
σ(nπ+ → pπ0) ≤

√
σ(pπ0 → pπ0) +

√
σ(nπ+ → nπ+).
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σ

σ

(LA)

σ

1

(π+
)

(π
0)

2

Abbildung 4.2: Dreiecksungleichungen für Pion-Nukleon-Streuung (Geome-
trische Interpretation der Dreiecksungleichung: Zwei Dreiecksseiten sind zu-
sammen länger als die dritte).

Weiteres Beispiel (Betrachtungen unterhalb der Schwelle für πN →
Nππ):

π−p→ π−p :
1

3
T 3

2
+

2

3
T 1

2
,

π−p→ π0n :

√
2

3
(T 3

2
− T 1

2
).

Der totale Wirkungsquerschnitt ergibt sich als Summe aller offenen
Kanäle:

σtot(π
−p) = σ(π−p→ π−p) + σ(π−p→ π0n)

(gemischte Terme heben sich weg)

=
1

9
σ

(
I =

3

2

)
+

4

9
σ

(
1

2

)
+

2

9
σ

(
3

2

)
+

2

9
σ

(
1

2

)
=

1

3
σ

(
3

2

)
+

2

3
σ

(
1

2

)
,

σtot(π
+p) = σ

(
3

2

)
.

In der Nähe der Delta-Resonanz dominiert Isospin 3
2

vollständig, d. h.
σ
(

3
2

)
� σ

(
1
2

)
(siehe Abbildung 4.3):

σtot(π
+p) ≈ 3σtot(π

−p).

Beispiele 4.4.4 Hst ist ein isoskalarer Operator und damit auch die Poten-
zen Hn

st, die in der Störungsentwicklung der Streumatrix auftreten. Wende
Gl. (4.19) an.

1. NN-Streuung: 1
2
⊗ 1

2
= 1⊕ 0 ⇒ 2 Isospinamplituden.

2. ππ-Streuung: 1⊗ 1 = 2⊕ 1⊕ 0 ⇒ 3 Amplituden.
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Abbildung 4.3: Totaler Wirkungsquerschnitt für die Pion-Nukleon-Streuung
im Bereich der Delta-Resonanz. Die Daten stammen aus der Datenbasis Vir-
ginia Tech Partial-Wave Analysis Facility (SAID), http://gwdac.phys.gwu/,
die theoretische Rechnung aus N. Wies, Die Deltaresonanz in effektiver
Feldtheorie, Diplomarbeit, Institut für Kernphysik, Johannes Gutenberg-
Universität, Mainz, September 2005.

3. πN → ∆: 1⊗ 1
2

= 3
2
⊕ 1

2
→ 3

2
⇒ 1 Amplitude.

4. πN → ∆π: 1⊗ 1
2

= 3
2
⊕ 1

2
→ 3

2
⊗ 1 = 5

2
⊕ 3

2
⊕ 1

2
⇒ 2 Amplituden.

Beispiel 4.4.5 Photopionproduktion γN → Nπ. Wende Wigner-Eckart-
Theorem und Satz 4.3.18 an.

Hint = Hst +Hem,

wobei Hem einen Anteil 0. Stufe H
(0)
em und einen 1. Stufe H

(1)
em enthält.

Z. B. Wechselwirkung des elektromagnetischen Felds mit einem punktförmi-
gen Nukleon (Dirac-Fermion ohne anomales magnetisches Moment):

LγNN = −eψ̄A/1 + τ0

2
ψ, ψ =

(
p
n

)
.

Betrachte die Streumatrix in niedrigster Ordnung in e aber beliebiger Ord-
nung in Hst. Da Hst ein isoskalarer Operator ist, ändern auch beliebige
Potenzen von Hst den Isospin nicht. Es genügt daher, die Wirkung von Hem

zu untersuchen.

• H(0)
em |N〉: 0 ⊗ 1

2
= 1

2
, da Tensor 0. Stufe den Isospin nicht ändert →

1⊗ 1
2

= 1
2
⊕ 3

2
. ⇒ 1 Amplitude 1

2
→ 1

2
.
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• H(1)
em |N〉: 1 ⊗ 1

2
= 1

2
⊕ 3

2
, da Tensor 1. Stufe Isospin übertragen kann

→ 1⊗ 1
2

= 3
2
⊕ 1

2
. ⇒ 2 Amplituden 1

2
→ 1

2
und 3

2
→ 3

2
.

D. h. insgesamt existieren 3 Isospinamplituden für 4 physikalische Prozesse:
γp→ pπ0, nπ+ und γn→ nπ0, pπ− (siehe auch Übung 15, Aufgaben 5. und
6.).

Anmerkung 4.4.6 Isospinsymmetrie ist keine perfekte Symmetrie der star-
ken Wechselwirkung. Beispielsweise gilt mn > mp, obwohl man aufgrund der
elektromagnetischen Wechselwirkung mp > mn erwarten würde.

”
Grund“:

n = udd, p = uud, mu ≈ 1.5− 3 MeV, md ≈ 3− 7 MeV.
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Kapitel 5

SU(N) und Quarks

5.1 Physikalische Motivation

• Hinweise für Substruktur der Hadronen (exemplarisch)

1. Ausdehnung (Formfaktoren; z. B. mittlerer quadratischer Radius
des Protons rpE = (0.8750± 0.0068) fm)

2. Anregungsspektrum

3. Tiefinelastische Streuung (punktförmige Partonen)

• Interpretation: Hadronen sind (komplizierte) Bindungszustände aus
fundamentaleren Freiheitsgraden.

•
”
Fundamentale Theorie“: Quantenchromodynamik (QCD). Die QCD

ist eine nichtabelsche Eichtheorie mit einer Eichgruppe G = SU(3)c
(c für color, siehe Kapitel 7.2).

• Bei den Materiefeldern, den so genannten Quarks, handelt es sich um
Fermionen mit Spin 1/2, die in sechs verschiedenen flavors vorkom-
men:

”
Leichte“ Quarks:

flavor u d s

Masse [MeV] 1.5− 3.3 3.5− 6.0 70− 130

Ladung [e > 0] 2
3

−1
3

−1
3

I3 +1
2

−1
2

0

Strangeness:−1
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”
Schwere“ Quarks:

flavor c b t

Masse [GeV] 1.27+0.07
−0.11 4.20+0.17

−0.07 171.2± 2.1

Ladung [e > 0] 2
3

−1
3

2
3

I3 0 0 0

Charm: +1 Bottom: −1 Top: +1

Siehe: A. V. Manohar und C. T. Sachrajda, Quark Masses, in: Particle
Data Group, Review of Particle Physics, Phys. Lett. B 667, 1 (2008),
http://pdg.lbl.gov/.

• Jeder Quarkflavor besitzt drei
”
Farbfreiheitsgrade“.

∆++(Sz = 3
2
) = u ↑ u ↑ u ↑, Widerspruch zum Pauli-Prinzip, Slater-

Determinante

1√
6

∣∣∣∣∣∣
r1 g1 b1

r2 g2 b2

r3 g3 b3

∣∣∣∣∣∣ .
• 8 Gluonen (Spin 1, masselos) vermitteln die Wechselwirkung.

• Die Wechselwirkung ist flavorunabhängig.

• Freie Quarks und Gluonen werden nicht beobachtet (⇒ Farbeinschluss-
oder Confinement-Hypothese).

• Baryonen: qqq-Zustände aus 3 Quarks; farbneutral durch Slater-Deter-
minante.

• Mesonen: qq̄-Quark-Antiquark-Zustand; farbneutral durch 1√
3
(rr̄ +

gḡ + bb̄).

5.2 Mathematische Vorbemerkungen

• Ziel: Klassifikation irreduzibler Darstellungen von SU(N)

• Methode: Konstruktion als direkte Produkte über die Trägerräume
der fundamentalen Darstellung bzw. der dazu komplex konjugierten
Darstellung

• Anwendung: Mesonen und Baryonen (Hadronen)
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Definition 5.2.1 Dualer Raum. Es sei X ein N -dimensionaler komplexer
Hilbert-Raum mit Orthonormalbasis {χi}, i = 1, . . . , N . Dann ist X∗ :=
{f : X → C|f lineares Funktional aufX} der zu X duale Raum. Es gilt

(αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x),

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y),

∀ x, y ∈ X, f, g ∈ X∗, α, β ∈ C. Die duale Basis {χ∗i } zu {χi} wird durch

χ∗i (χj) = δij, i, j = 1, . . . , N,

definiert.

Häufig aber nicht immer günstige Dirac’sche Bra- und Ket-Schreibweise:

• Kets |a〉 sind Basisvektoren von X.

• Die zu den Kets konjugierten Bras 〈a| sind Basisvektoren des zu X
dualen Raums X∗.

• χ∗b(χa) = 〈b|a〉 = δab.

Beispiel 5.2.2 N = 2:

χ1 =

(
1
0

)
, χ2 =

(
0
1

)
, χ∗1 = (1 0), χ∗2 = (0 1),

X 3 x =

(
x1

x2

)
, X∗ 3 f = (f1 f2),

f(x) = (f1 f2)

(
x1

x2

)
= f1x1 + f2x2 ∈ C.

Alternativ:

x = x1|1〉+ x2|2〉,
f = f1〈1|+ f2〈2|,

f(x) = 〈f |x〉 = f1x1 + f2x2.

5.2.3 Transformationsverhalten von
”
SU(N)-Quarks und -Anti-

quarks“. Es sei X ein N -dimensionaler komplexer Hilbert-Raum mit ONB
{χi}:

X 3 ψ =
N∑
i=1

ψiχi, ψi ∈ C.

1. Beschreibung des Flavor-Freiheitsgrades

Z. B. N = 3: χ1, χ2 und χ3 beschreiben respektive den Basiszustand
eines u-, d- und s-Quarks.
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2. Beschreibung des Farbfreiheitsgrades

N = Nc = 3: χ1, χ2 und χ3 beschreiben respektive den Basiszustand
eines

”
roten“,

”
grünen“ und

”
blauen“ Quarks.

Das Transformationsverhalten unter U ∈ SU(N) lautet für einen normierten
Quarkzustand ψ = ψiχi ∈ X (Einstein’sche Summenkonvention)

ψ 7→ Uψ = ψiUχi = χjUjiψi.

Analog werden Antiquarks durch χ∗i beschrieben mit dem Transformations-
verhalten für φ∗ = φiχ

∗
i ∈ X∗

φ∗ 7→ U∗φ∗ = φiU
∗χ∗i = χ∗jU

∗
jiφi.

Fazit: Quarks/Antiquarks werden mit Hilfe der ONB {χi}/{χ∗i } des Träger-
raums der Fundamentaldarstellung/komplex konjugierten Darstellung be-
schrieben (siehe 2.2.11).

Definition 5.2.4 Obere und untere Spinoren. Sei U ∈ SU(N) mit
Uij dem Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, i, j = 1, . . . , N . Wir
benutzen auch folgende in der Literatur übliche Konvention und ersetzen

ψi 7→ ψi, χi 7→ χi, Uij 7→ Ui
j,

φi 7→ φi, χ∗i 7→ χ∗i , U∗ij 7→ U i
j.

Für eine allgemeine SU(N) unterscheidet man 2 verschiedene Typen von
Spinoren, je nach Transformationsverhalten der Komponenten:

ψ = ψiχ
i, Uχi = Uj

iχj, ψ′j = Uj
iψi,

φ∗ = φiχ∗i , U∗χ∗i = U j
iχ
∗
j , φ′j = U j

iφ
i,

d. h. untere Spinoren (ψ) transformieren bzgl. der Fundamentaldarstellung
und obere Spinoren (φ∗) bzgl. der dazu komplex konjugierten Darstellung.

Definition 5.2.5 Ein SU(N)-Tensor T j1···jni1···im ist ein Nm+n-komponentiges
Objekt, das bzgl. SU(N) wie

T ′
j1···jn
i1···im = Ui1

k1 . . . Uim
kmU j1

l1 . . . U
jn
lnT

l1···ln
k1···km

transformiert.

Beispiel 5.2.6 Die Komponenten ψi und φi eines Quark- bzw. Antiquark-
spinors bilden jeweils SU(N)-Tensoren 1. Stufe.

5.2.7 Unitaritätsbedingung. Die Unitaritätsbedingung für Elemente U ∈
SU(N) lässt sich folgendermaßen schreiben:

δij = (U †U)ij = U †ikUkj = U∗kiUkj = Uk
iUk

j =: δji ,

δij = (UU †)ij = UikU
†
kj = UikU

∗
jk = Ui

kU j
k = δji .
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5.2.8 Die N2 Zahlen

δji =

{
1 für i = j,
0 sonst,

bilden einen invarianten SU(N)-Tensor, denn

δ′
j
i = Ui

kU j
lδ
l
k = Ui

kU j
k = δji .

5.2.9 Die NN Zahlen

εi1i2...iN =


1 für (i1, i2, . . . , iN) gerade Permutation von (1, 2, . . . , N),
−1 für (i1, i2, . . . , iN) ungerade Permutation von (1, 2, . . . , N),

0 sonst,

bilden einen invarianten SU(N)-Tensor. Siehe Übung 16, Aufgabe 5.

Analog für

εi1i2...iN =


1 für (i1, i2, . . . , iN) gerade Permutation von (1, 2, . . . , N),
−1 für (i1, i2, . . . , iN) ungerade Permutation von (1, 2, . . . , N),

0 sonst.

5.2.10 Zusammengesetzte Zustände. Den Zuständen zusammengesetz-
ter Systeme werden entsprechende Zustände des Tensorproduktes

X ⊗X ⊗X für Baryonen,

X ⊗X∗ für Mesonen

zugeordnet. Symbolisch:

B =
N∑

i1,i2,i3=1

Ci1i2i3χ
i1 ⊗ χi2 ⊗ χi3 ,

M =
N∑

i,j=1

Cj
i χ

i ⊗ χ∗j ,

wobei die Koeffizienten Ci1i2i3 , C
j
i ∈ C so gewählt sind, dass der Zustand

normiert ist. Das zusammengesetzte System transformiert bzgl. SU(N) wie

B 7→ B′ = Ci1i2i3Uχ
i1 ⊗ Uχi2 ⊗ Uχi3

= Uk1
i1Uk2

i2Uk3
i3Ci1i2i3χ

k1 ⊗ χk2 ⊗ χk3

=: C ′k1k2k3χ
k1 ⊗ χk2 ⊗ χk3 ,

M 7→M ′ = Cj
iUχ

i ⊗ U∗χ∗j = Uk
iU l

jC
j
i χ

k ⊗ χ∗l =: C ′
l
kχ

k ⊗ χ∗l ,

d. h.

C ′k1k2k3 = Uk1
i1Uk2

i2Uk3
i3Ci1i2i3 ,

C ′
l
k = Uk

iU l
jC

j
i .
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5.3 SU(2) (Isospin)

Die Isospininvarianz auf der Ebene der Hadronen resultiert mikroskopisch
aus

1. der Flavorunabhängigkeit der Quark-Gluon-Wechselwirkung und

2. einer (zufälligen) Symmetrie der QCD: mu ≈ md � typische hadro-
nische Skala ≈ 1 GeV (mρ = 770 MeV, mp = 938 MeV).

Die Fundamentaldarstellung von SU(2), SU(2) 3 U 7→ U , wirkt auf einem
zweidimensionalen komplexen Hilbert-Raum X mit ONB {χ1, χ2} (siehe
5.2.4):

χi 7→ Uj
iχj.

Physikalisch entspricht χ1 (χ2) dem Zustand eines u-Quarks (d-Quarks)
mit Isospinprojektion +1

2
(−1

2
). Die Matrixdarstellung der Isospingenerato-

ren ist gerade durch die drei Pauli-Matrizen 1
2
τj gegeben. Ein allgemeiner

Quarkzustand lautet

ψ =
2∑
i=1

ψiχ
i, ψi ∈ C, |ψ1|2 + |ψ2|2 = 1,

oder in Spaltenmatrixschreibweise(
ψ1

ψ2

)
=

(
ψu
ψd

)
.

Die transformierten Komponenten ergeben sich laut(
ψu
ψd

)
7→
(
ψ′u
ψ′d

)
= U

(
ψu
ψd

)
.

SU(2) ist ein Sonderfall, da U und U∗ äquivalent sind (siehe Beispiele 2.2.11
und Übung 9, Aufgabe 3.):

SUS−1 = U∗ ∀ U ∈ SU(2) (5.1)

mit

S = −iτ2 =

(
0 −1
1 0

)
, S−1 =

(
0 1
−1 0

)
.

Da S∗ = S und S−1∗ = S−1, gilt auch

SU∗S−1 = U ∀ U ∈ SU(2). (5.2)

Ausgehend von unteren Spinoren für u- und d-Quarks (bzw. p und n),
bestünde die natürliche Konvention zur Beschreibung der Antiquarks aus
oberen Spinoren (siehe 5.2.4) mit Einträgen

φ1 = φū, φ2 = φd̄
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und Transformationsverhalten(
φū
φd̄

)
7→ U∗

(
φū
φd̄

)
. (5.3)

Wegen Gl. (5.1) ist es in SU(2) (!) gängig, auch die Antiquarks durch untere
Spinoren zu beschreiben. Multipliziere dazu Gl. (5.3) mit S und füge eine
Eins in Form von S−1S ein,

S

(
φū
φd̄

)
=

(
0 −1
1 0

)(
φū
φd̄

)
=

(
−φd̄
φū

)
(5.3)7→ SU∗

(
φū
φd̄

)
= SU∗S−1S

(
φū
φd̄

)
(5.2)
= US

(
φū
φd̄

)
.

Damit erhalten wir als Transformationseigenschaften(
ψu
ψd

)
7→ U

(
ψu
ψd

)
und

(
−φd̄
φū

)
7→ U

(
−φd̄
φū

)
.

Anwendung 5.3.1 Wir betrachten zunächst Mesonen, die aus u- und d-
Quarks und den zugehörigen Antiquarks bestehen. Der Hilbert-Raum ist
das Tensorprodukt aus X1 zur Beschreibung der Quarks und X2 zur Be-
schreibung der Antiquarks

X = X1 ⊗X2

mit Basisvektoren (
1
0

)
für ein u-Quark,(

0
1

)
für ein d-Quark,(

−1
0

)
für ein d̄-Antiquark,(

0
1

)
für ein ū-Antiquark.

Die Darstellungsmatrizen für die Isospinoperatoren lauten für beide Räume

Ψ1(I+) = Ψ2(I+) =
τ1

2
+ i

τ2

2
=

(
0 1
0 0

)
,

Ψ1(I−) = Ψ2(I−) =
τ1

2
− iτ2

2
=

(
0 0
1 0

)
,

Ψ1(I0) = Ψ2(I0) =
τ3

2
=

1

2

(
1 0
0 −1

)
.
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Damit ergeben sich als Darstellungsmatrizen auf X

Ψ(I+) =

(
0 1
0 0

)
⊗ 1+ 1⊗

(
0 1
0 0

)
,

Ψ(I−) =

(
0 0
1 0

)
⊗ 1+ 1⊗

(
0 0
1 0

)
,

Ψ(I0) =
1

2

(
1 0
0 −1

)
⊗ 1+

1

2
1⊗

(
1 0
0 −1

)
.

Das π+ ist ein zusammengesetzter Zustand aus einem u-Quark und einem
d̄-Antiquark und wird in X folgendermaßen beschrieben:

|π+〉 = |1, 1〉 =

(
1
0

)
⊗
(
−1

0

)
.

In der Physik wird für die rechte Seite auch einfach ud̄ geschrieben. Die
beiden anderen Pionzustände ergeben sich durch die Anwendung des Ab-
steigeoperators:

I−|π+〉 =
√

2|π0〉

=

[(
0 0
1 0

)
⊗ 1+ 1⊗

(
0 0
1 0

)](
1
0

)
⊗
(
−1

0

)
=

(
0 0
1 0

)(
1
0

)
⊗ 1

(
−1

0

)
+ 1

(
1
0

)
⊗
(

0 0
1 0

)(
−1

0

)
=

(
0
1

)
⊗
(
−1

0

)
−
(

1
0

)
⊗
(

0
1

)
,

d. h.

|π0〉 =
1√
2

[(
0
1

)
⊗
(
−1

0

)
−
(

1
0

)
⊗
(

0
1

)]
,

oder in Physikerschreibweise

1√
2

(dd̄− uū).

Mit Hilfe einer weiteren Anwendung des Absteigeoperators erhält man (sie-
he Übung 16, Aufgabe 6.)

|π−〉 = −
(

0
1

)
⊗
(

0
1

)
= −dū.

Bemerkung: Unsere Konvention ist konsistent mit der Condon-Shortley-
Phasenkonvention. Leider wird dies in vielen Büchern sehr unterschiedlich
gehandhabt. Beispiel: Perkins, Introduction to High Energy Physics, Ab-
schnitt 5.5 ist hier rigoros, Gottfried und Weisskopf, Concepts of Particle
Physics, Vol. 1, Abschnitt 1.E.6 nicht.
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5.3.2 Graphische Konstruktion. Jede Basis einer irreduziblen Darstel-
lung j lässt sich durch eine Strecke der Länge 2j mit 2j + 1 Punkten im
Abstand 1 darstellen, die den Eigenwerten von J3 entsprechen:

j=1/2

-3/2

j=1

j=3/2

-1 0 1

1/2 3/2

-1/2 1/2

-1/2

In der Produktdarstellung j1⊗ j2 gilt J3 = J3(1) +J3(2), d. h. die einzelnen
Eigenwerte sind additiv. Die graphische Konstruktion erfolgt durch wie-
derholte Überlagerung des Mittelpunkts der Basis zu j1 mit den einzelnen
Punkten der j2-Basis:

/2

= 1  +  0

=

=

x

=

=

x1/2 x 1/2 =

1/2  x  1   =

=  3/2  +  1

Die Operatoren J± verschieben innerhalb eines Multipletts um eine Einheit
nach rechts (J+) bzw. links (J−).

Beispiel 5.3.3 Folgende Schreibweise ist in der Literatur üblich: uu steht
für |u;u〉 bzw. χ1 ⊗ χ1 usw.

Sei X = C
2 mit Orthonormalbasis {χ1, χ2},

X 3 x = ci χ
i,
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und Y = X ⊗X mit
Y 3 y = cij χ

i ⊗ χj.

y ist symmetrisch bzw. antisymmetrisch bzgl. 1↔ 2 meint

cij = cji bzw. cij = −cji ∀ i, j ∈ {1, 2}.

• Isospin für (leichte) Baryonen

1. Schritt: Kopplung des ersten und zweiten Quarks mit Hilfe der
Clebsch-Gordan-Koeffizienten aus Beispiel 4.3.3:(

1
2

1
2

1
1
2

1
2

1

)
= 1 =

(
1
2

1
2

1
−1

2
−1

2
−1

)
,(

1
2

1
2

1
1
2
−1

2
0

)
= 1√

2
=

(
1
2

1
2

1
−1

2
1
2

0

)
.

I = 1 :
uu 1√

2
(ud+ du) dd

I3 1 0 −1
symmetrisch bzgl. 1↔ 2.

(
1
2

1
2

0
1
2
−1

2
0

)
=

1√
2

= −
(

1
2

1
2

0
−1

2
1
2

0

)
.

I = 0 :
1√
2

(ud− du), antisymmetrisch bzgl. 1↔ 2.

2. Schritt: Kopplung mit dem dritten Quark

(1) I = 3/2 (exemplarisch)(
1 1

2
3
2

1 1
2

3
2

)
= 1, ⇒ uuu︸︷︷︸

I3 = 3
2

.

(
1 1

2
3
2

1 −1
2

1
2

)
=

1√
3
,

(
1 1

2
3
2

0 1
2

1
2

)
=

√
2

3
.

I3 =
1

2
: uu

1√
3
d+

1√
2

(ud+ du)

√
2

3
u =

1√
3

(uud+ udu+ duu).

Die restlichen Zustände ergeben sich analog.

uuu 1√
3
(duu+ udu+ uud) 1√

3
(ddu+ dud+ udd) ddd

I3
3
2

1
2

−1
2

−3
2

symmetrisch bzgl. Vertauschung zweier beliebiger Quarks (deshalb in
der Literatur häufig auch φS = |[(1

2
1
2
)11

2
]3
2
〉, Index S für

”
symmetric“).

(2) I = 1/2.
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(a) (Benutze CG-Koeffizienten aus Übung 13, Aufgabe 4):

uu

√
2

3︸︷︷︸
CG-K

d+
1√
2

(ud+ du)

(
− 1√

3

)
︸ ︷︷ ︸

CG-K

u =
1√
6

(2uud− udu− duu)︸ ︷︷ ︸
I3 = 1

2

,

1√
2

(ud+ du)
1√
3
d+ dd

(
−
√

2

3

)
u = − 1√

6
(2ddu− dud− udd)︸ ︷︷ ︸

I3 = −1
2

.

Keine Symmetrie bzgl. Vertauschung 1 ↔ 3 oder 2 ↔ 3 (Index M
für

”
mixed“), symmetrisch bzgl. 1 ↔ 2 (Index S für

”
symmetric“):

deshalb auch Bezeichnung φM,S = |[(1
2

1
2
)11

2
]1
2
〉.

Ist die Phase tatsächlich konsistent? Dazu betrachten wir die Wirkung
des Absteigeoperators

I− = I−(1) + I−(2) + I−(3)

auf den Zustand mit Eigenwert +1
2
:∣∣∣∣[(1

2

1

2

)
1

1

2

]
1

2
,−1

2

〉
= I−

∣∣∣∣[(1

2

1

2

)
1

1

2

]
1

2
,
1

2

〉
= [I−(1) + I−(2) + I−(3)]

1√
6

(2uud− udu− duu)

=
1√
6

[2(dud+ udd+ 0)− (ddu+ 0 + udd)− (0 + ddu+ dud)]

=
1√
6

(dud+ udd− 2ddu)

= − 1√
6

(2ddu− dud− udd).
√

(b)
1√
2

(ud− du)u︸ ︷︷ ︸
I3 = 1

2

, − 1√
2

(du− ud)d︸ ︷︷ ︸
I3 = −1

2

.

Keine Symmetrie bzgl. Vertauschung 1 ↔ 3 oder 2 ↔ 3 (Index
M für

”
mixed“), antisymmetrisch bzgl. 1 ↔ 2 (Index A für

”
anti-

symmetric“): φM,A = |[(1
2

1
2
)01

2
]1
2
〉.

• Clebsch-Gordan-Zerlegung für Isospin:

1

2
⊗ 1

2
⊗ 1

2
= (1⊕ 0)⊗ 1

2
=

3

2
⊕ 1

2
⊕ 1

2
.

Die beiden Isospin-1
2
-Multipletts unterscheiden sich in ihren Symme-

trieeigenschaften.
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• Spin analog: χS, χM,S, χM,A. Ersetze u→↑ und d→↓.

• Quarkmodellwellenfunktion für ∆ und Nukleon:

|∆〉 = |φS〉︸︷︷︸
Isospin

⊗ |χS〉︸︷︷︸
Spin

⊗ |OS〉︸︷︷︸
Ortsraum

⊗ |FA〉︸︷︷︸
Farbraum

,

|N〉 =
1√
2

(|φM,S〉 ⊗ |χM,S〉+ |φM,A〉 ⊗ |χM,A〉)⊗ |OS〉 ⊗ |FA〉.

Farbraumzustand, siehe Übung 16, Aufgabe 5: Vollständig antisymmetrisch.

Annahme: Grundzustand symmetrisch im Ortsraum.

Als konkrete Beispiele betrachten wir jeweils die Spin-Flavor-Zustände für
ein ∆++ mit Spinprojektion Sz = 3/2 und ein Proton mit Spinprojektion
Sz = 1/2:

∆++

(
Sz =

3

2

)
= uuu ⊗ ↑↑↑= u ↑ u ↑ u ↑︸ ︷︷ ︸

Physikerschreibweise

,

p

(
Sz =

1

2

)
=

1√
2

[
1√
6

(2uud− udu− duu)⊗ 1√
6

(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑)

+
1√
2

(ud− du)u⊗ 1√
2

(↑↓ − ↓↑) ↑
]

=
1√
2

[
1

6
(4u ↑ u ↑ d ↓ −2u ↑ u ↓ d ↑ −2u ↓ u ↑ d ↑

−2u ↑ d ↑ u ↓ +u ↑ d ↓ u ↑ +u ↓ d ↑ u ↑
−2d ↑ u ↑ u ↓ +d ↑ u ↓ u ↑ +d ↓ u ↑ u ↑)

+
1

2
(u ↑ d ↓ u ↑ −u ↓ d ↑ u ↑ −d ↑ u ↓ u ↑ +d ↓ u ↑ u ↑)

]
=

1√
18

[2(u ↑ u ↑ d ↓ +u ↑ d ↓ u ↑ +d ↓ u ↑ u ↑)

−(u ↑ u ↓ d ↑ +u ↓ u ↑ d ↑ +u ↑ d ↑ u ↓
+d ↑ u ↑ u ↓ +u ↓ d ↑ u ↑ +d ↑ u ↓ u ↑)].

Vorbereitung 5.3.4 Es seiX einN -dimensionaler komplexer Hilbert-Raum.
Gegeben seien zwei Zustände |Ψ〉, |Φ〉 ∈ X ⊗X,

|Ψ〉 =
N∑

i,j=1

cij|i〉 ⊗ |j〉,

|Φ〉 =
N∑

i,j=1

dij|i〉 ⊗ |j〉,
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mit der Symmetrieeigenschaft

cij = cji, dij = dji.

(Die Zustände |Ψ〉 und |Φ〉 sind symmetrisch unter der Vertauschung von

”
Teilchen 1“ und

”
Teilchen 2“. Wir verzichten hier auf eine SU(N)-Schreibweise

mit oberen und unteren Indizes.) Ferner bestehe Ô aus der Summe (identi-
scher) Einteilchenoperatoren A:

Ô = A⊗ 1+ 1⊗ A︸ ︷︷ ︸
Mathematik

=
2∑
i=1

A(i)︸ ︷︷ ︸
Physik

.

Dann gilt:

〈Φ|Ô|Ψ〉 = 2〈Φ|A(1)|Ψ〉 = 2〈Φ|A(2)|Ψ〉.

Begründung:

〈Φ|Ô|Ψ〉 =
N∑

i,j,k,l=1

d∗ijckl〈i| ⊗ 〈j|(A⊗ 1+ 1⊗ A)|k〉 ⊗ |l〉

=
N∑

i,j,k,l=1

d∗ijckl(〈i|A|k〉︸ ︷︷ ︸
Aik

〈j|l〉︸︷︷︸
δjl

+ 〈i|k〉︸︷︷︸
δik

〈j|A|l〉︸ ︷︷ ︸
Ajl

)

=
N∑

i,j,k=1

d∗ijckjAik︸ ︷︷ ︸
〈Φ|A(1)|Ψ〉

+
N∑

i,j,l=1

d∗ijcilAjl︸ ︷︷ ︸
〈Φ|A(2)|Ψ〉

.

Benutze nun:

〈Φ|A(2)|Ψ〉 =
N∑

i,j,l=1

d∗ijcilAjl =
N∑

i,j,l=1

d∗jicliAjl =
N∑

i,j,k=1

d∗ijckjAik = 〈Φ|A(1)|Ψ〉.

Bemerkung: Die Verallgemeinerung für ein n-faches Tensorprodukt X⊗X⊗
. . .⊗X zeigt man analog:

〈Φ|Ô|Ψ〉 = n〈Φ|A(1)|Ψ〉 = . . . = n〈Φ|A(n)|Ψ〉.

Anwendung 5.3.5 Ladung des Protons. Betrachtet man nur u- und d-
Quarks, so ergibt sich der Ladungsoperator eines Baryons als folgende Sum-
me:

Q̂ =
3∑
i=1

Q(i) =
3∑
i=1

[
1

6
+
τ3(i)

2

]
.
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Damit erhalten wir

〈p ↑ |Q̂|p ↑〉 = 3
1

6
〈p ↑ |p ↑〉+

3

2
〈p ↑ |τ3(3)|p ↑〉

=
1

2
+

3

2
· 1

3
= 1,

denn

〈p ↑ |τ3(3)|p ↑〉 =
1

18
[4(−1+1+1)+(−1−1+1+1+1+1)] =

1

18
(4+2) =

1

3
.

Anwendung 5.3.6 Das magnetische Moment eines Protons ist im nicht-
relativistischen Quarkmodell gegeben durch das Matrixelement

µp = 〈p ↑ |Mz|p ↑〉

= 〈p ↑ |
3∑
i=1

e

2m
Q(i)σ3(i)|p ↑〉

=
e

2m
3〈p ↑ |Q(3)σ3(3)|p ↑〉.

Hierbei ist e > 0 die Elementarladung, m die Masse des u- und d-Quarks
im nichtrelativistischen Modell, Q(i) der Ladungsoperator, der auf das i-te
Quark wirkt, und σ3(i) die Pauli-Matrix, die auf den Spin des i-ten Quarks
wirkt. Verwende den Protonzustand aus Beispiel 5.3.3. Beachte, dass Q(3)
und σ3(3) diagonal sind, z. B.:

〈u ↑ u ↑ d ↓ |Q(3)σ3(3)|u ↑ u ↑ d ↓〉 = −1

3
(−1) 〈u ↑ u ↑ d ↓ |u ↑ u ↑ d ↓〉︸ ︷︷ ︸

1

=
1

3
.

Dann gilt:

〈p ↑ |Q(3)σ3(3)|p ↑〉 =
1

18

[
4

(
−1

3
(−1) +

2

3
(+1) +

2

3
(+1)

)
+

(
−1

3
(+1) +

(
−1

3

)
(+1) +

2

3
(−1)

+
2

3
(−1) +

2

3
(+1) +

2

3
(+1)

)]
=

1

18

(
4 · 5

3
− 2

3

)
=

1

3
.

Damit erhalten wir für das magnetische Moment des Protons

µp =
e

2m
3

1

3
=

e

2m

(
= 3

e

2(3m)

)
.

Weitere Beispiele siehe Übung 18, Aufgaben 2 – 4.
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5.4 SU(3)

5.4.1 The Eightfold Way (Gell-Mann und Ne’eman, 1961). Betrachte
Gruppierungen von stark wechselwirkenden Teilchen mit ähnlichen Massen
und denselben

”
Raum-Zeit-Eigenschaften“, d. h. Spin J und Transformati-

onsverhalten bzgl. Parität, P = ±1. Organisation bzgl. Hyperladung Y ,

Y = B + S, B : Baryonenzahl, S : Strangeness

und Isospinprojektion I3, wobei

Q = I3 +
Y

2
, Gell-Mann-Nishijima-Relation.

Typischer Eintrag in Review of Particle Properties: IG(JPC), wobei G-
Konjugation das Produkt aus einer

”
Drehung“ mit −π bzgl. der 2-Achse

und Ladungskonjugation ist:

G = C exp(iπI2).

Ladungskonjugation transformiert einen Teilchenzustand in den zugehöri-
gen Antiteilchenzustand. Der Eigenwert zu G wird als G-Parität bezeichnet
(siehe Übung 18, Aufgabe 5).

Betrachte das pseudoskalare Mesonoktett:

KK

K

π πη

+

Y=B+S, B=0

-1

-

1

0
K

10

-1

Y

I3

- +
π

0
(135) (549) (140)

(498)(494)

Massen in Klammern in MeV.

π0 : 1−(0−+)

π± : 1−(0−)

η : 0+(0−+)

K± :
1

2
(0−)

K0 (K̄0) :
1

2
(0−)
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Interpretation: Es handelt sich um zusammengesetzte Zustände (Gell-Mann,
Zweig 1964), die zu einem Multiplett irreduzibler Darstellungen von SU(3)
passen.

Weitere Multipletts

1

-1

Y

pn

Λ

Σ
+

Ξ
0

(1321)Ξ
-

Y=B+S, B=1

-1 1 I
3

Σ
-

Σ(1197)

(940)

0
(1193)

(1116)

(938)

(1189)

(1315)

Baryonoktett mit J = 1
2

Y

I3

Ω

∆ ∆ ∆

ΞΞ* *

Σ

1672

* Σ
*

Σ*

∆
- 0 + ++

+0-

-

-

1

-1 1

Y=B+S, B=1

0

1232

1385

1530

Baryondekuplett mit J = 3
2

5.4.2 Lie-Algebra su(3) und Gell-Mann-Matrizen Gegeben sei U ∈
SU(3) := {A ∈ GL(3,C)|A†A = AA† = 13×3, det(A) = 1}. Es ist üblich, U
mit Hilfe der acht linear unabhängigen Gell-Mann-Matrizen zu parametri-
sieren (U = exp(B), B ∈ su(3); siehe Sätze 3.4.2 und 3.4.3):

U = U(Θ1, . . . ,Θ8) = exp

(
−iΘa

λa
2

)
, Θa ∈ R,

λa
2

= i
∂U

∂Θa

(0, . . . , 0), λ†a = λa, Tr(λa) = 0, Tr(λaλb) = 2δab.

Wenn wir Ba := −iλa
2

setzen, dann bildet {Ba} eine Basis der reellen Lie-
Algebra su(3):

su(3) := {B ∈ gl(3,C)|B† = −B,Tr(B) = 0} = {ΘaBa|Θa ∈ R}.
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Die Gell-Mann-Matrizen erfüllen die Vertauschungsrelationen[
λa
2
,
λb
2

]
= ifabc

λc
2
,

wobei die Strukturkonstanten durch das folgende Schema charakterisiert
werden können:

abc 123 147 156 246 257 345 367 458 678

fabc 1 1
2
−1

2
1
2

1
2

1
2
−1

2
1
2

√
3 1

2

√
3

Die Strukturkonstanten sind antisymmetrisch bzgl. Vertauschung zweier In-
dizes. In der Tabelle nicht vorkommende Strukturkonstanten sind Null.

Die Antivertauschungsrelationen lauten

{λa, λb} =
4

3
δab13×3 + 2dabcλc,

wobei die dabc vollständig symmetrisch sind:

abc 118 146 157 228 247 256 338 344

dabc
1√
3

1
2

1
2

1√
3

−1
2

1
2

1√
3

1
2

abc 355 366 377 448 558 668 778 888

dabc
1
2
−1

2
−1

2
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1√

3

Konkrete Darstellung:

λ1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

λ4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =

√
1

3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 .

Definition 5.4.3 Als Cartan-Algebra (von su(3)) bezeichnet man die
größte kommutative Lie-Unteralgebra (von su(3)). Sie ist zweidimensional,
deshalb existieren zwei miteinander vertauschbare Basismatrizen λ3 und λ8

[(N − 1)-dimensional für su(N)].

Wir führen das so genannte s-Quark ein unter der Annahme, dass die
starke Wechselwirkung invariant bzgl. (Flavor-) SU(3)-Transformationen
ist.
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5.4.4 Fundamentaldarstellung 3 und dazu konjugierte Darstel-
lung 3∗. Es sei X ein komplexer dreidimensionaler Hilbert-Raum mit der
ONB

χ1 =

 1
0
0

 , χ2 =

 0
1
0

 , χ3 =

 0
0
1

 ,

die wir als u-, d- und s-Quarkzustände interpretieren. Wir verzichten hier
auf eine Tensorschreibweise mit oberen und unteren Spinoren. Für die Fun-
damentaldarstellung ϕf : SU(3)→ GL(X) mit ϕf (U) := U gilt

X 3 q =

 Ψu

Ψd

Ψs

 , q 7→ q′ = Uq mit U ∈ SU(3).

Die χi sind Eigenzustände zu

I3f = Ψf (iB3) =
1

2
λ3 =

 1
2

0 0
0 −1

2
0

0 0 0

 ,

Yf = Ψf

(
i
2B8√

3

)
=

1√
3
λ8 =

 1
3

0 0
0 1

3
0

0 0 −2
3

 ,

die wir als Operatoren der Fundamentaldarstellung Ψf : su(3) → gl(X),
Ψf (B) := B für alle B ∈ su(3) interpretieren. Die Eigenwerte auf den
Diagonalen bezeichnen die Isospinprojektionen I3 und die so genannte Hy-
perladung Y der Quarks.

Die komplex konjugierte Darstellung SU(3) 3 U 7→ U∗ : X∗ → X∗ wirkt
auf dem dualen Raum X∗. Wir schreiben die duale Basis in der Form

χ∗1 =

 1
0
0

 = ū, χ∗2 =

 0
1
0

 = d̄, χ∗3 =

 0
0
1

 = s̄,

die wir als ū-, d̄- und s̄-Antiquarkzustände interpretieren. Ein beliebiger
Antiquarkzustand lautet dann

φ∗ = φūχ
∗
1 + φd̄χ

∗
2 + φs̄χ

∗
3 =

 φū
φd̄
φs̄


und transformiert laut

φ∗ 7→ U∗φ∗.

Die zur Fundamentaldarstellung duale Darstellung Ψdf : su(3) → gl(X∗)
erhält man durch (siehe Übung 19, Aufgabe 5)

Ψdf (B) := −BT ∀ B ∈ su(3).
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Insbesondere gilt

I3df = Ψdf (iB3) = iΨdf (B3) = i(−)ΨT
f (B3) = −1

2
λT3 = −1

2
λ3

=

 −1
2

0 0
0 1

2
0

0 0 0

 ,

Ydf = Ψdf

(
i
2B8√

3

)
= − 2i√

3
ΨT
f (B8) = − 1√

3
λT8 = − 1√

3
λ8

=

 −1
3

0 0
0 −1

3
0

0 0 2
3

 .

Die Eigenwerte auf den Diagonalen bezeichnen die Isospinprojektionen I3

und die Hyperladung Y der Antiquarks.

Salopp zusammengefasst verwenden wir für die Fundamentaldarstellung die
Matrizen

λa
2

und für die dazu duale Darstellung

−λ
T
a

2
.

Definition 5.4.5 Für eine beliebige Darstellung Ψ heißen die Eigenwert-
paare (I3, Y ) die Gewichte von Ψ.

Definition 5.4.6 Ein Gewichtsdiagramm einer Darstellung ist eine graphi-
sche Darstellung der Gewichte in einem (I3, Y )-Koordinatensystem. Äqui-
valente Darstellungen besitzen die gleichen Gewichtsdiagramme.

Beispiel 5.4.7 Die Gewichtsdiagramme des Quark- und Antiquarktripletts
sind durch Spiegelung am Ursprung miteinander verknüpft.

Quarktriplett

-
I3

6
Yud u u

u s
−1

2
1
2

1
3

−2
3

Y = B + S, B =
1

3
.
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Antiquarktriplett

-
I3

6
Y

uū u d̄

u s̄

−1
2

1
2

2
3

−1
3

Y = B + S, B = −1

3
.

5.4.8 Graphische Konstruktion. Ähnlich wie für SU(2) lassen sich Pro-
duktdarstellungen aus der Fundamentaldarstellung 3 und der konjugierten
Darstellung 3∗ durch Überlagerung der Multipletts bilden. Wegen der Addi-
tivität der Quantenzahlen Y und I3 muss man dazu das erste Multiplett je-
weils mit dem Punkt (I3, Y ) = (0, 0) über jeden einzelnen Punkt des zweiten
Multipletts legen und erhält damit die entsprechenden zusammengesetzten
Zustände.

1. Ausgedrückt durch die Dimensionalitäten gilt 3⊗3 = 6⊕3∗ (manchmal
auch 3̄ anstelle 3∗):

ss

I
3

Y

1-1

-4/3

dd ud

2/3

du uu

us

su

ds

sd

2. Anmerkung: Die Gewichtsdiagramme irreduzibler Darstellungen (α, β)
besitzen die folgende Eigenschaft. Die Punkte am Rand sind einfach
besetzt. In der nächst inneren Schicht sind die Punkte zweifach be-
setzt, usw.

(a) Für α = β endet das Verfahren im Ursprung, der (α + 1)-fach
besetzt ist.
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(b) Für α 6= β bricht das Verfahren ab, sobald eine Dreiecksform
erreicht ist. Für α > β sind die Punkte des Dreiecks (Rand und
Inneres) jeweils (β + 1)-fach besetzt [(α + 1)-fach für β > α].

3. 3⊗ 3∗ = 8⊕ 1

us

I
3

Y

1-1

1

-1su sd

dd

uuss

uddu

ds

4. 6⊗ 3 = 10⊕ 8 (siehe Übung 19, Aufgabe 5)

-2

Y

I3

1

3/2

5. 3⊗ 3⊗ 3 = (6⊕ 3∗)⊗ 3 = 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1 (siehe Übung 19, Aufgabe 5)
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5.4.9 T-, U- und V-Spin. Es sei Fa := λa/2, wobei λa (a = 1, . . . , 8) die
Gell-Mann-Matrizen sind. Wir definieren

T3 = F3 =

 1
2

0 0
0 −1

2
0

0 0 0

 ,

T+ = F1 + iF2 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

T− = F1 − iF2 =

 0 0 0
1 0 0
0 0 0

 .

Wir schreiben T3f anstelle von Ψf (F3) und |u〉 für χ1 usw. In der Funda-
mentaldarstellung sind die Quarks Eigenzustände zu T3f mit

T3f |u〉 =
1

2
|u〉,

T3f |d〉 = −1

2
|d〉,

T3f |s〉 = 0.

Die Operatoren T±f wirken laut

T+f |u〉 = 0,

T+f |d〉 = |u〉,
T+f |s〉 = 0

und

T−f |u〉 = |d〉,
T−f |d〉 = 0,

T−f |s〉 = 0.

In einem (T3, Y )-Diagramm verschieben die (Darstellungen der) Operatoren
T± parallel zur T3-Achse und vernichten die Zustände an den entsprechenden
äußeren Enden.

Den Hyperladungsoperator haben wir schon kennengelernt

Y =
2√
3
F8 =

 1
3

0 0
0 1

3
0

0 0 −2
3


mit

Yf |u〉 =
1

3
|u〉,

Yf |d〉 =
1

3
|d〉,

Yf |s〉 = −2

3
|s〉.
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Des Weiteren definieren wir

U+ = F6 + iF7 =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 ,

U− = F6 − iF7 =

 0 0 0
0 0 0
0 1 0


mit der Wirkung in der Fundamentaldarstellung

U+f |u〉 = 0,

U+f |d〉 = 0,

U+f |s〉 = |d〉

und

U−f |u〉 = 0,

U−f |d〉 = |s〉,
U−f |s〉 = 0.

Schließlich betrachten wir noch

V+ = F4 + iF5 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

V− = F4 − iF5 =

 0 0 0
0 0 0
1 0 0


mit der Wirkung in der Fundamentaldarstellung

V+f |u〉 = 0,

V+f |d〉 = 0,

V+f |s〉 = |u〉

und

V−f |u〉 = |s〉,
V−f |d〉 = 0,

V−f |s〉 = 0.

Der Vollständigkeit halber definieren wir noch

U3 =
3

4
Y − 1

2
T3 =

 1
4

0 0
0 1

4
0

0 0 −1
2

−
 1

4
0 0

0 −1
4

0
0 0 0

 =

 0 0 0
0 1

2
0

0 0 −1
2

 ,

V3 =
3

4
Y +

1

2
T3 =

 1
4

0 0
0 1

4
0

0 0 −1
2

+

 1
4

0 0
0 −1

4
0

0 0 0

 =

 1
2

0 0
0 0 0
0 0 −1

2

 ,
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wobei die Eigenwerte der Quarks jeweils wieder auf der Diagonalen stehen.
In einem (T3, Y )-Diagramm, in dem die Y -Achse im Vergleich zur T3-Achse
um den Faktor sin(60◦) =

√
3/2 ≈ 0.87 skaliert ist, verschieben die Ope-

ratoren T± parallel zur T3-Achse, die Operatoren V± und U± parallel zu
Achsen, die durch Drehungen um 60◦ und 120◦ um den Ursprung aus der
T3-Achse hervorgehen.

Wirkung der T -, U - und V -Spin-Operatoren in der Fundamentaldarstellung:
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Schematische Darstellung der Wirkung der T -, U - und V -Spin-Operatoren
in einer beliebigen Darstellung:
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T

+

V

+

U

+

T

�

V

�

U

�

Wegen der SU(2)-Vertauschungsrelationen spricht man auch vom T -, U -
und V -Spin (siehe Übung 19, Aufgabe 8).

Für die duale Darstellung zur Beschreibung der Antiquarks definieren
wir analog

T3df = Ψdf (F3) = −λ
T
3

2
= −λ3

2
,

T±df = Ψdf (F1 ± iF2) = Ψdf (F1)± iΨdf (F2)

= −λ
T
1

2
± i
(
−λT2

2

)
= −λ1

2
± iλ2

2

=



 0 0 0
−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 −1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

usw.

Die Matrizen der dualen Darstellung ergeben sich demnach aus denjenigen
der Fundamentaldarstellung durch Transposition und Multiplikation mit
einem Gesamtvorzeichen.

Die Wirkung auf die Antiquarkzustände

|ū〉 = χ∗1 =

 1
0
0

 , |d̄〉 = χ∗2 =

 0
1
0

 , |s̄〉 = χ∗3 =

 0
0
1

 ,
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lautet

T3df |ū〉 = −1

2
|ū〉,

T3df |d̄〉 =
1

2
|d̄〉,

T3df |s̄〉 = 0,

T+df |ū〉 =

 0 0 0
−1 0 0

0 0 0

 1
0
0

 =

 0
−1

0

 = −|d̄〉,

T+df |d̄〉 = 0,

T+df |s̄〉 = 0,

T−df |ū〉 = 0,

T−df |d̄〉 =

 0 −1 0
0 0 0
0 0 0

 0
1
0

 =

 −1
0
0

 = −|ū〉,

T−df |s̄〉 = 0.

Der Rest wird in Übung 20, Aufgabe 1 bestimmt.

Vorsicht: Mit der obigen Vorzeichenkonvention erfüllen die Antiquarkzustände
nicht die Condon-Shortley-Konvention.

5.5 SU(N)-Multipletts und Young-Diagramme

1. Ein Multiplett ist eine ONB des Trägerraums einer irreduziblen Dar-
stellung von SU(N).

2. Ist der Hamilton-Operator invariant bzgl. SU(N), [H0, U ] = 0, dann
sind die Zustände eines Multipletts Eigenzustände zu H0 mit demsel-
ben Eigenwert (Voraussetzung: keine spontane Symmetriebrechung).

5.5.1 Bezeichnung von SU(N)-Multipletts. Ein SU(N)-Multiplett ist
eindeutig durch ein (N − 1)-Tupel (α, β, . . .) mit Komponenten in N0 be-
stimmt.

Geometrische Deutung für SU(2) und SU(3):

• Für ein SU(2)-Multiplett bezeichnet α die Anzahl der Schritte vom
einen zum anderen Ende des Multipletts. Anzahl der Zustände in ei-
nem Multiplett N(α) = α + 1.

• Für SU(3) bezeichnen α und β die Anzahl der Schritte in horizontaler
Richtung am oberen und am unteren Ende des Multiplett-Diagramms.

Beispiele:

1. Triplett (1,0):
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u u

u
2. Konjugiertes Triplett (0,1):

u u

u

3. Oktett (1,1): u u

u um u

u u
4. Dekuplett (3,0):u u u u

u u u

u u

u
• SU(N)-Singulett: (0, 0, . . .).

• In einer Flavor-SU(N) bilden die N Quarks das (1, 0, 0, . . .)-Multiplett
und die N Antiquarks das (0, 0, . . . , 1)-Multiplett.

• Als konjugierte Multipletts bezeichnet man (α, β, . . .)↔ (. . . , β, α).
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5.5.2 Anzahl von Zuständen. Für die Anzahl von Zuständen in einem
SU(N)-Multiplett gilt:

SU(2) : N(α) =
α + 1

1
,

SU(3) : N(α, β) =
α + 1

1

β + 1

1

α + β + 2

2
,

SU(4) : N(α, β, γ) =
α + 1

1

β + 1

1

γ + 1

1

α + β + 2

2

β + γ + 2

2

α + β + γ + 3

3
,

SU(5) : N(α, β, γ, δ) =
α + 1

1

β + 1

1

γ + 1

1

δ + 1

1

α + β + 2

2

β + γ + 2

2

γ + δ + 2

2

×α + β + γ + 3

3

β + γ + δ + 3

3

α + β + γ + δ + 4

4
,

usw.

Bemerkungen:

1. Es treten nur Sequenzen direkt aufeinanderfolgender Komponenten
der (N − 1)-Tupel auf.

2. Ein Multiplett besitzt dieselbe Anzahl Zustände wie sein konjugiertes
Multiplett: N(α, β, . . .) = N(. . . , β, α).

Denn: Invertiere in jedem Block die Reihenfolge der Faktoren und in
jedem Faktor die Reihenfolge der Komponenten.

Beispiel:

N(α, β, γ) =
α + 1

1

β + 1

1

γ + 1

1

α + β + 2

2

β + γ + 2

2

α + β + γ + 3

3

=
γ + 1

1

β + 1

1

α + 1

1

γ + β + 2

2

β + α + 2

2

γ + β + α + 3

3
= N(γ, β, α).

3. Verschiedene (nicht konjugierte) Multipletts können dieselbe Anzahl
Zustände besitzen.

Beispiel:

N(3, 0, 0) = 4 · 1 · 1 · 5

2
· 2

2
· 6

3
= 20,

N(1, 1, 0) = 2 · 2 · 1 · 4

2
· 3

2
· 5

3
= 20.

Definition 5.5.3 Tensordarstellung der Permutationsgruppe Sn (sie-
he Beispiel 1.2.11). Es sei X ein q-dimensionaler komplexer Hilbert-Raum
mit ONB {e1, . . . , eq}. Dann bilden die Vektoren

ei1...in := ei1 ⊗ . . .⊗ ein , i1, . . . , in = 1, . . . , q,
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eine ONB im Tensorprodukt

Z := X ⊗ . . .⊗X︸ ︷︷ ︸
n Faktoren

mit
Z 3 z = ti1...inei1...in (Einstein’sche Summenkonvention).

Jeder Permutation π ∈ Sn,

π =

(
1 2 · · · n
1′ 2′ · · · n′

)
, π−1 =

(
1′ 2′ · · · n′

1 2 · · · n

)
,

ordnen wir einen linearen Operator ϕπ : Z → Z zu mit

ϕπ(z) = ϕπ(ti1...inei1...in) := tπ(i1...in)ei1...in = ti1′ ... in′ei1...in = ti1...ineπ−1(i1...in).

ϕπ entspricht der Permutation der Indizes von ti1...in nach ti1′ ... in′ .

Vorsicht: Manche Bücher wählen als alternative Konvention eine Permu-
tation der Basisvektoren. Der Unterschied ist analog zur Darstellung von
Drehungen als aktive Drehungen (

”
Drehen des Gegenstands“) im Unter-

schied zu passiven Drehungen (
”
Drehen des Koordinatensystems“).

Beispiel 5.5.4 • n = 3 zur Beschreibung eines Baryons und

• q = 3 zur Beschreibung des SU(3)-Flavors der drei leichten Quarks.
Es sei

z1 = tijk1 eijk
!

= udu, d. h. t121
1 = 1, tijk1 = 0 sonst,

z2 = tijk2 eijk
!

= uds, d. h. t123
2 = 1, tijk2 = 0 sonst.

Betrachte die Permutation

π =

(
1 2 3
3 1 2

)
, π−1 =

(
1 2 3
2 3 1

)
.

Die Anwendung der Darstellung auf die zi ergibt

ϕπ(udu) = ϕπ(z1) = tkij1 eijk = t121
1 e211 = duu

= tijk1 ejki = t121
1 e211,

ϕπ(uds) = ϕπ(z2) = tkij2 eijk = t123
2 e231 = dsu

= tijk2 ejki = t123
2 e231.

Anschaulich: Die Quarks aus den Positionen 1, 2 und 3 kommen entspre-
chend in die Positionen 3, 1 und 2.

Verallgemeinerung für

(
1 · · · n
p1 · · · pn

)
: Die Quarks aus den Positionen

1, . . . , n kommen entsprechend in die Positionen p1, . . . , pn.
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Definition 5.5.5 Young-Rahmen. Jeder Zerlegung

n = n1 + . . .+ nk

mit natürlichen Zahlen

n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nk ≥ 1

ordnen wir einen so genannten Young-Rahmen der folgenden Form zu:

n1 Kästchen

n2 Kästchen

nk Kästchen

•
•
•

Definition 5.5.6 Standardtableau. Ein Standardtableau ergibt sich, in-
dem man die Kästchen mit den Zahlen 1 bis n belegt unter Berücksichtigung
folgender Regeln:

1. Es dürfen keine Wiederholungen auftreten.

2. Die Nummerierung wächst in den Zeilen von links nach rechts und in
den Spalten von oben nach unten.

Als Gewicht g eines Young-Rahmens bezeichnet man die Anzahl der zu-
gehörigen Standardtableaus.

Beispiele 5.5.7 1. n = 2: Young-Rahmen

2 = 1 + 1 : ,

2 = 2 : ,

mit Standardtableaus

1
2
, g = 1,

1 2 , g = 1.
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2. n = 3: Young-Rahmen

3 = 1 + 1 + 1 : ,

3 = 2 + 1 : ,

3 = 3 : ,

mit Standardtableaus

1
2
3
, g = 1,

1 2
3

, 1 3
2

, g = 2,

1 2 3 , g = 1.

3. n = 4: Übung 20, Aufgabe 2.

Definition 5.5.8 Young-Operatoren oder Projektionsoperatoren
auf Z := X ⊗ . . .⊗X (n Faktoren).

Mit T1, . . . , TM bezeichnen wir die Standardtableaus. Betrachte für ein ge-
gebenes Standardtableau Tj die Wirkung aller Permutationen aus Sn auf
das Standardtableau und sortiere die Permutationen nach folgender Eigen-
schaft:

• Die Menge Hj (für horizontal) besteht aus allen Permutationen, bei
denen jede Zeile des neuen Tableaus eine Permutation derselben Zeile
des ursprünglichen Standardtableaus ist.

• Die Menge Vj (für vertikal) besteht aus allen Permutationen, bei denen
jede Spalte des neuen Tableaus eine Permutation derselben Spalte des
ursprünglichen Standardtableaus ist.

Für eine gegebene Permutation π und ein gegebenes Standardtableau Tj
sind folgende Möglichkeiten denkbar:

1. (π ∈ Hj) ∧ (π ∈ Vj),

2. (π ∈ Hj) ∧ (π /∈ Vj),

3. (π /∈ Hj) ∧ (π ∈ Vj),

4. (π /∈ Hj) ∧ (π /∈ Vj).
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Illustration (siehe auch Übung 20, Aufgabe 4). Betrachte

π1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
,

π2 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

π3 =

(
1 2 3
3 2 1

)
,

π4 =

(
1 2 3
1 3 2

)
,

· · ·

und

T2 = 1 2
3

.

Es gilt

1 2
3

π1→ 1 2
3

⇒ (π1 ∈ H2) ∧ (π1 ∈ V2),

1 2
3

π2→ 2 1
3

⇒ (π2 ∈ H2) ∧ (π2 /∈ V2),

1 2
3

π3→ 3 2
1

⇒ (π3 /∈ H2) ∧ (π3 ∈ V2),

1 2
3

π4→ 1 3
2

⇒ (π4 /∈ H2) ∧ (π4 /∈ V2).

Jedem Tj ordnen wir einen Young-Operator

Pj :=
gj
n!

∑
π∈Vj

sgn(π)ϕπ

∑
π∈Hj

ϕπ


zu. Jeder Operator Pj : Z → Z ist ein Projektionsoperator, d. h. P 2

j = Pj.

Beispiel 5.5.9 Es sei n = 2, d. h.

T1 = 1
2
, g1 = 1,

T2 = 1 2 , g2 = 1.

S2 enthält e und π = (12).
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Wir betrachten die Wirkung auf T1:

1
2

e→ 1
2
,

1
2

π→ 2
1
.

Beachte: Es gilt immer e ∈ Vj und e ∈ Hj.

π ∈ V1. ⇒
P1 =

1

2!
(I − ϕπ)I =

1

2
(I − ϕπ).

Betrachte die Wirkung auf T2:

1 2
e→ 1 2 ,

1 2
π→ 2 1 .

π ∈ H2. ⇒
P2 =

1

2!
I(I + ϕπ) =

1

2
(I + ϕπ).

Beachte:

1. P1 + P2 = I.

2. Da ϕ2
π = I, gilt

P 2
1 =

1

4
(I − ϕπ)(I − ϕπ) =

1

2
(I − ϕπ) = P1,

P 2
2 =

1

4
(I + ϕπ)(I + ϕπ) =

1

2
(I + ϕπ) = P2,

P1P2 =
1

4
(I − ϕπ)(I + ϕπ) = 0,

d. h. P1 und P2 sind Projektionsoperatoren. Wir erhalten folgende Zerlegung
des Tensorprodukts:

Z = P1(Z)⊕ P2(Z).

Da

ϕe(z) = I(z) = tijei ⊗ ej,
ϕπ(z) = tjiei ⊗ ej,

entspricht dies der Zerlegung eines z ∈ Z in

tijei ⊗ ej =
1

2
(tij − tji)︸ ︷︷ ︸

antisymmetrisch

ei ⊗ ej +
1

2
(tij + tji)︸ ︷︷ ︸

symmetrisch

ei ⊗ ej.

157



5.5.10 Wir betrachten die Lie-Gruppen GL(q,C), SL(q,C) und SU(q) und
die Lie-Algebren gl(q,C), sl(q,C) und su(q). In der Fundamentaldarstellung
wirken diese auf den q-dimensionalen Hilbert-Raum X = LH{e1, . . . , eq} =
span{e1, . . . , eq} in der Form

G 3 A = (aij)
L 3 A = (aij)

}
: A(tjej) = eiA

i
jt
j mit Aij = aij.

Für das n-fache Tensorprodukt Z = X ⊗ . . . ⊗ X lauten die Produktdar-
stellungen

ϕ : G→ GL(Z), ϕ(A)(ei1 ⊗ . . .⊗ ein) := Aei1 ⊗ . . .⊗ Aein , ∀ A ∈ G,

ψ : L → gl(Z), ψ(A)(ei1 ⊗ . . .⊗ ein) :=
n∑
j=1

ei1 ⊗ . . .⊗ Aeij ⊗ · · · ⊗ ein ,

∀ A ∈ L,

wobei ϕ(A) und ψ(A) komplexe (qn, qn)-Matrizen sind.

Beispiel SU(2): In der Physik benutzen wir Spinoren χm mit

χ 1
2

=

(
1
0

)
, χ− 1

2
=

(
0
1

)
.

SU(2) 3 U = exp

(
−i~τ · ~α

2

)
= 1+ u+O(u2) mit

u = −i~τ · ~α
2
∈ su(2).

Damit:

ϕ(U)(χm1 ⊗ . . .⊗ χmn) = Uχm1 ⊗ . . .⊗ Uχmn
= (1+ u+ . . .)χm1 ⊗ . . .⊗ (1+ u+ . . .)χmn
= χm1 ⊗ . . .⊗ χmn

+uχm1 ⊗ . . .⊗ χmn + . . .+ χm1 ⊗ . . .⊗ uχmn︸ ︷︷ ︸
Ψ(u)(χm1 ⊗ . . .⊗ χmn)

+O(u2).

Satz 5.5.11 (ohne Beweis). Z lässt sich in eine direkte Summe zerlegen

Z =
M⊕
j=1

Pj(Z).

Jeder der linearen Teilräume Pj(Z) ist irreduzibel bzgl. der Produktdarstel-
lung ϕ der oben genannten Lie-Gruppen (Produktdarstellung ψ der oben
genannten Lie-Algebren).
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Als Illustration siehe Übung 20, Aufgabe 4.

Fazit: Irreduzible Darstellungen werden mittels der Frage nach den Symme-
trieeigenschaften von Zuständen des Tensorproduktraumes unter Vertau-
schung von Indizes konstruiert.

5.5.12 Zusammenhang zwischen Young-Diagrammen und SU(N)-
Multipletts.
(Ein Young-Diagramm repräsentiert eine bestimmte Prozedur, einen vor-
gegebenen SU(N)-Tensor (siehe 5.2.5) zu symmetrisieren und antisymme-
trisieren mit dem Resultat, dass ein Tensor entsteht, der sich gemäß einer
irreduziblen Darstellung von SU(N) transformiert; siehe 5.5.11).
Ein Young-Diagramm ist eine Anordnung von Kästchen in linksjustierten
Zeilen, wobei jede Zeile mindestens so lang wie die darunterliegende ist.

• Zusammenhang mit SU(N)-Multipletts:

1. Die erste Zeile ist um α Kästchen länger als die 2. Zeile.

2. Die zweite Zeile ist um β Kästchen länger als die 3. Zeile, usw.

3. Ein SU(N)-Young-Diagramm hat maximalN Zeilen (Die Spalten
eines Diagramms repräsentieren antisymmetrisierte Indizes. Für
SU(N) können die Indizes die Werte 1, . . . , N annehmen und
damit höchstens N Indizes antisymmetrisiert werden).

4. Vollständige Spalten mitN Kästchen am linken Rand eines Young-
Diagramms können, solange noch etwas übrig bleibt, gestrichen
werden, d. h. sie haben keine Bedeutung für die Kennzeichnung
eines SU(N)-Multipletts.

• Beispiele für SU(3):

= = (1, 0),

= = (0, 1),

= (0, 0),

= = (1, 1),

= = (3, 0).

159



Hierbei sollte man sich im Zweifelsfall am linken Rand eine vollständi-
ge Spalte mit drei Kästchen (für SU(3)) hinzudenken.

• In jeder SU(N) wird das Quark-Multiplett (1, 0, . . .) durch � und das
Antiquark-Multiplett (0, . . . , 1) durch

N − 1 Kästchen
•
•
•

repräsentiert.

5.5.13 Regeln für die graphische Bestimmung der Dimension eines durch
ein Young-Diagramm dargestellten SU(N)-Multipletts.

1. Zeichne den formalen Quotienten aus zwei Kopien des Diagramms.

2. Zähler: Beginne in der ersten Zeile links mit N und erhöhe bei jedem
Schritt nach rechts um 1. Beginne zweite Zeile mit N − 1 und erhöhe
bei jedem Schritt nach rechts um 1, usw.
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N N + 1 N + 2

N − 1 N

N − 2 N − 1

N − 3

Bilde das Produkt der Einträge.

3. Nenner: Für ein gegebenes Kästchen sei nr die Anzahl der Kästchen
rechts davon in derselben Zeile und nu die Anzahl der Kästchen dar-
unter in derselben Spalte. Trage nr+nu+1 ein und bilde das Produkt
aller Einträge.

6 4 1

4 2

3 1

1

4. Bilde den Quotienten:

(N + 2)(N + 1)N2(N − 1)2(N − 2)(N − 3)

6 · 4 · 4 · 3 · 2
.

Beachte: Nur ungleich Null für N ≥ 4.

N = 4 :
6 · 5 · 42 · 32 · 2
6 · 4 · 4 · 3 · 2

= 15.

Alternativ:

N(1, 0, 1) = 2 · 1 · 2 · 3

2
· 3

2
· 5

3
= 15.

5. Häufig auftretende Beispiele (für n = 3):

•
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(a) SU(2):
2 · 3 · 4
3 · 2 · 1

= 4

(b) SU(3):
3 · 4 · 5
3 · 2 · 1

= 10

(c) SU(6):
6 · 7 · 8
3 · 2 · 1

= 56

•

(a) SU(2):
2 · 3 · 1
3 · 1 · 1

= 2

(b) SU(3):
3 · 4 · 2
3 · 1 · 1

= 8

(c) SU(6):
6 · 7 · 5
3 · 1 · 1

= 70

•

(a) SU(2):
2 · 1 · 0
3 · 2 · 1

= 0,

d. h. dieses Multiplett existiert in SU(2) nicht.

(b) SU(3):
3 · 2 · 1
3 · 2 · 1

= 1

(c) SU(6):
6 · 5 · 4
3 · 2 · 1

= 20

5.5.14 Kopplung von Multipletts. Mehrere Multipletts lassen sich se-
quentiell koppeln, indem zuerst Multiplett 1 mit Multiplett 2 gekoppelt
wird, anschließend das Resultat mit Multiplett 3 usw. Die Kopplung ist as-
soziativ.

Definition: Eine Folge von Buchstaben a, b, c, . . . heißt zulässig, wenn an
jedem Punkt der Folge a mindestens genauso häufig aufgetreten ist wie b, b
mindestens genauso häufig wie c usw.

Beispiel: abcd, aabcb zulässig, abb, acb nicht zulässig.

Beschreibung des Verfahrens:
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1. Zeichne die Young-Diagramme der beiden Multipletts, wobei im zwei-
ten Diagramm jedes Kästchen der ersten Zeile durch ein a ersetzt
wird, jedes Kästchen der zweiten Zeile durch ein b usw.

Beispiel: Multipletts, die aus der Kopplung zweier SU(3)-Multipletts
(1, 1) entstehen (etwa zur Beschreibung der Meson-Meson-, Meson-
Baryon-, Baryon-Baryon-Streuung):

a a
b

Das leere Diagramm bildet in der folgenden Konstruktion die linke
obere Ecke.

2. Addiere die a des zweiten Diagramms zu den rechten Enden der Zeilen
des leeren Diagramms. Berücksichtige dabei, dass in einer Spalte ein
gegebener Buchstabe, hier a, maximal einmal auftreten darf. Außer-
dem können Spalten nicht länger als N sein:

(a)

a a

(b)

a
a

(c)

a

a

(d) a
a

(e)
a
a

nicht erlaubt

Komplette Spalten am linken Rand, d. h. Spalten mit N Kästchen für
SU(N), können gestrichen werden, solange noch ein Restdiagramm
übrig bleibt.
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Beispiel in SU(3):

:
3 · 4 · 5 · 2
4 · 2 · 1 · 1

= 15,

:
3 · 4 · 5 · 6 · 2 · 3 · 1
6 · 4 · 2 · 1 · 3 · 1 · 1

= 15.

3. Wiederhole Prozedur mit den b unter Berücksichtigung derselben Re-
geln. Jedes Diagramm, das beim Lesen von rechts oben nach links unten
nicht zulässige Buchstabenfolgen enthält, wird weggelassen:

(a) Ausgehend von (a)

a a b

nicht zulässig

a a
b

a a

b

(b) Ausgehend von (b)

a
a b

a
a

b

(c) Ausgehend von (c)

a
b

(d) Ausgehend von (d)
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a
b

Für kompliziertere Multipletts wiederhole die Prozedur für die c, d
usw.

4. Sobald alle Buchstaben verteilt sind, werden diese durch Kästchen er-
setzt und die resultierenden Diagramme als direkte Summe aufgeführt.

5. Resultat:

⊗ = ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ .

(1, 1)⊗ (1, 1) = (2, 2)⊕ (3, 0)⊕ (0, 3)⊕ (1, 1)⊕ (1, 1)⊕ (0, 0).

Ausgedrückt durch die Dimensionalitäten der Multipletts:

N(α, β) = (α + 1)(β + 1)
α + β + 2

2
⇒

8⊗ 8 = 3 · 3 · 6

2
⊕ 4 · 1 · 5

2
⊕ 1 · 4 · 5

2
⊕ 2 · 2 · 4

2
⊕ 2 · 2 · 4

2
⊕ 1 · 1 · 2

2
= 27⊕ 10⊕ 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1.

Dabei drückt in 10 der Strich aus, dass es sich um das zu (3, 0) kon-
jugierte Multiplett handelt.

Anwendung: In 4.4.4 hatten wir gesehen, dass aus der Invarianz von
Hst bzgl. Isospin SU(2) folgt, dass die ππ-Streuung durch 3 Ampli-
tuden beschrieben wird. Analog folgt jetzt unter der Annahme von
Flavor-SU(3)-Invarianz, dass die Oktett-Oktett-Streuung durch 6 Am-
plituden beschrieben wird.

6. Beispiel in SU(6) (siehe Übung 21, Aufgabe 1):

⊗ ⊗ = ⊕ ⊕ ⊕ .

6⊗ 6⊗ 6 =
6 · 7 · 8

3 · 2
⊕ 2

6 · 7 · 5
3

⊕ 6 · 5 · 4
3 · 2

= 56︸︷︷︸
S

⊕ 70︸︷︷︸
M,S

⊕ 70︸︷︷︸
M,A

⊕ 20︸︷︷︸
A

.

Beispiel:

56 = 10︸︷︷︸
SU(3)-Dekuplett

× 4︸︷︷︸
Spin 3/2

+ 8︸︷︷︸
SU(3)-Oktett

× 2︸︷︷︸
Spin 1/2

.
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Beachte, dass das Spin-3/2-Quadruplett und das SU(3)-Dekuplett je-
weils symmetrisch sind. Die restlichen 16 Zustände entstehen analog
zu Beispiel 5.3.3 als Produkt

1√
2

( |φM,S〉︸ ︷︷ ︸
SU(3)-Oktett

⊗ |χM,S〉︸ ︷︷ ︸
SU(2)-Dublett

+ |φM,A〉︸ ︷︷ ︸
SU(3)-Oktett

⊗ |χM,A〉︸ ︷︷ ︸
SU(2)-Dublett

)

und sind auch vollständig symmetrisch.

5.5.15 Pentaquarks. Im Jahr 2003 haben die so genannten Pentaquarks
für Furore gesorgt. Auch wenn deren Existenz gegenwärtig wieder sehr um-
stritten ist, wollen wir kurz den gruppentheoretischen Hintergrund disku-
tieren.

Unter einem Pentaquark versteht man ein Baryon, dessen Quarkin-
halt aus (mindestens) 4 Quarks und einem Antiquark besteht, also sym-
bolisch von der Form qqqqq̄ ist. Unter

”
exotischen“ Pentaquarks versteht

man solche, bei denen das Antiquark einen anderen (Anti-)Flavor als die
vier Quarks besitzt, z. B. uudds̄. Aus der Kopplung von 4 SU(3)-Quarks
und einem Antiquark entsteht u. a. ein Antidekuplett (siehe Figur 5.1 und
Übung 21, Aufgabe 2), wobei die Zustände auf den Ecken des Dreiecks

”
exotische“ Kandidaten sind. Verschiedene Gruppen haben experimentelle

Evidenz für das so genannte Θ(1540)+ am oberen Ende des Dreiecks be-
richtet (siehe Review of Particle Physics, Particle Data Group, J. Phys. G:
Nucl. Part. Phys. 33 (2006) 1, hier Abschnitt Exotic Baryons, S. 1019).

Anwendung 5.5.16 Als einfachstes Quarkmodell für 3q-Baryonen betrach-
ten wir einen von Spin und Flavor unabhängigen Hamilton-Operator mit
harmonischen Oszillatorpotentialen zwischen den einzelnen Quarks:

H =
~p 2(1) + ~p 2(2) + ~p 2(3)

2m

+
C

2

{
[~r(1)− ~r(2)]2 + [~r(1)− ~r(3)]2 + [~r(2)− ~r(3)]2

}
=

3∑
i=1

~p 2(i)

2m
+
C

2

3∑
i<j=1

[~r(i)− ~r(j)]2, (5.4)

wobeim = mu = md = ms für die Konstituentenquarkmasse steht. Vorsicht:
Die Massen des nichtrelativistischen Modells dürfen nicht mit den QCD-
Parametern mu, md und ms verwechselt werden.

Der Spin-Flavor-Zustand eines einzelnen Quarks ist Element eines 6-
dimensionalen komplexen Hilbert-Raums X, wobei wir als Basisvektoren

|u ↑〉 =


1
0
0
0
0
0

 , |u ↓〉 =


0
1
0
0
0
0

 , . . . , |s ↓〉 =


0
0
0
0
0
1


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Abbildung 5.1: Pentaquark-Antidekuplett.
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wählen. In Gedanken müssen wir uns in Gl. (5.4) noch eine Eins vorstellen,
die auf dem Hilbert-Raum Z = X ⊗X ⊗X wirkt. Ausgedrückt durch die
so genannten Jacobi-Koordinaten

~R =
~r(1) + ~r(2) + ~r(3)

3
, ~ρ =

~r(1)− ~r(2)√
2

, ~λ =
~r(1) + ~r(2)− 2~r(3)√

6
(5.5)

und die verallgemeinerten Impulse

~P = M ~̇R (M = 3m), ~pρ = m~̇ρ, ~pλ = m~̇λ (5.6)

lautet der Hamilton-Operator (siehe Übung 22, Aufgabe 1)

H =
~P 2

2M
+
~p 2
ρ + ~p 2

λ

2m
+

3

2
C(~ρ 2 + ~λ 2). (5.7)

Die Lösungen für die Ortsraumwellenfunktion sind Produkte aus einer ebe-
nen Welle für den Schwerpunkt und Eigenzuständen der harmonischen Os-
zillatoren bzgl. ρ und λ. Sie sind von der Form

Ψ(~r(1), ~r(2), ~r(3)) =
ei
~P ·~R

(2π)
3
2

Ψ(~ρ,~λ)︸ ︷︷ ︸
Produkt zweier h. O.

. (5.8)

Wir definieren:
1

2
mω2 :=

3

2
C, α :=

√
mω.

Typische Parameter sind

m = 350 MeV, α = 320 MeV.

Zur Erinnerung (Vorsicht, es existieren verschiedene Konventionen und
Nomenklaturen in der Literatur): In Kugelkoordinaten lauten die Lösungen
für den harmonischen Oszillator

ϕnrlm(r, θ, φ) = Rnrl(r)Ylm(θ, φ)

mit

Rnrl(r) = Nnrl (αr)
l exp

(
−1

2
α2r2

)
L
l+ 1

2
nr (α2r2),

wobei n := 2nr + l, nr ∈ N0 und En = (n+ 3
2
)ω. Hierbei ist

Nnrl =

√
nr!2nr+l+2α3

[2nr + 2l + 1]!!
√
π
, (2m+1)!! = (2m+1)·(2m−1) . . . 3·1, m ∈ N0,

eine Normierungskonstante und L
l+ 1

2
nr (α2r2) ein zugeordnetes Laguerre-Polynom

vom Grad nr in α2r2, d. h. vom Grad 2nr in r:

Lαn(x) =
n∑

m=0

(−1)m
(

n+ α
n−m

)
xm

m!
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mit (
a
k

)
=

{
a(a−1)(a−2)···(a−k+1)

k!
für k > 0,

1 für k = 0,

wobei a ∈ R und k ∈ N0.
Die Grundzustandswellenfunktion lautet demnach

|Ψ0(~ρ,~λ)〉 = N exp

[
−α

2

2
(ρ2 + λ2)

]
|56S〉 ⊗ |FA〉

mit der Normierungskonstante

N =
4α3

√
π
.

Für die 1-~ω-Anregungen (Dipolzustände) gilt entweder lρ = 1 oder lλ = 1.
Diese sind symbolisch von der Form:

∼ ~ρΨ0,

∼ ~λΨ0.

Die erste Ortsraumwellenfunktion ist vom Typ MA und die zweite von
Typ MS. Eine antisymmetrische Wellenfunktion ergibt sich in vollkommener
Analogie zu Beispiel 5.3.3 als Überlagerung

1√
2

(|70MS〉 ⊗ |OMS〉+ |70MA〉 ⊗ |OMA〉)⊗ |FA〉.

Schließlich: Die Entartung von Oktett und Dekuplett im Grundzustand
wird durch spinabhängige Kräfte aufgehoben.

Weiterführende Literatur:

• N. Isgur und G. Karl, Phys. Rev. D 18, 4187 (1978)

• Rajat K. Bhaduri, Models of the Nucleon, Addison-Wesley, Redwood
City 1988, Abschnitt 1.5
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Kapitel 6

Das Noether-Theorem

Literatur:

• E. L. Hill, Rev. Mod. Phys. 23, 253 (1951)

• V. de Alfaro, S. Fubini, G. Furlan und C. Rossetti, Currents in Hadron
Physics, North-Holland, Amsterdam 1973, Kapitel 2.1.1

• M. Gell-Mann und M. Lévy, Nuovo Cimento 16, 705 (1960)

• S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields, Vol. 1, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, U.K., 1995, Kapitel 7.3

• praktisch jedes Buch zur Quantenfeldtheorie

6.1 Das Noether-Theorem in der klassischen

Feldtheorie

Das Noether-Theorem stellt eine Verbindung zwischen kontinuierlichen Sym-
metrien eines dynamischen Systems und Erhaltungsgrößen (Konstanten der
Bewegung) her. Hier betrachten wir nur so genannte innere Symmetrien.
(Die Methode erlaubt auch eine Diskussion der Konsequenzen der Poin-
caré-Invarianz.) Gegeben sei eine Lagrange-Dichte L, die eine Funktion der
unabhängigen Felder Φi und deren ersten Ableitungen ∂µΦi (i = 1, . . . , n)
– kollektiv gekennzeichnet durch Φ und ∂µΦ – ist:

L = L(Φ, ∂µΦ). (6.1)

Die Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen lauten:

∂L
∂Φi

− ∂µ
∂L

∂∂µΦi

= 0, i = 1, . . . , n. (6.2)

Wir nehmen an, dass die Lagrange-Dichte aus Gl. (6.1) invariant bzgl. einer
globalen Transformation der Felder ist, die von r reellen kontinuierlichen
Parametern abhängt.
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1. Global bedeutet, dass die Parameter nicht von x abhängen.

2. Die Transformationen sollen Operationen einer Lie-Gruppe auf der
Menge der Felder (dynamische Freiheitsgrade) darstellen (siehe Defi-
nition 1.3.1).

Die Methode von Gell-Mann und Lévy [Nuovo Cimento 16, 705 (1960)]
besteht darin, die reellen Parameter durch glatte Funktionen von x zu er-
setzen, d. h. die globale Transformation zu einer lokalen zu erheben, mit
deren Hilfe sich dann die Noether-Ströme auf einfache Weise identifizieren
lassen.

Wir betrachten eine infinitesimale Transformation der Felder, die von r
lokalen Parametern abhängt:

Φi(x) 7→ Φ′i(x) = Φi(x) + δΦi(x) = Φi(x)− iεa(x)Fai[Φ(x)], (6.3)

und erhalten unter Vernachlässigung von Termen der Ordnung ε2 als Varia-
tion der Lagrange-Dichte

δL = L(Φ′, ∂µΦ′)− L(Φ, ∂µΦ)

=
∂L
∂Φi

δΦi +
∂L

∂∂µΦi

∂µδΦi︸ ︷︷ ︸
−i[∂µεa(x)]Fai − iεa(x)∂µFai

= εa(x)

(
−i ∂L
∂Φi

Fai − i
∂L

∂∂µΦi

∂µFai

)
+ ∂µεa(x)

(
−i ∂L
∂∂µΦi

Fai

)
=: εa(x)∂µJ

µ
a + ∂µεa(x)Jµa . (6.4)

Mittels Gl. (6.4) definieren wir für jede infinitesimale Transformation einen
Strom

Jµa = −i ∂L
∂∂µΦi

Fai. (6.5)

Wir berechnen von Jµa aus Gl. (6.5) die Divergenz ∂µJ
µ
a

∂µJ
µ
a = −i

(
∂µ

∂L
∂∂µΦi

)
Fai − i

∂L
∂∂µΦi

∂µFai

Gl. (6.2)
= −i ∂L

∂Φi

Fai − i
∂L

∂∂µΦi

∂µFai

für Lösungen der Bewegungsgleichungen. Dieser Ausdruck ist also konsi-
stent mit demjenigen aus Gl. (6.4). Mittels Gl. (6.4) lassen sich sowohl
Stromdichte als auch deren Divergenz auf einfache Weise bestimmen:

Jµa =
∂δL
∂∂µεa

, (6.6)

∂µJ
µ
a =

∂δL
∂εa

. (6.7)
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Wir haben die Parameter der Transformation als lokal angesetzt. Allerdings
haben wir angenommen, dass die Lagrange-Dichte aus Gl. (6.1) invariant
bzgl. einer globalen Transformation ist. In diesem Fall verschwindet der Aus-
druck ∂µεa und wir sehen aus Gl. (6.4) wegen der Invarianz der Lagrange-
Dichte bzgl. solcher Transformationen, dass die Ströme Jµa erhalten sind,
d. h. ∂µJ

µ
a = 0.

6.1.1 Noether-Theorem: Jeder kontinuierlichen, globalen Symmetrie-
transformation, die die Lagrange-Dichte invariant lässt, ist ein Erhaltungs-
satz und eine Konstante der Bewegung zugeordnet:

δL = 0 ⇒ ∂µJ
µ
a = 0. (6.8)

Wir haben also einen erhaltenen Strom Jµa mit einer erhaltenen d. h. zeit-
unabhängigen Ladung:

Qa(t) =

∫
d3x J0

a(t, ~x). (6.9)

Wir zeigen die Zeitunabhängigkeit:

dQa(t)

dt
=

∫
d3x

∂J0
a(t, ~x)

∂t

Wir benutzen∫
d3x ~∇ · ~Ja =

∫
d~F · ~Ja = lim

R→∞
R2

∫
dΩ êr · ~Ja = 0.

Hierbei ist zu beachten, dass die Stromdichte ~Ja(t, ~x) für r = |~x| → ∞
schneller als 1/r2 abfallen muss. Dies ist in der Regel gewährleistet, es sei
denn die Theorie enthält masselose

”
geladene“ Teilchen [siehe Diskussion in

J. Bernstein, Rev. Mod. Phys. 46, 7 (1974), im Anschluss an Gl. (2.6)].

=

∫
d3x

[
∂J0

a(t, ~x)

∂t
+ ~∇ · ~Ja(t, ~x)

]
=

∫
d3x ∂µJ

µ
a (t, ~x)

=

∫
d3x

∂δL
∂εa

= 0 für δL = 0. (6.10)

Bemerkung: Wir waren in unserer Voraussetzung δL = 0 sehr restriktiv.
Die verschiedenen Möglichkeiten werden in Abschnitt 7.3 aus S. Weinberg,
The Quantum Theory of Fields, Vol. 1, diskutiert und sind in der folgenden
Tabelle in symbolischer Form mit Φ 7→ Φ+δΦ = Φ+εδΦ̃ zusammengefasst:
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Invariante Größe Stromdichte oder Ladung

δL = 0 Jµ = ∂L
∂∂µΦ

δΦ̃

δL = ε∂µJ µ Jµ = ∂L
∂∂µΦ

δΦ̃− J µ

δL = 0 Q =
∫
d3x ∂L

∂∂0Φ
δΦ̃

δL = εdQ(t)
dt

Q =
∫
d3x ∂L

∂∂0Φ
δΦ̃−Q

δS = 0 Explizite Form von Jµ

a priori nicht bekannt

Anmerkung 6.1.2 Wir haben bisher nur mit klassischen Feldern gearbei-
tet. Deshalb ist die

”
Ladung“ Qa (Konstante der Bewegung) bisher nicht

quantisiert. Sie kann jeden beliebigen kontinuierlichen Wert annehmen.

Beispiel 6.1.3 Wir betrachten die Lagrange-Dichte für zwei skalare Felder
Φ1 und Φ2 gleicher Masse m mit einer λΦ4-Wechselwirkung:

L =
1

2

[
∂µΦ1∂

µΦ1 + ∂µΦ2∂
µΦ2 −m2(Φ2

1 + Φ2
2)
]
− λ

4

(
Φ2

1 + Φ2
2

)2
(6.11)

mit m2 > 0 und λ > 0.
Wir führen eine infinitesimale, aktive Drehung um den Winkel ε(x)

durch:1

D(ε) =

(
1 −ε
ε 1

)
mit folgender Wirkung auf die Felder:

Φ′1 = Φ1 + δΦ1 = Φ1 − ε(x)Φ2,

Φ′2 = Φ2 + δΦ2 = Φ2 + ε(x)Φ1. (6.12)

Die Änderung der Lagrange-Dichte lautet

δL =
∂L
∂Φi

δΦi +
∂L

∂∂µΦi

∂µδΦi

= −m2Φ1[−ε(x)]Φ2 −m2Φ2ε(x)Φ1︸ ︷︷ ︸
0

−λ(Φ2
1 + Φ2

2){Φ1[−ε(x)]Φ2 + Φ2ε(x)Φ1}︸ ︷︷ ︸
0

+∂µΦ1∂µ[−ε(x)Φ2] + ∂µΦ2∂µ[ε(x)Φ1]

= ∂µε(x)(−∂µΦ1Φ2 + Φ1∂
µΦ2). (6.13)

⇒ Jµ =
∂δL
∂∂µε

= Φ1∂
µΦ2 − ∂µΦ1Φ2, ∂µJ

µ =
∂δL
∂ε

= 0. (6.14)

1Wenn wir die Felder (später Feldoperatoren) aktiv
”
drehen“ müssen wir die Hilbert-

Raum-Zustände entgegengesetzt transformieren.
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Fazit: Die Lagrange-Dichte aus Gl. (6.11) ist invariant bzgl. einer globalen
Drehung der Felder Φ1 und Φ2 (Gruppeninvariante, Definition Operation
einer Gruppe auf einer Menge siehe 1.3.1). Die zugehörige Gruppe ist die
Gruppe der eigentlichen Rotationen in zwei Dimensionen SO(2) ∼= U(1),
deren Elemente durch einen kontinuierlichen Parameter 0 ≤ ϕ < 2π cha-
rakterisiert werden können. Mit dieser Invarianz ist der erhaltene Strom aus
Gl. (6.14) verknüpft.

Beispiel 6.1.4 Es seien m und m+ δ die zu Φ1 und Φ2 gehörigen Massen,
der Rest wie oben. Was passiert?

δL = ε[m2Φ1Φ2 − (m+ δ)2Φ1Φ2] + ∂µε(Φ1∂
µΦ2 − ∂µΦ1Φ2)

= ε(−2mδ − δ2)Φ1Φ2 + ∂µε(Φ1∂
µΦ2 − ∂µΦ1Φ2),

∂δL
∂ε

= −(2mδ + δ2)Φ1Φ2 = ∂µJ
µ 6= 0.

Eine kleine Massenaufspaltung führt also dazu, dass der Strom nicht mehr
exakt erhalten ist. Solche Situationen treten in der Teilchenphysik häufiger
auf, z. B. im Proton-Neutron-System, und können in einer ersten Näherung
meistens vernachlässigt werden.

6.2 Mehr zum Noether-Theorem in der Quan-

tenfeldtheorie

In Abschnitt 6.1 diskutierten wir das Noether-Theorem im Rahmen der
klassischen Feldtheorie. Insbesondere bedeutete dies für die Ladung Qa(t)
aus Gl. (6.9), dass sie jeden beliebigen Wert annehmen konnte.

• Welche Konsequenzen ergeben sich aus dem Übergang zur Quanten-
feldtheorie?

Motivation 6.2.1 Dazu erinnern wir uns zunächst an den Übergang von
der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik. Wir betrachten einen Mas-
senpunkt (Masse m) in einem Zentralpotential V (r), d. h. die entsprechen-
den Lagrange- und Hamilton-Funktionen sind rotationsinvariant. Als Re-
sultat dieser Symmetrie ist der Drehimpuls ~l = ~r × ~p eine Konstante der
Bewegung, die in der klassischen Mechanik einen beliebigen kontinuierlichen
reellen Wert annehmen kann. Beim Übergang zur Quantenmechanik werden
aus den Komponenten von ~r und ~p hermitesche, lineare Operatoren, die (im
Schrödinger-Bild) den Vertauschungsrelationen

[x̂i, p̂j] = iδij, [x̂i, x̂j] = 0, [p̂i, p̂j] = 0

genügen. Für den späteren Vergleich mit der Quantenfeldtheorie drücken
wir die Komponenten des Drehimpulsoperators

l̂i = εijkx̂j p̂k
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mit Hilfe der (3, 3)-Matrizen Lad
i der adjungierten Darstellung (siehe Übung

12, Aufgabe 2) aus:
l̂i = −ip̂j (−iεijk)︸ ︷︷ ︸

(Lad
i )jk

x̂k. (6.15)

Sowohl die Matrizen der adjungierten Darstellung als auch die Komponen-
ten des Drehimpulsoperators erfüllen die Drehimpulsvertauschungsrelatio-
nen

[Lad
i , L

ad
j ] = iεijkL

ad
k , [l̂i, l̂j] = iεijk l̂k,

d. h. sie können nicht gleichzeitig diagonalisiert werden.

Vielmehr organisieren sich die Zustände als Eigenzustände von ~̂l 2 und
l̂3 mit Eigenwerten l(l + 1) und m = −l,−l + 1, . . . , l (l = 0, 1, 2, . . .). Die
Rotationsinvarianz des Quantensystems impliziert, dass die Komponenten
des Drehimpulsoperators mit dem Hamilton-Operator kommutieren,

[Ĥ, l̂i] = 0,

d. h. sie sind immer noch Konstanten der Bewegung. Man diagonalisiert

dann gleichzeitig Ĥ, ~̂l 2 und l̂3. Z. B. sind die Eigenwerte des Wasserstoff-
atoms durch

En = −α
2m

2n2
≈ −13.6

n2
eV

gegeben, wobei n = n′ + l + 1, n′ ≥ 0 die so genannte Hauptquanten-
zahl bezeichnet, und der Entartungsgrad eines Energieniveaus unter Ver-
nachlässigung des Spins (Faktor 2) durch n2 gegeben ist. Der Wert E1 und
die Abstände der Energieniveaus werden durch die Dynamik des Systems
bestimmt, d. h. durch die spezifische Form des Potentials, wohingegen die
Multiplizität der Energieniveaus eine Konsequenz der zu Grunde liegenden
Rotationssymmetrie ist.2

Am Beispiel der kanonischen Quantisierung des freien skalaren Feldes
sieht man, dass Größen wie Φ, Π = ∂L/∂ ∂0Φ, L, H, ~P zu Operatoren
werden, die auf einem Hilbert-Raum wirken.

Beispiel 6.2.2 Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit halber zunächst
eine Lagrange-Dichte

L(Φ, ∂µΦ)

mehrerer, wechselwirkender, skalarer Felder, die den kanonischen gleichzei-
tigen Vertauschungsrelationen (GZVR) gehorchen sollen:

[Φi(t, ~x),Πj(t, ~y)] = iδ3(~x− ~y)δij, (6.16)

[Φi(t, ~x),Φj(t, ~y)] = 0, (6.17)

[Πi(t, ~x),Πj(t, ~y)] = 0. (6.18)

2Die
”
zufällige“ Entartung für n ≥ 2 ist das Resultat einer noch höheren Symmetrie

des 1/r-Potentials, nämlich einer O(4)-Symmetrie.
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Als wichtigen Spezialfall von Gl. (6.3),

Φi(x) 7→ Φ′i(x) = Φi(x) + δΦi(x) = Φi(x)− iεa(x)Fai[Φ(x)],

betrachten wir infinitesimale Transformationen, die linear in den Feldern
sind,

Φi(x) 7→ Φ′i(x) = Φi(x)− iεa(x)ta,ijΦj(x), (6.19)

wobei ta,ij Konstanten sind, die in der Regel eine Mischung der Felder be-
wirken (Summation über Indizes impliziert). Aus Gl. (6.5),

Jµa = −i ∂L
∂∂µΦi

Fai,

folgt für den Spezialfall

Jµa (x) = −i ∂L
∂∂µΦi

ta,ijΦj, (6.20)

Qa(t) = −i
∫
d3xΠi(x)ta,ijΦj(x). (6.21)

Für die Kommutatoren der (verallgemeinerten) Ladungsoperatoren mit den
Feldoperatoren gilt

[Qa(t),Φk(t, ~y)]

= −ita,ij
∫
d3x [Πi(t, ~x)Φj(t, ~x),Φk(t, ~y)]

= −ita,ij
∫
d3x

(
Πi(t, ~x) [Φj(t, ~x),Φk(t, ~y)]︸ ︷︷ ︸

0

+ [Πi(t, ~x),Φk(t, ~y)]︸ ︷︷ ︸
−iδ3(~x− ~y)δik

Φj(t, ~x)
)

= −ta,kjΦj(t, ~y). (6.22)

Analogie 6.2.3 Vergleiche mit der Darstellungstheorie der Drehgruppe in
der QM (siehe 4. von 2.1.2):

x′i = Rijxj,

|Ψ′〉 = D(R)|Ψ〉,
D(R) = exp(−i~ω ·~l) = R(α, β, γ),

D(R)Ψ(~x) = Ψ(R−1~x).

Das Transformationsverhalten eines Operators A ergab sich aus der Forde-
rung

〈Φ|A|Ψ〉 !
= 〈Φ′|A′|Ψ′〉
= 〈Φ|D†(R)A′D(R)|Ψ〉 ∀ 〈Φ|, |Ψ〉,

so dass
A′ = D(R)AD†(R).
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Beispiel infinitesimale Drehung ~x ′ = ~x + ~ε × ~x. Was bedeutet dies für den
Ortsoperator ~r (für Impulsoperator ~p und Drehimpulsoperator ~l analog,
siehe 4.3.16)?

~r ′ = ~r + δ~r

= (1− i~ε ·~l)~r (1 + i~ε ·~l)
= ~r − i[~ε ·~l, ~r]

εiεijk[rjpk, rl] = εiεijk(rj [pk, rl]︸ ︷︷ ︸
−iδkl

+ [rj, rl]︸ ︷︷ ︸
0

pk) = −iεiεijlrj = −i(~ε× ~r)l

· · · = ~r − ~ε× ~r,

d. h. (Vorzeichen!)

δ~r = −~ε× ~r.

An dieser Stelle wollen wir die Entsprechungen für den Fall der Rotationen
im Fall der QM zusammenstellen. Um konsistent zu bleiben, betrachten wir
jeweils Orts-, Impuls- und Drehimpulsoperator im Heisenberg-Bild (Dächer
zur Kennzeichnung von Operatoren weggelassen)

xi(t) ↔ Φi(t, ~x ),

pj(t) ↔ Πj(t, ~y ),

lk(t) = εijkxi(t)pj(t) = −ipi(t)(−iεijk)xj(t) ↔ −i
∫
d3xΠi(x)taijΦj(x).

Von den Drehimpulsoperatoren wissen wir, dass sie die Generatoren infini-
tesimaler Transformationen der Hilbert-Raum-Zustände sind.

• Ziel: Feldoperatoren mit wohldefinierten Vertauschungsrelationen mit
den Ladungsoperatoren Qa(t).

Beachte die Analogie zur Definition eines irreduziblen, sphärischen Tensor-
operators n-ter Stufe A(n) aus 4.3.15:

[J3, A
(n)
ν ] = νA(n)

ν , [J±, A
(n)
ν ] =

√
n(n+ 1)− ν(ν ± 1)A

(n)
ν±1.

Ji ↔ Qa(t), A(n)
ν ↔ Φk(t, ~y).

• Anmerkung: Wir haben nicht benutzt, dass Qa(t) zeitunabhängig ist.
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Interpretation 6.2.4 der Ladungsoperatoren Qa(t) aus Gl. (6.21). Gege-
ben sei eine globale, infinitesimale Transformation, die wir mittels der reel-
len Konstanten εa charakterisieren. Auf die Felder wirke die Transformation
laut Gl. (6.19). Für das Transformationsverhalten der Zustände des Hilbert-
Raums machen wir den Ansatz

|α′〉 = exp(iεaGa)|α〉. (6.23)

Wir fordern

〈β′|α′〉 = 〈β|α〉, (6.24)

woraus folgt, dass die Ga hermitesche Operatoren sind.

Kurze Randbemerkung: Genau genommen sollten wir nur

|〈β′|α′〉| = |〈β|α〉|

fordern. Wir beschränken uns hier auf unitäre Transformationen. Für die
Zeitumkehr benötigt man einen antiunitären Operator.

Weiterhin folgt aus

〈β|A|α〉 = 〈β′|A′|α′〉 ∀ |α〉, |β〉, εa, (6.25)

zusammen mit Gl. (6.19)

〈β|Φi(x)|α〉 = 〈β′|Φ′i(x)|α′〉
= 〈β|(1− iεaGa)[Φi(x)− iεbtb,ijΦj(x)](1 + iεcGc)|α〉.

Vergleich beider Seiten liefert

−iεa[Ga,Φi(x)] −iεata,ijΦj(x)︸ ︷︷ ︸
iεa[Qa,Φi(x)] wegen Gl. (6.22)

= 0. (6.26)

Folgerung 6.2.5 Die Ladungsoperatoren Qa aus Gl. (6.21) sind gerade die
Erzeugenden für die Transformation der Zustände des Hilbert-Raums, die
mit Gl. (6.19) einhergehen.
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6.2.6 Vertauschungsrelationen. Wir untersuchen nun die Vertauschungs-
relationen für den Fall mehrerer Generatoren (siehe Übung 22, Aufgabe 4):

[Qa(t), Qb(t)] = −
∫
d3xd3y [Πi(t, ~x)ta,ijΦj(t, ~x),Πk(t, ~y)tb,klΦl(t, ~y)]

(6.17), (6.18)
= −ta,ijtb,kl

∫
d3xd3y

(
Πi(t, ~x)[Φj(t, ~x),Πk(t, ~y)]Φl(t, ~y)

+Πk(t, ~y)[Πi(t, ~x),Φl(t, ~y)]Φj(t, ~x)
)

(6.16)
= · · ·

(
Πi(t, ~x)iδ3(~x− ~y)δjkΦl(t, ~y)− Πk(t, ~y)iδ3(~x− ~y)δilΦj(t, ~x)

)
= −ita,ijtb,kl

∫
d3x

(
Πi(t, ~x)Φl(t, ~x)δjk − Πk(t, ~x)Φj(t, ~x)δil

)
= −i

∫
d3x

(
Πi(t, ~x)ta,ijtb,jlΦl(t, ~x)− Πk(t, ~x)tb,klta,ljΦj(t, ~x)

)
= −i(ta,ijtb,jk − tb,ijta,jk)

∫
d3xΠi(t, ~x)Φk(t, ~x). (6.27)

• Wann ist die rechte Seite von Gl. (6.27) proportional zu einer Ladung?

Falls
ta,ijtb,jk − tb,ijta,jk = iCabctc,ik, (6.28)

bilden die Ladungsoperatoren Qa(t) eine Lie-Algebra

[Qa(t), Qb(t)] = iCabcQc(t) (6.29)

mit den Strukturkonstanten Cabc.

Fazit: Die (n, n)-Matrizen ta (a = 1, . . . , r) sollen eine n-dimensionale Dar-
stellung einer Lie-Algebra bilden.

6.2.7 Mehr zur Bedeutung der Ladungsoperatoren.

1. Für zeitunabhängige Ladungsoperatoren gilt im Heisenberg-Bild

dQa

dt
= i[Qa, H] = 0,

d. h. H und Qa lassen sich gleichzeitig diagonalisieren. Die Entartung
eines Energieniveaus wird mit der Dimensionalität irreduzibler Dar-
stellungen der Symmetriegruppe verknüpft. Dies bedeutet, dass eine
Untersuchung des Teilchenspektrums Rückschlüsse auf eine zugrun-
deliegende Symmetrie zulässt.

• Beispiel: Isospin-Multipletts (siehe Tabelle 4.1)

2. Aufgrund von Symmetrien sind Streuamplituden verschiedener Pro-
zesse miteinander verknüpft.
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• Beispiel: Für die πN -Streuung existieren nur zwei unabhängi-
ge Streuamplituden T 1

2
und T 3

2
(folgt aus dem Wigner-Eckart-

Theorem, siehe 4.4.3):

〈I ′I ′3|T |II3〉 = TIδII′δI3I′3 .

3. So genannte Ward-Identitäten verknüpfen die Divergenz einer Green’schen
Funktion, die mindestens einen Symmetriestrom enthält, mit einer Li-
nearkombination anderer Green’scher Funktionen.

Wir gehen im Folgenden von Gl. (6.28) aus und interpretieren die Kon-
stanten ta,ij als Einträge in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer (n, n)-
Matrix Ta:

ta,ij = (Ta)ij.

Diese Matrizen bilden dann aufgrund von Gl. (6.28) eine n-dimensionale
Darstellung einer Lie-Algebra:

[Ta, Tb] = iCabcTc.

Die infinitesimale, lineare Transformation der Felder Φi lässt sich dann in
kompakter Form darstellen: Φ1(x)

...
Φn(x)

 = Φ(x) 7→ Φ′(x) = (1− iεaTa)Φ(x). (6.30)

Beispiel 6.2.8 Um die Diskussion möglichst einfach zu halten, betrachten
wir zunächst die skalare Feldtheorie aus Beispiel 6.1.3 mit einer globalen
SO(2)-Invarianz [U(1)-Invarianz] (siehe Übung 22, Aufgabe 2):

L =
1

2
(∂µΦ1∂

µΦ1 + ∂µΦ2∂
µΦ2)− m2

2
(Φ2

1 + Φ2
2)− λ

4
(Φ2

1 + Φ2
2)2

= ∂µΦ†∂µΦ−m2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2, (6.31)

mit

Φ(x) =
1√
2

[Φ1(x) + iΦ2(x)], Φ†(x) =
1√
2

[Φ1(x)− iΦ2(x)],

wobei Φ1 und Φ2 reelle skalare Felder sind. (Außerdem nehmen wir m2 >
0 und λ > 0 an, so dass die Theorie keine spontane Symmetriebrechung
erzeugt und die Energie nach unten beschränkt ist.) Gleichung (6.31) ist
invariant bzgl. einer globalen Transformation der Felder

Φ′1 = Φ1 − εΦ2, Φ′2 = Φ2 + εΦ1, T =

(
0 −i
i 0

)
, (6.32)
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oder, was dazu äquivalent ist,

Φ′ = (1 + iε)Φ, Φ′† = (1− iε)Φ†, T =

(
−1 0

0 1

)
, (6.33)

wobei ε ein infinitesimaler reeller Parameter ist. Mit Hilfe der Methode
von Gell-Mann und Lévy erhalten wir für einen lokalen Parameter ε(x) als
Variation

δL = ∂µε(x)(i∂µΦ†Φ− iΦ†∂µΦ), (6.34)

und damit

Jµ =
∂δL
∂∂µε

= i∂µΦ†Φ− iΦ†∂µΦ, (6.35)

∂µJ
µ =

∂δL
∂ε

= 0. (6.36)

Im Rahmen der kanonischen Quantisierung definieren wir zunächst ver-
allgemeinerte Impulse

Πi(x) =
∂L
∂∂0Φi

, Π(x) =
∂L
∂∂0Φ

, Π†(x) =
∂L

∂∂0Φ†
, (6.37)

die (im Heisenberg-Bild) mit den Feldern die GZVR erfüllen sollen:

[Φi(t, ~x),Πj(t, ~y)] = iδijδ
3(~x− ~y), (6.38)

und
[Φ(t, ~x),Π(t, ~y)] = [Φ†(t, ~x),Π†(t, ~y)] = iδ3(~x− ~y). (6.39)

(Die übrigen GZVR zwischen Feldern bzw. Impulsen verschwinden.) Mit
Hilfe von Gl. (6.39) erhalten wir die folgenden GZVR (siehe Übung 22,
Aufgabe 5):

[J0(t, ~x),Φ(t, ~y)] = δ3(~x− ~y)Φ(t, ~x),

[J0(t, ~x),Π(t, ~y)] = −δ3(~x− ~y)Π(t, ~x),

[J0(t, ~x),Φ†(t, ~y)] = −δ3(~x− ~y)Φ†(t, ~x),

[J0(t, ~x),Π†(t, ~y)] = δ3(~x− ~y)Π†(t, ~x). (6.40)

(Aus [A,B] = AB−BA = C erhalten wir [A†, B†] = −C†. Beachte J0(x) =
J0†(x)).

Führt man nun die Integration
∫
d3x in Gl. (6.40) aus, erhält man für

die Vertauschungsrelationen mit dem Ladungsoperator

[Q,Φ(x)] = Φ(x),

[Q,Π(x)] = −Π(x),

[Q,Φ†(x)] = −Φ†(x),

[Q,Π†(x)] = Π†(x). (6.41)
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Welche Schlüsse lassen sich aus Gl. (6.41) ziehen? Dazu betrachten wir einen
Eigenzustand |α〉 von Q mit Eigenwert qα und untersuchen beispielsweise
die Wirkung von Φ(x) auf diesen Zustand:

Q (Φ(x)|α〉) = ([Q,Φ(x)] + Φ(x)Q) |α〉 = (1 + qα) (Φ(x)|α〉) .

Fazit: Die Operatoren Φ(x) und Π†(x) [Φ†(x) und Π(x)] erhöhen (vermin-
dern) die (Noether-) Ladung eines Systems um eine Einheit.

Beispiel 6.2.9 ∗ Um auch den Fall zu behandeln, dass Fermionen auftre-
ten, diskutieren wir die Isospininvarianz der starken Wechselwirkung und
betrachten insgesamt fünf Felder. Wir beginnen mit den Vertauschungsre-
lationen der Isospin-Algebra:

[Qi, Qj] = iεijkQk. (6.42)

Für die so genannte Fundamentaldarstellung (n = 2) benutzen wir als Basis

T f
i =

1

2
τi (f: fundamental). (6.43)

Wir ersetzen Φ4,5 durch das Fermion-Dublett

Ψ =

(
p
n

)
(6.44)

mit dem Protonfeld p und dem Neutronfeld n. Die Matrizen der adjungierten
Darstellung (n = 3) sind gegeben durch [siehe Übung 12, Aufgabe 2 (c)]

tad
i,jk = (T ad

i )jk = −iεijk, (6.45)

d. h. ganz konkret

T ad
1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , T ad
2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , T ad
3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 .

(6.46)

Wir setzen Φ1,2,3 → ~Φ und betrachten die Lagrange-Dichte

L = Ψ̄(i∂/−mN)Ψ +
1

2

(
∂µ~Φ · ∂µ~Φ−M2

π
~Φ2
)
− igΨ̄γ5~τ · ~ΦΨ, (6.47)

wobei g = gπN = 13.2 die Pion-Nukleon-Kopplungskonstante bezeichnet.
Als konkrete Anwendung der infinitesimalen Transformationen aus Gl. (6.19)
betrachten wir(

~Φ
Ψ

)
7→ (1− iεi(x)Ti)

(
~Φ
Ψ

)
, Ti =

(
T ad
i 03×2

02×3 T f
i

)
, (6.48)
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(Ti blockdiagonal), d. h.

Ψ 7→ Ψ′ =

(
1− i ~ε(x) · ~τ

2

)
Ψ, (6.49)

~Φ 7→
(
1− i ~ε(x) · ~T ad

)
~Φ
∗
= ~Φ + ~ε× ~Φ, (6.50)

wobei wir in ∗ benutzt haben

−i~T ad ·~ε ~Φ =

 0 −ε3 ε2
ε3 0 −ε1
−ε2 ε1 0

 Φ1

Φ2

Φ3

 =

 −ε3Φ2 + ε2Φ3

ε3Φ1 − ε1Φ3

−ε2Φ1 + ε1Φ2

 = ~ε× ~Φ.

Die Transformation wirkt auf ~Φ wie eine infinitesimale aktive Drehung um
den Winkel |~ε| bzgl. der Achse ε̂ im Isospinraum. Wir betrachten nun die
Änderung der Lagrange-Dichte (siehe Übung 23, Aufgabe 1)

δL = ∂µ~ε · (Ψ̄γµ
~τ

2
Ψ + ~Φ× ∂µ~Φ). (6.51)

Aus Gl. (6.6) und (6.7) folgt nun

Jµi =
∂δL
∂∂µεi

= Ψ̄γµ
τi
2

Ψ + εijkΦj∂
µΦk, (6.52)

∂µJ
µ
i =

∂δL
∂εi

= 0. (6.53)

Mit Φ̇k = Πk haben wir also drei erhaltene, d. h. zeitunabhängige Ladungs-
operatoren

Qi =

∫
d3x

(
Ψ†(x)

τi
2

Ψ(x) + εijkΦj(x)Πk(x)
)
. (6.54)

Die Operatoren Qi sind die Erzeugenden für SU(2)-Transformationen der
Hilbert-Raum-Zustände.

• Die Erzeugenden zerfallen in zwei Anteile, die mit einander kommu-
tieren.

Mit Hilfe der gleichzeitigen (Anti-) Vertauschungsrelationen (Achtung: An-
tikommutatoren für Fermionen!)

{Ψα,r(t, ~x),Ψ†β,s(t, ~y)} = δ3(~x− ~y)δαβδrs, (6.55)

{Ψα,r(t, ~x),Ψβ,s(t, ~y)} = 0, (6.56)

{Ψ†α,r(t, ~x),Ψ†β,s(t, ~y)} = 0, (6.57)

wobei α und β Dirac-Indizes und r und s Isospin-Indizes sind, sowie

[Φr(t, ~x),Πs(t, ~y)] = iδ3(~x− ~y)δrs, (6.58)

[Φr(t, ~x),Φs(t, ~y)] = 0, (6.59)

[Πr(t, ~x),Πs(t, ~y)] = 0 (6.60)
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und der Tatsache, dass Fermionfelder mit Bosonfelder vertauschen verifizie-
ren wir

[Qi, Qj] = iεijkQk. (6.61)

• Begründung:

[Qi, Qj] =

∫
d3xd3y [Ψ†(t, ~x)

τi
2

Ψ(t, ~x) + εiklΦk(t, ~x)Πl(t, ~x),

Ψ†(t, ~y)
τj
2

Ψ(t, ~y) + εjmnΦm(t, ~y)Πn(t, ~y)]

=

∫
d3xd3y

(
[Ψ†(t, ~x)

τi
2

Ψ(t, ~x),Ψ†(t, ~y)
τj
2

Ψ(t, ~y)]

+[εiklΦk(t, ~x)Πl(t, ~x), εjmnΦm(t, ~y)Πn(t, ~y)]
)

= Aij +Bij.

Zur Berechnung von Aij. Benutze

[Ψ†α,r(t, ~x)Ô1,αβ,rsΨβ,s(t, ~x),Ψ†γ,t(t, ~y)Ô2,γδ,tuΨδ,u(t, ~y)] =

= Ô1,αβ,rsÔ2,γδ,tu[Ψ
†
α,r(t, ~x)Ψβ,s(t, ~x),Ψ†γ,t(t, ~y)Ψδ,u(t, ~y)] (6.62)

und drücke den Kommutator mit Fermionfeldern mittels

[ab, cd] = a{b, c}d− ac{b, d}+ {a, c}db− c{a, d}b (6.63)

durch Antikommutatoren aus:

[Ψ†α,r(t, ~x)Ψβ,s(t, ~x),Ψ†γ,t(t, ~y)Ψδ,u(t, ~y)]

(6.56,6.57,6.63)
= Ψ†α,r(t, ~x){Ψβ,s(t, ~x),Ψ†γ,t(t, ~y)}Ψδ,u(t, ~y)

−Ψ†γ,t(t, ~y){Ψ†α,r(t, ~x),Ψδ,u(t, ~y)}Ψβ,s(t, ~x)

(6.55)
= Ψ†α,r(t, ~x)Ψδ,u(t, ~y)δ3(~x− ~y)δβγδst −Ψ†γ,t(t, ~y)Ψβ,s(t, ~x)δ3(~x− ~y)δαδδru.

Somit erhalten wir

Aij =

∫
d3x1αβ

(τi
2

)
rs
1γδ

(τj
2

)
tu

(
Ψ†α,r(x)δβγδstΨδ,u(x)−Ψ†γ,t(x)δαδδruΨβ,s(x)

)
=

∫
d3xΨ†(x)

(τi
2

τj
2
− τj

2

τi
2

)
Ψ(x)

= iεijk

∫
d3xΨ†(x)

τk
2

Ψ(x).

Für Bij benutzen wir

[ab, cd] = a[b, c]d+ ac[b, d] + [a, c]db+ c[a, d]b (6.64)
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und erhalten

[Φk(t, ~x)Πl(t, ~x),Φm(t, ~y)Πn(t, ~y)]
(6.59,6.60,6.64)

= Φk(t, ~x)[Πl(t, ~x),Φm(t, ~y)]Πn(t, ~y)

+Φm(t, ~y)[Φk(t, ~x),Πn(t, ~y)]Πl(t, ~x)
(6.58)
= −iΦk(t, ~x)Πn(t, ~y)δ3(~x− ~y)δlm + iΦm(t, ~y)Πl(t, ~x)δ3(~x− ~y)δkn

und somit für Bij

Bij = −iεiklεjmn
∫
d3x [Φk(x)Πn(x)δlm − Φm(x)Πl(x)δkn]

= −i
∫
d3x [Φk(x)Πn(x)(δinδkj − δijδkn)− Φm(x)Πl(x)(δljδim − δlmδij)]

= −i
∫
d3x [Φj(x)Πi(x)− δijΦk(x)Πk(x)− Φi(x)Πj(x) + δijΦm(x)Πm(x)]

= iεijk

∫
d3x εklmΦl(x)Πm(x).

Wir haben benutzt:
εijkεklm = δilδjm − δimδjl.
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Kapitel 7

Eichtheorien

7.1 Lokale Symmetrien

Motivation 7.1.1 Das Prinzip der lokalen oder Eichsymmetrie wird be-
nutzt, um in so genannten Eichtheorien Dynamik, d. h. Wechselwirkungen
zwischen Materiefeldern und Eichfeldern zu erzeugen. Das bekannteste Bei-
spiel ist die QED, die auf der abelschen Gruppe U(1) basiert. Für den Fall
einer abelschen Gruppe besitzen die Eichfelder keine Selbstwechselwirkun-
gen. Nichtabelsche Theorien (z. B. QCD) werden als Yang-Mills-Theorien
bezeichnet und beinhalten über die Wechselwirkung der Eichfelder mit den
Materiefeldern hinaus auch direkte Wechselwirkungen der Eichfelder unter-
einander.

Literatur:

• C. - N. Yang und R. L. Mills, Phys. Rev. 96, 191 (1954)

• E. S. Abers und B. W. Lee, Phys. Rept. 9, 1 (1973)

• L. O’Raifeartaigh, Group Structure of Gauge Theories (Cambridge
University Press, Cambridge 1986)

• H. Georgi, Weak Interactions and Modern Particle Theory
(Benjamin/Cummings, Menlo Park 1984), Kapitel 1.3

• T.-P. Cheng and L.-F. Li, Gauge theory of elementary particle physics
(Clarendon, Oxford 1984), Kapitel 8

• C. Itzykson and J. - B. Zuber, Quantum Field Theory (McGraw-Hill,
New York 1980), Kapitel 11

7.1.1 QED

Herleitung 7.1.2 der QED-Lagrange-Dichte. Wir starten mit der Lagrange-
Dichte eines freien Elektrons,

L0(Ψ, ∂µΨ) = Ψ̄(i∂/−m)Ψ, (7.1)
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die invariant bezüglich einer globalen U(1)-Transformation ist:

Ψ(x) 7→ Ψ′(x) = e−iαΨ(x),

Ψ̄(x) 7→ Ψ̄′(x) = Ψ̄(x)eiα,

wobei α ∈ [0, 2π] nicht von x abhängt. Denn:

Ψ̄Ψ 7→ Ψ̄ eiαe−iα︸ ︷︷ ︸
1

Ψ = Ψ̄Ψ,

Ψ̄γµ∂
µΨ 7→ Ψ̄eiαγµ∂

µe−iαΨ = Ψ̄eiαe−iαγµ∂
µΨ = Ψ̄γµ∂

µΨ.

Wir betrachten nun eine infinitesimale Transformation

Ψ(x) 7→ Ψ(x)− iεΨ(x)

und benutzen den Gell-Mann-Lévy-Trick der Ersetzung ε → ε(x), um den
erhaltenen Strom zu identifizieren:

δL0 = −i∂µε(x)iΨ̄(x)γµΨ(x) = ∂µε(x)Ψ̄(x)γµΨ(x).

⇒ Jµ =
∂δL0

∂∂µε
= Ψ̄γµΨ (7.2)

mit dem Ladungsoperator

Q =

∫
d3x : Ψ†(t, ~x)Ψ(t, ~x) : .

Q lässt sich als Elektronenzahloperator interpretieren.

Mit Hilfe der Quantisierung des Dirac-Feldes findet man für den La-
dungsoperator

Q =
2∑
r=1

∫
d3p

(2π)32E(~p )

[
b†r(~p )br(~p )− d†r(~p )dr(~p )

]
.

Das Minuszeichen für den Beitrag der Antiteilchen ist mit der Normalord-
nungsvorschrift verknüpft. Jede Vertauschung zweier Fermi-Felder auf dem
Weg zur Normalordnung produziert einen Faktor (−1). Insbesondere gilt

Q|e−(~p, r)〉 = Qb†r(~p )|0〉 = ([Q, b†r(~p )] + b†r(~p )Q)|0〉 = +1|e−(~p, r)〉,
Q|e+(~p, r)〉 = Qd†r(~p )|0〉 = −1|e+(~p, r)〉.

Dabei haben wir von

[Q, b†r(~p )] = b†r(~p ),

[Q, d†r(~p )] = −d†r(~p ),
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Gebrauch gemacht. Wir zeigen exemplarisch die erste Relation:

[Q, b†r(~p )] =
2∑
s=1

∫
d3q

(2π)32E(~q )

[
b†s(~q )bs(~q )− d†s(~q )ds(~q ), b†r(~p )

]
.

Benutze (Fermionen!)

[ab, c] = a{b, c} − {a, c}b

zusammen mit den Antikommutatorrelationen:

· · · =
2∑
s=1

∫
d3q

(2π)32E(~q )
b†s(~q)(2π)32E(~q )δ3(~q − ~p )δsr

= b†r(~p ).

Beachte, dass vom zweiten Kommutator gar nichts beiträgt. Da Vernich-
tungsoperatoren den Grundzustand vernichten, haben wir Q|0〉 = 0.

• Gesucht wird eine Verallgemeinerung der Ableitung ∂µΨ(x) dergestalt,
dass L0 auch invariant bzgl. lokaler Transformationen ist.

Um der per Konvention negativen elektrischen Ladung des Elektrons
(qe = −1) Rechnung zu tragen, betrachten wir im Sinne der Darstellungtheo-
rie die Zuordnung

U(1) 3 e−iα 7→ e−iαqe = eiα

und gehen von folgender lokaler Transformation aus:

Ψ(x) 7→ eiα(x)Ψ(x).

Man führt eine so genannte kovariante Ableitung DµΨ(x) ein mit der
Eigenschaft

DµΨ(x) 7→ [DµΨ(x)]′ = D′µΨ′(x)
!

= eiα(x)DµΨ(x), (7.3)

oder, in Worten ausgedrückt: Die kovariante Ableitung eines Objektes soll
genauso transformieren wie das Objekt selbst. Zu diesem Zweck führt man
ein so genanntes Eichfeld Aµ(x) ein, mit der Forderung

Aµ(x) 7→ A′µ(x) = Aµ(x) +
1

e
∂µα(x), e > 0, (7.4)

so dass sich ergibt:

DµΨ(x) := [∂µ − ieAµ(x)]Ψ(x)

7→ D′µΨ′(x)

= [∂µ − ieAµ(x)− i∂µα(x)]
[
eiα(x)Ψ(x)

]
= eiα(x)[∂µ + i∂µα(x)− ieAµ(x)− i∂µα(x)]Ψ(x)

= eiα(x)[∂µ − ieAµ(x)]Ψ(x). (7.5)
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Damit erhalten wir als neue Lagrange-Dichte

L0(Ψ, DµΨ) = Ψ̄(iD/−m)Ψ = L0(Ψ, ∂µΨ) + eΨ̄γµAµΨ, (7.6)

die nun invariant bzgl. so genannter Eichtransformationen der zweiten Art

Ψ(x) 7→ eiα(x)Ψ(x),

Aµ(x) 7→ Aµ(x) +
1

e
∂µα(x) (7.7)

ist. Die Bewegungsgleichung für Ψ ergibt sich aus

∂L
∂Ψ̄
− ∂µ

∂L
∂∂µΨ̄

= iD/Ψ−mΨ = (i∂/+ eA/−m)Ψ = 0. (7.8)

Ist ΨA(x) Lösung der Bewegungsgleichung in Anwesenheit eines vorgegebe-
nen Aµ, so ist

ΨA′(x) := eiα(x)ΨA(x)

Lösung der Bewegungsgleichung in Anwesenheit von A′µ = Aµ + ∂µα/e.
Denn:

(i∂/+ eA/+ ∂µαγ
µ −m)ΨA′ = (iD′/ −m)eiα(x)ΨA(x)

(7.3)
= eiα(x)(iD/−m)ΨA(x) = 0.

Es sei

M = {(Aµ,ΨA)|Aµ vorgegebenes Eichfeld

∧ΨA Lösung der Bewegungsgleichung in Anwesenheit vonAµ}.

Im Sinne der Gruppentheorie definieren Gl. (7.7) eine Operation A (siehe
1.3.1) der (lokalen) Gruppe U(1) auf M , wobei deren Elemente glatt von
Punkt zu Punkt im Minkowski-Raum variieren dürfen, d. h. α→ α(x):

A[α(x), (Aµ(x),ΨA(x))] := (Aµ(x) + ∂µα(x)/e, eiα(x)ΨA(x)).

Denn:

1.
A[0, (Aµ(x),ΨA(x))] = (Aµ(x),ΨA(x)).

2.

A[α1(x), A[α2(x), (Aµ(x),ΨA(x))]]

= A[α1(x), (Aµ(x) + ∂µα2(x)/e, eiα2(x)ΨA(x))]

= (Aµ(x) + ∂µα2(x)/e+ ∂µα1(x)/e, ei(α1(x)+α2(x))ΨA(x))

= A[α1(x) + α2(x), (Aµ(x),ΨA(x))].
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Nun wollen wir das Feld Aµ noch als dynamische Variable interpretieren,
indem wir zusätzlich einen

”
kinetischen“ Term einführen. Wir definieren

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

und erhalten schließlich die Lagrange-Dichte der QED:

LQED = Ψ̄iγµ(∂µ − ieAµ)Ψ−mΨ̄Ψ− 1

4
FµνFµν . (7.9)

Das dynamische Eichfeld wird nach Quantisierung mit dem Photon identi-
fiziert.

Anmerkungen 7.1.3 1. Ein Massenterm

1

2
M2AµAµ

würde die Eichinvarianz zerstören:

1

2
M2AµAµ 7→

1

2
M2(AµAµ +

2

e
∂µαAµ +

1

e2
∂µα∂

µα) 6= 1

2
M2AµAµ.

Eichbosonen sind masselos!

2. Die Kopplung des Photons an Materiefelder wird durch deren Trans-
formationsverhalten bzgl. U(1) diktiert. Schreiben wir einem Materie-
feld Ψq die Ladung q in Einheiten der Elementarladung zu, d. h.

Ψq(x) 7→ e−iqαΨq(x),

dann erhalten wir die so genannte minimale Substitution (∂µ 7→ ∂µ +
ieqAµ)

DµΨq(x) = [∂µ + ieqAµ(x)]Ψq(x).

Beispiele:

• Elektron: q = −1

• Proton: q = +1

• Neutron: q = 0

• up-Quark: q = 2/3

• usw.

Die Quantisierung der Ladung lässt sich allein aus der QED nicht
erklären.

3. Das Eichprinzip erzeugt auf einfache Weise eine Wechselwirkung zwi-
schen dem elektromagnetischen Feld und Materie:

Lint = −(−e)Ψ̄γµΨAµ = −JµAµ.
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4. Die Forderung nach Renormierbarkeit der Theorie im traditionellen
Sinne schließt andere eichinvariante Kopplungen wie z. B. Wechsel-
wirkung mit einem anomalen magnetischen Moment

− eκ
4m
FµνΨ̄σµνΨ, σµν =

i

2
[γµ, γν ],

aus. Dies ist kein gruppentheoretisches Argument!

5. Wegen der zugrunde liegenden abelschen Symmetrie koppelt das Pho-
ton nicht direkt an sich selbst.

7.1.2 Yang-Mills-Theorien

Gegeben sei eine Lagrange-Dichte

L0(Φ, ∂µΦ), Φ = (Φ1, . . . ,Φn), (7.10)

die invariant bzgl. einer globalen Transformation der
”
Materie-Felder“ Φ ist.

Die zugrunde liegende Symmetriegruppe G sei eine kompakte Lie-Gruppe
mit r abstrakten infinitesimalen Generatoren Xa und Strukturkonstanten
Cabc der Lie-Algebra. Zur Erinnerung: Aus Satz 3.2.4 folgt, dass jede end-
lichdimensionale Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe äquivalent zu ei-
ner unitären Darstellung ist und vollständig in eine direkte Summe irredu-
zibler Darstellungen zerlegt werden kann. Wir denken dabei typischerweise
an die Gruppen SU(N) oder SO(N), die jeweils durch r = N2 − 1 bzw.
r = N(N − 1)/2 infinitesimale Generatoren gekennzeichnet sind. Denkbar
sind auch Symmetriegruppen aus direkten Produkten.

Es sei g ein Gruppenelement (der Zusammenhangskomponente G0 von
G, siehe 3.1.13), das wir mittels der reellen Parameter Θ = (Θ1, . . . ,Θr)
charakterisieren. Die Felder Φ sollen folgendermaßen bzgl. einer vollständig
reduziblen Darstellung (blockdiagonale Matrixform) transformieren:

U : g 7→ U(g) = exp(−iΘaTa),

Φ(x) 7→ Φ′(x) = U(g)Φ(x). (7.11)

Die (n, n)-Matrizen Ta, a = 1, . . . , r, sind hermitesch (U unitär) und erfüllen
die Vertauschungsrelationen

[Ta, Tb] = iCabcTc. (7.12)

Für ein Gruppenelement in der
”
Nähe“ der Identität e schreiben wir

g = e− iεaXa (7.13)

und ordnen diesem die infinitesimale, lineare Transformation

U(g) = (1− iεaTa) : Φ(x) 7→ (1− iεaTa)Φ(x) (7.14)

zu.
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• Was passiert, wenn wir wieder für jedes x ein unterschiedliches g er-
lauben, d. h. g 7→ g(x) ersetzen und nach wie vor Invarianz von L
fordern, aber nun bzgl. Φ(x) 7→ U [g(x)]Φ(x)?

Wie in den vorherigen Beispielen gesehen treten für lokale εa(x) Zusatzterme
in δL auf, die ihren Ursprung in den partiellen Ableitungen

∂µδΦ(x) = −i∂µεa(x)TaΦ(x)︸ ︷︷ ︸
”
problematischer“ Term

−iεa(x)Ta∂µΦ(x) (7.15)

haben. In Analogie zur QED führt man eine kovariante Ableitung ein, mit
der Eigenschaft [vgl. Gl. (7.3)]

DµΦ(x) 7→ [DµΦ(x)]′ = D′µΦ′(x)
!

= [1− iεa(x)Ta]DµΦ(x), (7.16)

d. h. die kovariante Ableitung der Felder soll wie die Felder selbst transfor-
mieren. Für diese kovariante Ableitung machen wir einen Ansatz wie in der
QED

DµΦ(x) = [∂µ + igTaAaµ(x)] Φ(x), (7.17)

wobei wir für jeden Generator Xa der abstrakten Gruppe ein Eichfeld Aaµ
einführen.

• Welche Transformationseigenschaften müssen wir von den Eichfeldern
fordern?

Wir definieren

Õ = TaOa. (7.18)

Es sei Õ eine (n, n)-Matrix vom Typ Gl. (7.18). Mit einer geschickten Wahl

der Ta lässt sich Oa aus Õ herausprojezieren. Für

κTr(TaTb) = δab

gilt

Oa = κTr(TaÕ). (7.19)

• Beispiel: Õ sei eine hermitesche (2, 2)-Matrix mit Spur Null. Wir

schreiben Õ = Oaτa, Oa ∈ R. Mit

1

2
Tr(τaτb) = δab

finden wir

Oa =
1

2
Tr(τaÕ).

192



Mit Hilfe von Gl. (7.18) schreiben wir für die kovariante Ableitung

DµΦ(x) = [∂µ + igÃµ(x)]Φ(x) (7.20)

und finden aus der Forderung Gl. (7.16)

(∂µ + igÃµ + igδ̃Aµ)[(1− iε̃)Φ(x)] = (1− iε̃)(∂µ + igÃµ)Φ(x)

durch Vergleich der linearen
”
kleinen“ Terme die Bedingung

−i∂µε̃+ gÃµε̃+ igδ̃Aµ = gε̃Ãµ

oder

δ̃Aµ = i[Ãµ, ε̃] +
1

g
∂µε̃. (7.21)

• Zunächst sieht es in Gl. (7.21) so aus, als sei das Transformationsver-
halten der Eichfelder von der Darstellung Ta abhängig. Dass dem nicht
so ist, verifiziert man mit Hilfe von Gl. (7.12) und der Projektions-
vorschrift aus Gl. (7.19). In das Transformationsverhalten geht über
die Strukturkonstanten Cabc nur die Struktur der Gruppe ein (siehe
Übung 23, Aufgabe 3 (a)).

• Als Zwischenergebnis haben wir erreicht, dass die Lagrange-Dichte

L0(Φ, DµΦ) (7.22)

mit DµΦ = (∂µ+igÃµ)Φ invariant ist bzgl. der lokalen Transformation

Φ(x) 7→ exp [−iΘa(x)Ta] Φ(x) = exp
[
−iΘ̃(x)

]
Φ(x)

=: U [g(x)]Φ(x), (7.23)

Ãµ(x) = TaAaµ(x) 7→ UTaAaµ(x)U † +
i

g
∂µUU

†. (7.24)

Mit dem Eichprinzip haben wir eine Wechselwirkung zwischen Materie- und
Eichfeldern erzeugt. Allerdings sind die Eichbosonen bisher keine wirkli-
chen dynamischen Freiheitsgrade, da wir noch nicht den kinetischen Anteil
berücksichtigt haben. In Analogie zur QED bietet sich ein Ausdruck der
Form

−1

4
FaµνFµνa (7.25)

an, vorausgesetzt die Tensoren Faµν transformieren bzgl. der adjungierten
Darstellung.

• Damit ist folgendes gemeint.
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Es seien T ad
a die Matrizen für die Generatoren in der adjungierten Darstel-

lung, d. h. es handelt sich um (r, r)-Matrizen mit der Eigenschaft (T ad
a )bc =

−iCabc (siehe Übung 12, Aufgabe 2). Wir sagen, dass die Felder Fa, a =
1, . . . , r, bzgl. der adjungierten Darstellung transformieren, wenn gilt: F1

...
Fr

 =: F 7→ (1− iεcT ad
c )F (7.26)

oder in Komponentenschreibweise

Fa 7→ Fa − iεc(T ad
c )abFb = Fa − εcCcabFb = Fa + εcCacbFb = Fa + CabcεbFc.

(7.27)
Wenn man zunächst mit dem naiven Ansatz

∂µAaν − ∂νAaµ

beginnt, dann ergibt sich nicht das richtige Transformationsverhalten (siehe
Übung 23, Aufgabe 2 (b)). Vielmehr muss man noch einen zusätzlichen
Term einführen

Faµν := ∂µAaν − ∂νAaµ − gCabcAbµAcν , (7.28)

so dass Gl. (7.27) erfüllt ist (siehe Übung 23, Aufgabe 2 (c)). Insgesamt
ergibt sich also als Lagrange-Dichte der Eichtheorie

L = L0(Φ, DµΦ)− 1

4
FaµνFµνa . (7.29)

Anmerkungen:

• Massenterme der Art
1

2
M2

aAaµAµa

verletzen die Eichinvarianz. Aus dem Prinzip der Eichsymmetrie folgt
also, dass Eichbosonen masselos sind.

• Wenn eine nichtabelsche Gruppe zugrunde liegt, treten in der De-
finition der Feldstärken, Gl. (7.28), in den Eichfeldern quadratische
Terme auf. Deshalb enthält die Lagrange-Dichte in Gl. (7.29) Wech-
selwirkungsterme mit drei und vier Eichfeldern. Insbesondere tritt in
der Wechselwirkung der Eichfelder mit den Materiefeldern dieselbe
Kopplungskonstante auf wie bei der Wechselwirkung der Eichfelder
untereinander.

• Ist die Gruppe G das direkte Produkt mehrerer Untergruppen, G =
G1× · · · ×Gk, muss man mit jeder Untergruppe Gi eine unabhängige
Kopplungskonstante gi verknüpfen.
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Beispiel: Die Eichgruppe des Standardmodells ist

SU(3)c︸ ︷︷ ︸
starke Ww

× SU(2)L × U(1)Y︸ ︷︷ ︸
elektroschwache Ww

mit drei Eichkopplungen

g3 ↔ SU(3)c,

g ↔ SU(2)L,

g′ ↔ U(1)Y .

7.2 Die Lagrange-Dichte der Quantenchro-

modynamik
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Die QCD ist eine nichtabelsche Eichtheorie mit einer lokalen Symmetrie-
gruppe G = SU(3). Bei den Materiefeldern, den so genannten Quarks, han-
delt es sich um Fermionen mit Spin 1/2, die in sechs verschiedenen flavors
vorkommen (siehe Abschnitt 5.1). Für jeden Quarkflavor f führen wir ein
komplexwertiges dreikomponentiges Objekt

qf =

 qf,rot
qf,grün
q
f,blau

 (7.30)

ein, das bzgl. einer mit dem Gruppenelement g(x) assoziierten lokalen Trans-
formation wie

qf 7→ q′f = exp

[
−i

8∑
a=1

Θa(x)
λca
2

]
qf = U [g(x)]qf (7.31)

transformieren soll (c für color). Wegen des Spins 1/2 ist jeder Eintrag
von qf , z. B. qf,rot, selbst ein vierkomponentiger Dirac-Spinor [vgl. mit

Ψ =

(
p
n

)
]. Bei den λca handelt es sich um die Gell-Mann-Matrizen (siehe

Abschnitt 5.4). Wir führen folgende Bezeichnung für die Quarkfeldkompo-
nenten ein:

qf,A,α

mit f = 1, 2, 3, 4, 5, 6: Flavorindex (u, d, s, c, b, t), A = 1, 2, 3: Farbin-
dex (rot, grün, blau), α = 1, 2, 3, 4: Dirac-Spinorindex. Die nach dem in
Abschnitt 7.1.2 beschriebenen Verfahren konstruierte Lagrange-Dichte der
QCD lautet (ausführliche Schreibweise)

LQCD =
6∑

f,f ′=1

3∑
A,A′=1

4∑
α,α′=1

q̄f,A,α

[
(γµαα′i∂µ −mfδαα′)δAA′

−g3

8∑
a=1

Aaµ
λca,AA′

2
γµαα′︸ ︷︷ ︸

aus dem Eichprinzip

]
δff ′qf ′,A′,α′ −

8∑
a=1

1

4
GaµνGµνa .

Kurzschreibweise:

LQCD =
∑

f=u,d,s,
c,b,t

q̄f (iD/−mf )qf −
1

4
GaµνGµνa . (7.32)

Extreme Kurzschreibweise:

LQCD = q̄(iD/−M)q − 1

2
Trc(GµνGµν).
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(Wir folgen der Literatur und schreiben Gµν anstelle von G̃µν .) Die kovari-
ante Ableitung enthält wegen der Gruppe SU(3) acht Eichfelder,

Dµ

 qfrot
qf,grün
q
f,blau

 = ∂µ

 qr
qg
qb

+ ig3

8∑
a=1

λca
2
Aaµ

 qr
qg
qb

 , (7.33)

wobei wir auf der rechten Seite von Gl. (7.33) den flavor-Index unterdrückt
und r für rot usw. geschrieben haben. Insbesondere ist die Wechselwir-
kung der Quarks mit den so genannten Gluonen flavorunabhängig. Damit
Gl. (7.32) lokal invariant ist, müssen die acht Eichfelder wie (Einstein’sche
Summenkonvention)

Aµ(x) :=
λca
2
Aaµ(x) 7→ U [g(x)]Aµ(x)U †[g(x)] +

i

g3

∂µU [g(x)]U †[g(x)]

(7.34)
oder kurz

Aµ 7→ UAµU † +
i

g3

∂µUU
†

transformieren. Ferner haben wir 8 Feldstärketensoren

Gaµν = ∂µAaν − ∂νAaµ − g3fabcAbµAcν (7.35)

definiert, die wie

Gµν(x) :=
λca
2
Gaµν(x) 7→ U [g(x)]Gµν(x)U †[g(x)] (7.36)

transformieren.

7.3 Zufällige globale Symmetrien von LQCD

Die sechs Quarkflavors lassen sich in zwei Gruppen unterteilen, die so ge-
nannten leichten und schweren Quarks (siehe Abschnitt 5.1). Wir beschrän-
ken uns im Folgenden auf die drei leichtesten Quarks. Wenn wir die Masse
des Protons, mp = 938 MeV, betrachten, dann gilt

mp � 2mu +md, (7.37)

so dass für die Erzeugung von Hadronenmassen offensichtlich ein komplexer
Mechanismus verantwortlich ist.

7.3.1 Chiraler Grenzfall

Insbesondere legt Gl. (7.37) nahe, den Grenzfall mu,md,ms → 0 (chiraler
Grenzfall, Chiralität = Händigkeit) als Ausgangspunkt für Symmetrieüber-
legungen zu betrachten:

L0
QCD =

∑
f=u,d,s

iq̄fD/ qf −
1

4
GaµνGµνa + schwere Quarks. (7.38)
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Im Folgenden werden wir die schweren Quarks vernachlässigen. Die kova-
riante Ableitung D/ qf wirkt auf die Farb- und Dirac-Indizes, ist aber un-
abhängig vom flavor. Um die globalen Symmetrien von Gl. (7.38) vollständig
zu idenfizieren betrachten wir die Matrix γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = γ†5,
{γµ, γ5} = 0, γ2

5 = 1 und führen Projektionsoperatoren ein:

q =

[
1

2
(1+ γ5) +

1

2
(1− γ5)

]
q = [PR + PL] q =: qR + qL, (7.39)

wobei die Indizes R und L für rechts und links stehen. Die (4, 4)-Matrizen
PR und PL haben die Eigenschaften (Überprüfen!)

PR + PL = 1, P 2
R = PR, P 2

L = PL, PRPL = PLPR = 0. (7.40)

Für wechselwirkungsfreie Quarks gibt es eine anschauliche Interpretation
für die Wirkung der Operatoren PR/L. Wir betrachten eine hochrelativisti-
sche Lösung positiver Energie E � m mit Impuls ~p und Spinprojektion in
positiver/negativer Impulsrichtung,

u(r)(~p ) =
√
E +m

(
χr

~σ·~p
E+m

χr

)
,

d. h. mit positiver bzw. negativer Helizität,

~σ · p̂ χ± = ±χ±,

u±(~p )
E�m

=
√
E

(
χ±
±χ±

)
.

Mit Hilfe von (1 = 12×2)

PR =
1

2

(
1 1

1 1

)
und PL =

1

2

(
1 −1
−1 1

)
finden wir

PRu+ =
1

2

(
1 1

1 1

)√
E

(
χ+

χ+

)
=
√
E

(
χ+

χ+

)
= u+,

PLu+ =
1

2

(
1 −1
−1 1

)√
E

(
χ+

χ+

)
= 0,

PRu− =
1

2

(
1 1

1 1

)√
E

(
χ−
−χ−

)
= 0,

PLu− =
1

2

(
1 −1
−1 1

)√
E

(
χ−
−χ−

)
= u−.

Die Operatoren PR/L projezieren also die rechts- und linkshändigen Anteile
aus einer freien (masselosen) Lösung. Wir machen nun Gebrauch von

q̄Γiq =

{
q̄RΓ1qR + q̄LΓ1qL für Γ1 ∈ {γµ, γµγ5}
q̄RΓ2qL + q̄LΓ2qR für Γ2 ∈ {1, γ5, σ

µν} , (7.41)
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mit

q̄R = q†Rγ0 = q†P †Rγ0 = q†PRγ0 = q†γ0PL = q̄PL und q̄L = q̄PR.

Zum Beweis schreiben wir

q̄Γiq = q̄(PR + PL)Γi(PR + PL)q

und benutzen

1. {Γ1, γ5} = 0,

2. [Γ2, γ5] = 0.

Damit gilt mit Gl. (7.40)

1. PRΓ1PR = Γ1PLPR = 0, PLΓ1PL = Γ1PRPL = 0,

2. PRΓ2PL = Γ2PRPL = 0, PLΓ2PR = Γ2PLPR = 0.

Jetzt können wir für die QCD-Lagrange-Dichte im chiralen Grenzfall schrei-
ben (γµ ∈ Γ1)

L0
QCD =

∑
f=u,d,s

(q̄R,f iD/ qR,f + q̄L,f iD/ qL,f )−
1

4
GaµνGµνa . (7.42)

Diese Lagrange-Dichte besitzt eine globale, klassische U(3)L×U(3)R-Symmetrie,
d. h. sie ist invariant bzgl. uL

dL
sL

 7→ UL

 uL
dL
sL

 = exp

(
−i

8∑
a=1

ΘL
a

λfa
2

)
e−iΘ

L

 uL
dL
sL

 ,

 uR
dR
sR

 7→ UR

 uR
dR
sR

 = exp

(
−i

8∑
a=1

ΘR
a

λfa
2

)
e−iΘ

R

 uR
dR
sR

 , (7.43)

wobei UL und UR unabhängige, unitäre (3, 3)-Matrizen sind (f für flavor).
Wir erwarten insgesamt 2× (8 + 1) = 18 erhaltene Ströme, die wir mittels
Gl. (6.6) bestimmen. Die Variation der Lagrange-Dichte lautet

δL0
QCD = q̄R

(
8∑

a=1

∂µΘR
a

λfa
2

+ ∂µΘR

)
γµqR+q̄L

(
8∑

a=1

∂µΘL
a

λfa
2

+ ∂µΘL

)
γµqL,

(7.44)
so dass

Lµa = q̄Lγ
µλ

f
a

2
qL, ∂µL

µ
a = 0,

Rµ
a = q̄Rγ

µλ
f
a

2
qR, ∂µR

µ
a = 0,

Lµ = q̄Lγ
µqL, ∂µL

µ = 0,

Rµ = q̄Rγ
µqR, ∂µR

µ = 0. (7.45)
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Anmerkung: Eine Summation über Farbindizes ist in Gl. (7.44) und (7.45)
impliziert, d. h. mit der Einstein’schen Summenkonvention lautet die ausführ-
liche Schreibweise

Lµa = q̄Lf,A,αγ
µ
αα′

λaff ′

2
δAA′qLf ′,A′,α′ , usw.

Anstelle dieser Ströme benutzt man häufig die Linearkombinationen

V µ
a = Rµ

a + Lµa = q̄γµ
λfa
2
q, (7.46)

Aµa = Rµ
a − Lµa = q̄γµγ5

λfa
2
q. (7.47)

Begründung (Gell-Mann-Matrizen unterdrückt, da für Argumentation nicht
relevant):

V µ = q̄Rγ
µqR + q̄Lγ

µqL
(7.41)
= q̄γµq,

Aµ = q̄Rγ
µqR − q̄LγµqL = q̄

1

2
(1− γ5)γµqR − q̄

1

2
(1+ γ5)γµqL

= q̄γµ
1

2
(1+ γ5)qR︸ ︷︷ ︸

1
2
(1+ γ5)q

−q̄γµ 1

2
(1− γ5)qL︸ ︷︷ ︸

1
2
(1− γ5)q

= q̄γµγ5q.

Bzgl. Parität transformieren die so genannten Vektorströme und Axialvektor-
bzw. Pseudovektorströme wie

P : V µ
a (t, ~x) 7→ Vaµ(t,−~x), (7.48)

P : Aµa(t, ~x) 7→ −Aaµ(t,−~x), (7.49)

denn

q(t, ~x)
P7→ γ0q(t,−~x), γ0γ

µγ0 = γµ, γ0γ
µγ5γ0 = −γµγ5.

Aus Gl. (7.45) erhält man einen erhaltenen Singulettvektorstrom

V µ = q̄γµq, ∂µV
µ = 0. (7.50)

Dieser resultiert aus einer Transformation aller links- und rechtshändigen
Quarkfelder mit derselben Phase. Der Singulettaxialvektorstrom

Aµ = q̄γµγ5q, (7.51)

resultiert aus einer Transformation aller linkshändigen Quarkfelder mit ei-
ner Phase und aller rechtshändigen Felder mit der entgegengesetzten Phase.
Aufgrund von Quanteneffekten besitzt der axiale Singulettstrom eine Diver-
genz (Anomalie):

∂µA
µ =

3g2

32π2
εµνρσGµνa Gρσa , ε0123 = 1, (7.52)

wobei der Faktor 3 seinen Ursprung in der Anzahl der flavors hat.
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7.3.2 Quarkmassen und explizite Brechung der chira-
len Symmetrie

Wir betrachten nun den Quarkmassenterm der drei leichten Quarks

M =

 mu 0 0
0 md 0
0 0 ms


als Störung,

LM = −q̄Mq
(7.41)
= −(q̄RMqL + q̄LMqR)

= −q̄

ms

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

+
mu +md

2

 1 0 0
0 1 0
0 0 0


+
mu −md

2

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 q
= −q̄

[
ms

(
1

3
− 1√

3
λf8

)
+
mu +md

2

(
2

3
+

1√
3
λf8

)
+
mu −md

2
λf3

]
q.

(7.53)

Die verschiedenen Terme wurden gemäß ihrer Stärke angeordnet. Aus LM
resultiert folgende Variation δLM bzgl. der Transformationen aus Gl. (7.43):

δLM = −i

[
q̄R

(
8∑

a=1

ΘR
a

λfa
2

+ ΘR

)
MqL − q̄RM

(
8∑

a=1

ΘL
a

λfa
2

+ ΘL

)
qL

+q̄L

(
8∑

a=1

ΘL
a

λfa
2

+ ΘL

)
MqR − q̄LM

(
8∑

a=1

ΘR
a

λfa
2

+ ΘR

)
qR

]

= −i

[
8∑

a=1

ΘR
a

(
q̄R
λfa
2
MqL − q̄LM

λfa
2
qR

)
+ ΘR (q̄RMqL − q̄LMqR)

+
8∑

a=1

ΘL
a

(
q̄L
λfa
2
MqR − q̄RM

λfa
2
qL

)
+ ΘL (q̄LMqR − q̄RMqL)

]
.

(7.54)

Damit erhalten wir für die Divergenzen der Ströme

∂µL
µ
a =

∂δL
∂ΘL

a

= −i
(
q̄L
λfa
2
MqR − q̄RM

λfa
2
qL

)
,

∂µR
µ
a =

∂δL
∂ΘR

a

= −i
(
q̄R
λfa
2
MqL − q̄LM

λfa
2
qR

)
,

∂µL
µ =

∂δL
∂ΘL

= −i (q̄LMqR − q̄RMqL) ,

∂µR
µ =

∂δL
∂ΘR

= −i (q̄RMqL − q̄LMqR) , (7.55)
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wobei in den beiden letzten Gleichungen die Anomalie noch nicht berück-
sichtigt ist. Umgeschrieben auf die Vektor- und Axialvektorströme lauten
die Divergenzen

∂µV
µ
a = −iq̄R[

λfa
2
,M]qL − iq̄L[

λfa
2
,M]qR

(7.41)
= iq̄[M,

λfa
2

]q,

∂µA
µ
a = −i

(
q̄R
λfa
2
MqL − q̄LM

λfa
2
qR

)
+ i

(
q̄L
λfa
2
MqR − q̄RM

λfa
2
qL

)
= i

(
q̄L{

λfa
2
,M}qR − q̄R{

λfa
2
,M}qL

)
= i

(
q̄{λ

f
a

2
,M}1

2
(1 + γ5)q − q̄{λ

f
a

2
,M}1

2
(1− γ5)q

)
= iq̄{λ

f
a

2
,M}γ5q,

∂µV
µ = 0,

∂µA
µ = 2iq̄Mγ5q +

3g2

32π2
εµνρσGµνa Gρσa , ε0123 = 1. (7.56)

wobei wir jetzt die Anomalie berücksichtigt haben.

Anmerkungen:

• Der vektorielle Singulettstrom V µ ist immer erhalten. (V µ/3: Baryo-
nenstrom).

• Der axiale Singulettstrom Aµ besitzt eine Anomalie sowie eine expli-
zite Divergenz in Anwesenheit von Quarkmassen.

• Da die Wechselwirkung der Gluonen mit den Quarks unabhängig vom
flavor ist und die Quarkmassenmatrix diagonal ist, existiert für jeden
Quarkflavor eine separate U(1)V -Symmetrie. Die erhaltenen Ströme
sind ūγµu, d̄γµd und s̄γµs.

• Für gleiche Quarkmassen, mu = md = ms, sind die acht Vektorströme
V µ
a erhalten, da [λa,1] = 0, die acht axialen Ströme Aµa dagegen nicht.

• Realistischer ist die Approximation ms 6= 0, mu = md = 0. Damit ist
zwar die SU(3)V -Symmetrie gebrochen, aber im u-d-Sektor existiert
immer noch eine chirale SU(2)L × SU(2)R-Symmetrie.

• Schaltet man nun die u- und d-Quarkmassen mit derselben Stärke
mu = md = m̂ ein, so reduziert sich die SU(2)L × SU(2)R-Symmetrie
auf eine SU(2)V -Symmetrie (Isospin).

• Mit mu 6= md ist selbst die Isospin-Symmetrie gebrochen.
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Beispiel: Massen des Baryonoktetts (aus B. C. Lehnhart, Die Massen des
Baryonoktetts in relativistischer chiraler Störungstheorie, Diplomarbeit, Mainz
2003)

1039 MeV

1336 MeV

1174 MeV

1095 MeV

888 MeV

1319 MeV

1192 MeV

1113 MeV

940 MeV

Ξ

Σ

Λ

N

SU(3)L × SU(3)R SU(2)L × SU(2)R SU(2)V
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Kapitel 8

Übungsaufgaben

Übung 1

1. (a) [1] Zeigen Sie, dass aus der Existenz des Einselements auch des-
sen Eindeutigkeit folgt.

Hinweis: Es seien e′ und e Einselemente. Zeigen Sie mit
”
geschick-

ter“ Anwendung von (G2), dass e = e′.

(b) [1] Zeigen Sie die Eindeutigkeit des inversen Elementes.

Hinweis: Beweis durch Widerspruch. Annahme b 6= c mit ab =
ba = e = ac = ca. Benutzen Sie (G1) - (G3). (Alternativ lässt
sich die Behauptung auch analog zu (a) zeigen.)

(c) [1] Es seien a−1 and b−1 die zu a und b inversen Elemente. Be-
stimmen Sie (ab)−1.

2. (a) [3] Konstruieren Sie die verschiedenen Gruppentafeln für Grup-
pen der Ordnung 4.

Hinweise: In jeder Zeile bzw. Spalte der Gruppentafel tritt jedes
Gruppenelement genau einmal auf. Zwei Gruppentafeln beschrei-
ben dieselbe Gruppe, d.h. drücken dieselbe Gruppenstruktur aus,
wenn sie durch Umordnen der Zeilen und Spalten und Umbenen-
nung der Elemente in Übereinstimmung gebracht werden können.

(b) [1] Begründen Sie nun, warum Gruppen der Ordnung 4 abelsch
sind.

3. [3] Vervollständigen Sie die Gruppentafel für D3 = 〈c, b〉 mit den
definierenden Relationen c3 = b2 = (bc)2 = e:

e c c2 b bc bc2

c
c2

b
bc
bc2

.
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Hinweis: Benutzen Sie die definierenden Relationen in der Form

cb = ecbe = b2cbc3 = b(bc)2c2 = bec2 = bc2 usw.

4. [1] Welche verschiedene nichttriviale Untergruppen besitzt D3?

5. [2] Schreiben Sie die Permutationen(
1 2 3 4 5 6 7 8
6 1 4 8 5 7 2 3

)
,

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 5 4 1 8 9 6 2 7

)
in Zykelnotation. Handelt es sich dabei um gerade oder ungerade Per-
mutationen?

6. [4] Zeigen Sie, dass die Gruppe D3 aus Aufgabe 3. isomorph zur Per-
mutationsgruppe S3 ist.

Hinweis: Bezeichnen Sie die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks gegen
den Uhrzeigersinn mit (A,B,C), wobei Ecke A ursprünglich in Posi-
tion 1, Ecke B in Position 2 und Ecke C in Position 3 sei. Unter der
Wirkung von c wandert Ecke A auf Position 2, B auf Position 3 und C
auf Position 1. Ordnen Sie entsprechend c die Permutation P5 = (123)
zu: f(c) = P5. Betrachten Sie die Wirkung der übrigen 5 Rotationen
aus D3 auf das Dreieck und identifizieren Sie für diese f(g). Zeigen
Sie nun, dass die Struktur erhalten bleibt, indem Sie die definierenden
Relationen für D3 überprüfen: (f(c))3 = (f(b))2 = (f(bc))2 = P1.

7. [3] Es sei SL(2,C) die Menge aller (2, 2)-Matrizen mit Werten in C
und Determinante 1:

A =

(
a b
c d

)
, ad− bc = 1.

Überprüfen Sie, dass SL(2,C) mit der Verknüpfung Matrizenmultipli-
kation eine Gruppe bildet.

Hinweis: Es gilt der Determinanten-Multiplikationssatz

det(AB) = det(A)det(B).

8. [3] Zeigen Sie, dass die Menge der Matrizen{(
1 0
0 1

)
,

(
ω 0
0 ω2

)
,

(
ω2 0
0 ω

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 ω2

ω 0

)
,

(
0 ω
ω2 0

)}
mit ω3 = 1 und ω 6= 1 mit der Verknüpfung Matrizenmultiplikation
eine Realisierung der Gruppe D3 aus Aufgabe 3. bildet. Stellen Sie
einen Isomorphismus zwischen den Gruppenelementen aus 3. und den
obigen Matrizen her.
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9. [2] Sei g ∈ G. Die kleinste natürliche Zahl n mit gn = e heißt Ordnung
des Elements g. Welche Ordnung besitzen die beiden Permutationen
aus Aufgabe 5.?

Übung 2

1. [2] Gegeben seien die Permutationen Pi ∈ S3 aus Beispiel 1.2.11 der
Vorlesung:

P1 = (), P2 = (12), P3 = (13), P4 = (23), P5 = (123), P6 = (132).

Überprüfen Sie exemplarisch das Assoziativgesetz:

(P2P4)P6 = P2(P4P6), (P3P5)P4 = P3(P5P4).

2. (a) [4] Zeigen Sie, dass die Menge

E =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

P =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

T =


−1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

PT =


−1 0 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


eine Untergruppe der homogenen Lorentz-Transformationen bil-
det.

(b) [1] Zu welcher endlichen Gruppe der Ordnung 4 aus Übung 1,
Aufgabe 2. ist {E,P, T, PT} isomorph (Gruppentafel)?

3. [6] Gegeben sei eine Lorentz-Transformation Λ ∈ L↑+ mit der Eigen-
schaft Λt = t, wobei

t =


1
0
0
0

 .
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Zeigen Sie, dass es sich dabei um eine eigentliche Drehung handelt.

Hinweis: Schreiben Sie

Λ =


Λ00 Λ01 Λ02 Λ03

Λ10

Λ20 D3×3

Λ30


und benutzen Sie Λt = t. Sie erhalten damit Bedingungen für Λ00 und
Λi0, i = 1, 2, 3. Benutzen Sie nun die neue Form für Λ und machen Sie
Gebrauch von Gl. (1.1) aus der Vorlesung, G = ΛTGΛ. Sie erhalten
Bedingungen für Λ0j, j = 1, 2, 3 und D3×3. Benutzen Sie schließlich
det(Λ) = 1.

4. Gegeben seien zwei eigentliche, orthochrone Lorentz-Transformationen
Λ1 und Λ2 ∈ L↑+. Zeigen Sie für Λ3 = Λ2Λ1

(a) [1] ΛT
3GΛ3 = G,

(b) [1] det(Λ3) = +1.

5. [5] Welche der folgenden Gruppen sind isomorph zueinander? Geben
Sie den Isomorphismus an, sofern er existiert. Beachten Sie, dass für
Gruppen der Ordnung 4 nur zwei verschiedene Strukturen existieren
(siehe Übung 1, Aufgabe 2.).

(1) Die Menge der komplexen Zahlen {1, i,−1,−i} mit Multiplika-
tion als Verknüpfung.

(2) Die Menge der natürlichen Zahlen {2, 4, 6, 8} mit Multiplikation
modulo 10 als Verknüpfung.

Hinweis: Zwei ganze Zahlen a und b heißen kongruent modulo
m (wobei m eine positive ganze Zahl ist), wenn m die Differenz
(a− b) teilt. Man schreibt dann a ≡ b mod m.

Beispiel: 2 · 6 = 12 ≡ 2 mod 10.

(3) Die Untergruppe {( ), (12), (34), (12)(34)} von Permutationen aus
S4. Hierbei steht ( ) für die Identitätspermutation.

(4) Die Untergruppe {( ), (1234), (1432), (13)(24)} aus S4.

(5) Die Menge der vier Matrizen(
1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
−1 0

0 1

)
,

(
−1 0

0 −1

)
mit Matrizenmultiplikation als Verknüpfung.
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6. Überprüfen Sie, dass die Menge der Matrizen

L(β) = (1− β2)−1/2

(
1 −β
−β 1

)
für −1 < β < 1 mit der Verknüpfung Matrizenmultiplikation eine
abelsche Gruppe bildet.

(a) Verifizieren Sie zunächst die Abgeschlossenheit. Sei

L(β3) = L(β2)L(β1).

[2] Wie lautet β3 als Funktion von β1 und β2?
[6] Begründen Sie nun mit einer geeigneten Anwendung der Ord-
nungsaxiome, dass −1 < β3 < 1 (dies ist etwas aufwändiger).

(b) [2] Überprüfen Sie die Gruppenaxiome und die Kommutativität.

Übung 3

1. Gegeben sei die Gruppe G = SU(2). Welche der folgenden Abbildun-
gen A stellen Operationen von G auf M dar?

(a) [1]

M := {m =

(
z1

z2

)
|zi ∈ C}, Ai(g,m) = gijzj oder kurz A(g,m) = gm.

(b) [1]

M := {m =

(
x1

x2

)
|xi ∈ R}, Ai(g,m) = gijxj oder kurz A(g,m) = gm.

(c) [1]

M := {m ∈ SU(2)}, Aij(g,m) = gikmkj oder kurz A(g,m) = gm.

(d) [1]

M := {m ∈ SU(2)}, Aij(g,m) = gikmklg
∗
lj oder kurz A(g,m) = gmg†.

(e) [1]

M := {m ∈ SU(2)}, Aij(g,m) = gikmklglj oder kurz A(g,m) = gmg.

(f) [1]

M := {m|m hermitesche (2,2)-Matrix},
Aij(g,m) = gikmklg

∗
lj oder kurz A(g,m) = gmg†.
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2. Das Zentrum Z einer Gruppe G besteht aus allen Elementen z, die
mit allen Elementen der Gruppe kommutieren:

Z := {z ∈ G|zg = gz ∀ g ∈ G}.

(a) [2] Zeigen Sie, dass Z eine abelsche Untergruppe von G ist.

(b) [1] Zeigen Sie, dass Z ein Normalteiler von G ist.

3. [5] Wie lautet das Zentrum von SU(2)?

Hinweis: Jede SU(2)-Matrix A kann in der Form

A = a012×2 + i
3∑
i=1

σiai, a0, ai ∈ R,
3∑
j=0

a2
j = 1,

geschrieben werden, wobei σi die Pauli-Matrizen sind. Benutzen Sie
die Vertauschungsrelationen der Pauli-Matrizen,

[σi, σj] = 2iεijkσk.

Tipp: Wenn ~a×~b = ~0 für beliebiges ~b, dann folgt ~a = ~0.

4. [3] Sei H eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Zeigen Sie, dass
die Ordnung von H ein Teiler der Ordnung von G sein muss (Satz von
Lagrange).

Hinweis: Benutzen Sie, dass jede Links- oder Rechtsnebenklasse von
H in G dieselbe Anzahl an Elementen hat wie H (wieso?).

5. [3] Sei G = {C = (A,B)|A ∈ SU(n), B ∈ SU(n)} mit C1C2 =
(A1A2, B1B2). Welche der Mengen bilden eine Untergruppe mit der
Verknüpfung von G? Ist eine der Untergruppen ein Normalteiler?

(a) {X = (A,A)|A ∈ SU(n)},
(b) {X = (A, 1n×n)|A ∈ SU(n)},
(c) {X = (A,A†)|A ∈ SU(n)}.

6. Gegeben sei die Gruppe G = SU(2)×SU(2). Sie besteht aus der Menge
{g = (L,R)|L ∈ SU(2), R ∈ SU(2)} mit der Verknüpfung g1g2 =
(L1, R1)(L2, R2) = (L1L2, R1R2). Welche der folgenden Abbildungen
stellen Operationen von G auf M dar?

(a) [1] M = SU(2), A(g, U) := RUL† für U ∈M und g ∈ G.

(b) [1] M = SU(2), A(g, U) := RU für U ∈M und g ∈ G.

(c) [1] M = SU(2), A(g, U) := RUL für U ∈M und g ∈ G.
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7. [2] Betrachte G = SO(3). H = {Drehungen bzgl. z-Achse}. Zeigen
Sie, dass H kein Normalteiler ist.

Hinweis: Betrachten Sie ein beliebiges h ∈ H und bestimmen Sie
ghg−1, wobei g eine Drehung bzgl. der x-Achse mit Drehwinkel π/2
sei.

Übung 4

1. (a) [3] Überprüfen Sie die Gruppenaxiome (G1)− (G3) für die Fak-
torgruppe G/H (siehe Satz 1.3.22).

(b) [3] Wir betrachten die Gruppe D3 = 〈c, b〉 mit c3 = b2 = (bc)2 =
e und deren Normalteiler C3 = 〈c〉 mit c3 = e. Wie lauten die
Elemente der Faktorgruppe D3/C3? Berechnen Sie explizit die
Produkte der Gruppenelemente der Faktorgruppe.

(c) [2] Betrachten Sie nun die Untergruppe C2 = 〈b〉 mit b2 = e,
die kein Normalteiler ist. Bestimmen Sie die Menge aller Links-
nebenklassen gC2 und die Menge aller Rechtsnebenklassen C2g.
Fällt Ihnen ein Unterschied zur Eigenschaft eines Normalteilers
auf?

2. [2] Zeigen Sie, dass die Gruppe O(3) das interne direkte Produkt von
SO(3) und {e, p} = {13×3,−13×3} ist.

3. Gegeben sei die Gruppe U(2) der unitären (2,2)-Matrizen.

(a) [2] Zeigen Sie, dass die Gruppe SU(2) und die zu U(1) isomorphe
Gruppe {eiϕ12×2|0 ≤ ϕ < 2π} Normalteiler von U(2) sind.

(b) [1] Ist U(2) das interne direkte Produkt der beiden Normalteiler
aus (a)?

4. Gegeben seien die (2,2)-Matrizen

M =

(
a0 + ib3 ib1 + b2

ib1 − b2 a0 − ib3

)
mit a0 ∈ R, bi ∈ R und a2

0 + b2
1 + b2

2 + b2
3 = 1.

(a) [1] Zeigen Sie

M †M =

(
1 0
0 1

)
und

(b) [1]
det(M) = 1.

5. Sei G die Menge aller Polynome mit der Verknüpfung Addition.
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(a) [2] Handelt es sich dabei um eine Gruppe?

(b) [1] Zeigen Sie, dass die Abbildung ϕ : G→ G mit p(x) 7→ d
dx
p(x)

ein Homomorphismus ist.

(c) [1] Ist die Abbildung surjektiv (injektiv)?

(d) [1] Was ist der Kern der Abbildung?

6. [3] Zeigen Sie, dass die Menge aller reellen Matrizen(
a −b
b a

)
eine Gruppe bzgl. Matrizenmultiplikation bildet, wenn a und b eine
bestimmte Bedingung erfüllen. Wie lautet diese Bedingung? Ist die
Gruppe abelsch?

7. [3] Gegeben sei die Menge der Funktionen

G =

{
f1(x) = x, f2(x) =

1

1− x
, f3(x) =

x− 1

x
,

f4(x) =
1

x
, f5(x) = 1− x, f6(x) =

x

x− 1

}
mit folgender Regel als Komposition

(fifj)(x) = fi(fj(x)).

Zeigen Sie, dass G eine Realisierung von D3 ist.

8. [2] Seien H und K Untergruppen von G. Zeigen Sie, dass auch H ∩K
eine Untergruppe von G ist.

Bemerkung: H ∪K ist nicht notwendigerweise eine Gruppe. Zum Bei-
spiel enthält die abstrakte Gruppe D3 als Untergruppen H = {e, c, c2}
und K = {e, b}. Die Vereinigung H ∪K = {e, c, c2, b} ist nicht abge-
schlossen.

Übung 5

1. [3] Es sei Rn1(φ) eine Drehung um eine durch den Einheitsvektor n1

gekennzeichnete Achse mit Drehwinkel φ, d. h.

Rn1(φ)n1 = n1 und Tr(Rn1(φ)) = 1 + 2 cos(φ).

Es sei weiterhin T diejenige Drehung, die n1 in eine neue Drehachse
n2 überführt, d. h.

n2 = Tn1 mit det(T ) = 1.

Zeigen Sie, dass Rn2(φ) := TRn1(φ)T−1 eine Drehung um n2 mit Dreh-
winkel φ ist.
(Rn2(φ) ist zu Rn1(φ) konjugiert mit T als konjugierendem Element.)
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2. [7] Es sei R ∈ SO(3) mit der folgenden Parametrisierung durch Euler-
Winkel:

R(α, β, γ) = Rv3(γ)Ru2(β)Re3(α), 0 ≤ α, γ < 2π, 0 ≤ β ≤ π. (1)

Die einzelnen Drehungen lassen sich jeweils als Abbildungen einer Or-
thogonalbasis (ONB) auf eine gleichorientierte neue ONB interpretie-
ren.

• Re3(α) beschreibt Drehung um e3 mit Drehwinkel α: uj = Re3(α)ej.

• Ru2(β) beschreibt Drehung um u2 (neue 2-Achse) mit Drehwinkel
β: vj = Ru2(β)uj.

• Rv3(γ) beschreibt Drehung um v3 (neue 3-Achse nach zwei Dre-
hungen) mit Drehwinkel γ: wj = Rv3(γ)vj.

• Kombiniert:

wj = Rv3(γ)vj = Rv3(γ)Ru2(β)uj = Rv3(γ)Ru2(β)Re3(α)ej = R(α, β, γ)ej.

Zeigen Sie, dass die kombinierte Drehung sich auch als 3 aufeinan-
derfolgende Drehungen ausschließlich um die Achsen e2 und e3 aus-
drücken lässt:

R(α, β, γ) = Re3(α)Re2(β)Re3(γ), 0 ≤ α, γ < 2π, 0 ≤ β ≤ π.

Hinweis: Wenden Sie das Resultat aus Aufgabe 1. an und zeigen Sie

Rv3(γ) = Ru2(β)Ru3(γ)R−1
u2

(β), (2)

Ru2(β) = Re3(α)Re2(β)R−1
e3

(α). (3)

Geben Sie in beiden Fällen explizit die Analoga zu T , n1 und n2 an.

Setzen Sie nun zunächst (2) in (1) ein und beachten Sie, dass u3 = e3.
Außerdem vertauschen Drehungen um dieselbe Achse. Wenden Sie
anschließend (3) an.

3. Gegeben sei

Uk(φ) = exp
(
−iσk

2
φ
)
, k = 1, 2, 3.

Eigenschaften der Pauli-Matrizen:

σi = σ†i , Tr(σi) = 0, σiσj = δij12×2 + iεijkσk.

(a) [2] Verifizieren Sie mit Hilfe der Reihenentwicklung der Expo-
nentialfunktion und der Eigenschaften der Pauli-Matrizen

Uk(φ) = cos

(
φ

2

)
12×2 − iσk sin

(
φ

2

)
.

Hinweis:

exp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
, cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
, sin(x) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
.
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(b) [2] Verifizieren Sie

U3(γ) =

(
exp

(
−iγ

2

)
0

0 exp
(
iγ

2

) ) ,
U2(β) =

(
cos
(
β
2

)
− sin

(
β
2

)
sin
(
β
2

)
cos
(
β
2

) ) .
Anmerkung: Die Einträge der Matrix U2(β) sind die so genannten

reduzierten Kreiselfunktionen d
( 1
2

)

mm′(β).

(c) [1] Was ist U3(2π) und U3(2π + θ)? Wann wird das Einselement
wieder erreicht?

(d) [5] Verifizieren Sie für festes k

Uk(φ)σjU
†
k(φ) = cos(φ)σj + [1− cos(φ)]δkjσk − sin(φ)εjklσl.

Summation hier nur über l; k ist fest!

Hinweis: Sie benötigen Additionstheoreme für die trigonometri-
schen Funktionen.

(e) [2] Bestimmen Sie

ϕij[Uk(φ)] =
1

2
Tr[σiUk(φ)σjU

†
k(φ)].

4. [3] Sei ϕ ein Homomorphismus von G in G′. Zeigen Sie, dass Kern(ϕ)
ein Normalteiler von G ist.

Bemerkung: In der Vorlesung wurde bereits die Abgeschlossenheit ge-
zeigt.

Übung 6

1. [2] Es sei G eine Gruppe. Gegeben sei die Abbildung ϕ : G→ G mit
ϕ(g) = g−1. Unter welcher Bedingung handelt es sich dabei um einen
Automorphismus?

2. [7] Es seien L(βxêx) und L(βz êz) spezielle Lorentz-Transformationen
entlang der x- und z-Achse und R3(ϕ) eine Drehung um die z-Achse
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mit Drehwinkel 0 ≤ ϕ < 2π:

L(βxêx) =


γx βxγx 0 0
βxγx γx 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 , βx = tanh(λx), γx = cosh(λx),−∞ < λx <∞,

L(βz êz) =


γz 0 0 βzγz
0 1 0 0
0 0 1 0

βzγz 0 0 γz

 , βz = tanh(λz), γz = cosh(λz),−∞ < λz <∞,

R3(ϕ) =


1 0 0 0
0 cos(ϕ) − sin(ϕ) 0
0 sin(ϕ) cos(ϕ) 0
0 0 0 1

 , 0 ≤ ϕ < 2π.

Bestimmen Sie L(βz êz)L(βxêx), L(βxêx)L(βz êz), L(βxêx)R3(ϕ),R3(ϕ)L(βxêx),
L(βz êz)R3(ϕ) und R3(ϕ)L(βz êz). Welche Schlüsse ziehen Sie bzgl. der
Vertauschbarkeit von Lorentz-Transformationen?

3. Wir betrachten die komplexwertigen (2,2)-Matrizen

A(~ξ ) := exp

(
1

2

3∑
i=1

σiξi

)
= exp

(
~σ · ~ξ

2

)
, ξi ∈ R.

(a) [2] Zeigen Sie mit Hilfe der Reihenentwicklung der Exponential-
funktion, dass

exp

(
~σ · ~ξ

2

)
= cosh

(
ξ

2

)
12×2+~σ·ξ̂ sinh

(
ξ

2

)
, ξ =

√
~ξ 2, ξ̂ =

~ξ

ξ
.

Hinweis: (~σ · ~a)2 = ~a 212×2.

(b) [3] Zeigen Sie, dass

det(A(~ξ )) = 1.

Wie lauten A−1 und A†?

(c) [6] Wir parametrisieren nun einen Punkt x des Minkowski-Raums
durch die hermitesche (2,2)-Matrix

X = x012×2 + ~σ · ~x.

Betrachten Sie nun die Abbildung

X 7→ Y = y012×2 + ~σ · ~y := A(~ξ )XA†(~ξ )

und geben Sie die Wirkung für die Komponenten an:

x0 7→ y0 =?,

xi 7→ yi =?.

214



Um welche Transformationen handelt es sich?

Hinweise:

σiσj = δij12×2 + iεijkσk,

cosh2

(
ξ

2

)
+ sinh2

(
ξ

2

)
= cosh(ξ) =: γ,

cosh2

(
ξ

2

)
− sinh2

(
ξ

2

)
= 1,

2 cosh

(
ξ

2

)
sinh

(
ξ

2

)
= sinh(ξ) =: βγ,

sinh2

(
ξ

2

)
=

1

2
(cosh(ξ)− 1).

4. [2] Gegeben sei die Drehmatrix

D
(l)
mm′(α, β, γ) = 〈l,m|R(α, β, γ)|l,m′〉∗

mit
R(α, β, γ) = exp(−iαlz) exp(−iβly) exp(−iγlz).

Zeigen Sie, dass

D
(l)
mm′(α, β, γ) = exp(imα)d

(l)
mm′(β) exp(im′γ).

Wie lautet die Definition für d
(l)
mm′(β)?

5. [5] Gegeben sei die Diedergruppe D4 = 〈c, b〉 mit den erzeugenden Re-
lationen c4 = b2 = (bc)2 = e. Bestimmen Sie die Konjugationsklassen
von D4.

Hinweise: Sie müssen von den erzeugenden Relationen Gebrauch ma-
chen. Benutzen Sie außerdem die Folgerungen 1.3.12 der Vorlesung.

Übung 7

1. [3] Sei M := {D|DDarstellung von G}. Überprüfen Sie, dass folgende
Relation eine Äquivalenzrelation darstellt: D1 : V1 → V1 ∼ D2 :
V2 → V2, wenn ein bijektives S : V1 → V2 existiert mit SD1(g)S−1 =
D2(g)∀g ∈ G.

2. Es sei G = {T2(a1, a2)} die Gruppe der zweidimensionalen Translatio-
nen:

T2(a1, a2) : R2 → R
2, T2(a1, a2)

(
x1

x2

)
=

(
x1 + a1

x2 + a2

)
, ai ∈ R.
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(a) [2] Zeigen Sie, dass D1 : G→ GL(2,C), T (a1, a2) 7→ D1(a1, a2) :
C

2 → C
2 mit

D1(a1, a2) =

(
1 a1 + ia2

0 1

)
eine Darstellung von G ist. Ist D1 eine treue Darstellung?

(b) [2] Zeigen Sie, dass D2 : G→ GL(2,R), T (a1, a2) 7→ D2(a1, a2) :
R

2 → R
2 mit

D2(a1, a2) =

(
1 a1 + a2

0 1

)
eine Darstellung von G ist. Wie lautet Kern(D2)? Ist D2 eine
treue Darstellung?

3. [4] Gegeben seien die Energieeigenwerte eines Elektrons im Coulomb-
Potential und in einem harmonischen Oszillatorpotential:

En = −α
2m

2n2
≈ −13.6

n2
eV, n = n′ + l + 1, n′, l ≥ 0,

En =

(
n+

3

2

)
ω, n = 2n′ + l, n′, l ≥ 0.

Bestimmen Sie den Entartungsgrad der Eigenwerte für vorgegebe-
nes n. Beachten Sie, dass für festes l die Eigenwerte zu lz die Werte
−l,−l + 1, · · · , l annehmen können. Skizzieren Sie die Energieeigen-
werte En in Abhängigkeit von l für n = 1, · · · , 4 (Wasserstoff) und
n = 0, · · · , 3 (harmonischer Oszillator).

4. Betrachten Sie den Zustand |2, 1, 1〉 des Wasserstoffatoms mit der Wel-
lenfunktion

Ψ211(~x ) = R21(r)Y11(Θ,Φ).

(a) [2] Bestimmen Sie den Erwartungswert 〈2, 1, 1|lx|2, 1, 1〉.
(b) [1] Bestimmen Sie lz|2, 1, 1〉.

Hinweise: Die Radialwellenfunktion ist normiert:∫ ∞
0

drr2R2
21(r) = 1.

Die Kugelfunktion Y11 lautet

Y11(Θ,Φ) = −
√

3

8π
sin(Θ)eiΦ.

Für die Drehimpulsoperatoren in Kugelkoordinaten gilt

lx = i

[
sin(Φ)

∂

∂Θ
+ cot(Θ) cos(Φ)

∂

∂Φ

]
, lz = −i ∂

∂Φ
.
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(c) [2] Wir betrachten eine Drehung um die y-Achse mit Drehwinkel
β mit der induzierten Transformation

R(0, β, 0) = exp(−iβly).

Benutzen Sie die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

eABe−A = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · ·

für A = iβly und B = lx zusammen mit den kanonischen Vertau-
schungsrelationen für die Drehimpulsoperatoren und leiten Sie
folgende Formel her:

exp(iβly)lx exp(−iβly) = cos(β)lx + sin(β)lz.

(d) [2] Wir betrachten nun denjenigen Zustand, der durch eine Dre-
hung um die y-Achse mit Drehwinkel π/2 entsteht:

|2, 1, 1〉′ = exp
(
−iπ

2
ly

)
|2, 1, 1〉.

Bestimmen Sie lx|2, 1, 1〉′ .
(e) [2] Benutzen Sie die kanonischen Vertauschungsrelationen für die

Ortsoperatoren und die Impulsoperatoren,

[xi, xj] = 0, [pi, pj] = 0, [xi, pj] = iδij,

zusammen mit der Definition für die (Bahn-) Drehimpulsoperatoren,
li = εijkxjpk, und leiten Sie die Vertauschungsrelationen zwischen
den Ortsoperatoren und den Drehimpulsoperatoren und den Im-
pulsoperatoren und den Drehimpulsoperatoren her.

(f) [2] Bestimmen Sie nun

exp(iβly)x exp(−iβly) und exp(iβly)px exp(−iβly).

5. Gegeben seien die Radialwellenfunktionen

R20(r) =

(
1

2a0

) 3
2

2

(
1− r

2a0

)
exp

(
− r

2a0

)
,

R21(r) =

(
1

2a0

) 3
2 2√

3

r

2a0

exp

(
− r

2a0

)
des Wasserstoffatoms, wobei a0 = 1/(αm).

(a) [1] Wieviele radiale Knoten besitzen R20 und R21 (mögliche Null-
stelle für r = 0 und asymptotische Nullstelle nicht mitgezählt)?
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(b) [2] Berechnen Sie das Matrixelement∫ ∞
0

drr2R21(r)R20(r).

Tipp: ∫ ∞
0

xne−axdx =
n!

an+1
, n ∈ N.

Übung 8

1. [4] Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| mit Darstellung D
auf einem Skalarproduktraum (V, 〈·|·〉). Zeigen Sie, dass

{x|y} :=
1

|G|
∑
g∈G

〈D(g)x|D(g)y〉

ein weiteres Skalarprodukt definiert. Überprüfen Sie dazu die 3 defi-
nierenden Eigenschaften eines Skalarprodukts.

2. [4] Sei D = {D(g)} eine Darstellung einer Gruppe G in Form von
Matrizen mit g 7→ D(g). Zeigen Sie, dass dann

(1) g 7→ D∗(g), (2) g 7→ DT (g−1), (3) g 7→ D†(g−1)

auch Darstellungen von G definieren.

Hinweis: Begründen Sie zunächst, warum die Matrizen aus (1) - (3)
invertierbar sind. Überprüfen Sie anschließend die Homomorphismus-
eigenschaft.

3. [2] Gegeben sei eine zweidimensionale Darstellung von SU(2) auf C2

mit Elementen der Form

U(θ, n̂) = exp

(
−1

2
iθ~σ · n̂

)
.

Zeigen Sie, dass {U∗(θ, n̂)} eine äquivalente Darstellung bildet.

Hinweis: Bestimmen Sie σ∗j . Betrachten Sie S = −iσ2 und überprüfen
Sie damit

U∗(θ, n̂) = S U(θ, n̂)S−1.

4. [3] Es seien D(1) und D(2) Darstellungen von G1 und G2 auf endlichdi-
mensionalen Vektorräumen V1 und V2 und D Darstellung von G1×G2

auf V1 ⊗ V2 mit D(g1, g2) = D(1)(g1)⊗D(2)(g2). Zeigen Sie:

D irred. Darstellung von G1 ×G2 ⇒ D(1) und D(2) irred.
Darstellungen von G1 und G2.
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Hinweis: Beweis durch Widerspruch. Nehmen Sie an, dass D(1) redu-
zibel sei, d.h. ein nichttrivialer Unterraum U1 von V1 existiert, der für
alle g1 ∈ G1 invariant ist. Führen Sie dies auf einen Widerspruch zur
Voraussetzung D irreduzibel.

5. Gegeben sei der Hilbert-Raum H 1
2

eines Spin-1/2-Teilchens mit Basis

{|+〉 =

(
1
0

)
, |−〉 =

(
0
1

)
}.

(a) [2] Es seien σi, i = 1, 2, 3, die üblichen Pauli-Matrizen und σ± :=
σ1 ± iσ2. Berechnen Sie

σ±

(
1
0

)
, σ±

(
0
1

)
, σ3

(
1
0

)
, σ3

(
0
1

)
.

Es sei H = H 1
2
⊗H 1

2
und

|1〉 = |+〉⊗|+〉, |2〉 = |+〉⊗|−〉, |3〉 = |−〉⊗|+〉, |4〉 = |−〉⊗|−〉.

Wir führen folgende neue Basis ein:

|1, 1〉 := |1〉,

|1, 0〉 :=
1√
2

(|2〉+ |3〉),

|1,−1〉 := |4〉,

|0, 0〉 :=
1√
2

(|2〉 − |3〉).

Wir definieren den Operator für den Gesamtspin als ~S = ~σ
2
⊗ 1+ 1⊗

~σ
2

= ~σ(1)
2

+ ~σ(2)
2

= ~S(1) + ~S(2).

(b) [1] Bestimmen Sie S3 angewandt auf |1, 1〉, |1, 0〉, |1,−1〉 und
|0, 0〉.

(c) [4] Bestimmen Sie ~S 2 angewandt auf |1, 1〉, |1, 0〉, |1,−1〉 und
|0, 0〉.
Hinweise:

~S 2 =
(σi

2
⊗ 1+ 1⊗ σi

2

)(σi
2
⊗ 1+ 1⊗ σi

2

)
=

1

4

(
~σ 2 ⊗ 1+ 2σi ⊗ σi + 1⊗ ~σ 2

)
.

Physikerschreibweise:

~S 2 =
1

4

(
~σ 2(1) + 2σi(1)σi(2) + ~σ 2(2)

)
.

Drücken Sie σi(1)σi(2) mit Hilfe der Operatoren σ± und σ3 aus
und verwenden Sie die Resultate aus (a).
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6. Aufhebung von Entartung. [4] Betrachten Sie folgenden Hamilton-
Operator für zwei Spin-1/2-Teilchen (die direkte Produktschreibweise
wie in 5. ist nun, wie in der Physik üblich, unterdrückt):

H = a(~S 2(1) + ~S 2(2))︸ ︷︷ ︸
H0

+ 2b~S(1) · ~S(2)︸ ︷︷ ︸
H1

+ c(S3(1) + S3(2))︸ ︷︷ ︸
H2

mit 0 < c � b � a, ~S(i) = ~σ(i)
2

, i = 1, 2. H0 ist invariant bzgl.
SU(2) × SU(2), H1 ist invariant bzgl. {(g, g)|g ∈ SU(2)} ∼= SU(2)
und H2 invariant bzgl. U(1). Wie lauten die Eigenzustände und die
Energieeigenwerte zu H0, H0 +H1 und H0 +H1 +H2. Skizzieren Sie
das Spektrum. Benutzen Sie ~S = ~S(1) + ~S(2) und die Resultate aus
5.

7. [2] Gegeben sei folgende dreidimensionale Darstellung D : R3 → R
3

der Permutationsgruppe S3 mit

D( ) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , D(12) =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , D(13) =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ,

D(23) =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , D(123) =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , D(321) =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

Zeigen Sie, dass die Darstellung reduzibel ist.

Hinweis: Finden Sie einen gemeinsamen Eigenvektor aller D(g) und
damit einen nichttrivialen invarianten Unterraum.

Übung 9

1. Gegeben sei der Hamilton-Operator des Zwei-Elektronen-Systems aus
Beispiel 2.2.17 der Vorlesung:

H =
~p 2(1)

2m
+ V1(r(1))︸ ︷︷ ︸
H0(1)

+
~p 2(2)

2m
+ V1(r(2))︸ ︷︷ ︸
H0(2)

+V2(r12) =: H0 + V2

mit (n = 1, 2)

r(n) = |~r(n)|, r12 = |~r(1)− ~r(2)|, V1(r(n)) = − Zα

r(n)
, V2(r12) =

α

r12

und den Vertauschungsrelationen (m,n ∈ {1, 2}; i, j ∈ {1, 2, 3})

[xi(m), xj(n)] = 0, [pi(m), pj(n)] = 0, [xi(m), pj(n)] = iδijδmn.
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(a) [4] Berechnen Sie [li(n), V2(r12)] für n = 1 und n = 2.

(b) [1] Zeigen Sie nun [Li, V2(r12)] = 0 mit ~L = ~l(1) +~l(2).

2. [2] Es seien D(1) und D(2) zwei äquivalente, endlichdimensionale Dar-
stellungen einer Gruppe G auf Vektorräumen V1 und V2. Zeigen Sie
für die Charaktere χ(1)(g) = χ(2)(g)∀g ∈ G.

3. [2] Es sei G = SU(2). Wir parametrisieren Elemente aus G durch
einen Einheitsvektor n̂ und θ ∈ [0, 2π]:

g(n̂, θ) = exp

(
−iθ~σ · n̂

2

)
.

Wir betrachten nun die Fundamentaldarstellung 2 von SU(2):

SU(2) 3 g 7→ D(g) := g ∈ 2,

wobei D(g) nun als linearer Operator auf C2 zu verstehen ist. Analog
führen wir die komplex konjugierte Darstellung 2∗ ein:

SU(2) 3 g 7→ D∗(g) := g∗ ∈ 2∗.

Wie lauten die Charaktere χ(g) und χ∗(g) der Fundamentaldarstel-
lung und der dazu komplex konjugierten Darstellung als Funktionen
von n̂ und θ?

4. [3] Es sei G = SO(3). Wir parametrisieren Elemente aus G durch die
drei Euler-Winkel:

R(α, β, γ) = R3(α)R2(β)R3(γ),

wobei

R2(ϕ) =

 cos(ϕ) 0 sin(ϕ)
0 1 0

− sin(ϕ) 0 cos(ϕ)

 , R3(ϕ) =

 cos(ϕ) − sin(ϕ) 0
sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1

 .

Interpretieren Sie nun R(α, β, γ) als Element der dreidimensionalen
Fundamentaldarstellung und bestimmen Sie den Charakter χ(α, β, γ).

5. [4] Konstruieren Sie analog zu Beispiel 2.3.15 der Vorlesung die re-
gulären Darstellungen der Gruppen C4 = {e, c, c2, c3} mit c4 = e und
der Klein’schen oder Vier-Gruppe V = {e, a, b, c}mit a2 = b2 = c2 = e
(siehe Übung 1, Aufgabe 2.).

Hinweis: Die Matrizen der regulären Darstellung sind durch

ggi =

|G|∑
j=1

Dji(g)gj, i = 1, · · · , |G|,

definiert. Nummerieren Sie g1 = e, g2 = c, g3 = c2 und g4 = c3 bzw.
g1 = e, g2 = a, g3 = b und g4 = c.
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6. Wir betrachten die abstrakte Gruppe D3 mit den sechs Elementen
{e, c, c2, b, bc, bc2} (siehe Beispiel 1.2.8 der Vorlesung).

(a) [3] Konstruieren Sie eine zweidimensionale Darstellung auf dem
R

2, indem Sie die Gruppenelemente geometrisch als (aktive) Dre-
hungen um den Ursprung bzw. Spiegelungen interpretieren. Bei-
spiel:

D(e) =

(
1 0
0 1

)
, D(c) =

(
cos
(

2π
3

)
− sin

(
2π
3

)
sin
(

2π
3

)
cos
(

2π
3

) )
=

(
−1

2
−
√

3
2√

3
2
−1

2

)
.

Wählen Sie für b eine Spiegelung an der x-Achse.

(b) [1] Wie lautet der Charakter für die 6 Gruppenelemente?

(c) [4] Wie lauten die 4 sechsdimensionalen Vektoren {Dij(e), Dij(c), ..., Dij(bc
2)}.

Verifizieren Sie explizit die 4 + 3 + 2 + 1 = 10 Orthogonalitätsre-
lationen ∑

g

Dir(g)D∗js(g) =
6

2
δijδrs.

7. [3] Die Voraussetzungen seien wie in Satz 2.3.3 der Vorlesung.

∑
g

D
(µ)
ir (g)D

(ν)∗
js (g) =

|G|
nµ

δµνδijδrs. (∗)

Zeigen Sie
r∑

µ=1

n2
µ ≤ |G|.

Hinweis: µ nummeriert die nichtäquivalenten, irreduziblen, unitären
Darstellungen von G, r ist deren Anzahl.

1. Schritt: Es sei µ = ν = 1 mit n1 der Dimensionalität des Vektor-
raums, auf dem D(1) operiert. Betrachten Sie festes i und r. Interpre-
tieren Sie (D

(1)
ir (g1), · · · , D(1)

ir (g|G|)) als Vektor in einem |G|-dimensionalen
Raum. Interpretieren Sie Gl. (∗) als Aussage für ein Skalarprodukt.
Wieviele solcher Vektoren gibt es für µ = ν = 1 (Betrachten Sie die
Anzahl der Einträge von D(1)(g). Die Indizes i und r können die Werte
1 bis n1 annehmen.)? Interpretieren Sie Gl. (∗) als Orthogonalitätsre-
lation.

2. Schritt: Wiederholen Sie die Überlegungen für µ = 2 usw.

3. Schritt: Addieren Sie die Resultate für die einzelnen µ.

4. Schritt: Wieviele orthogonale Vektoren kann es in einem |G|-dimensionalen
Raum maximal geben?
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Übung 10

1. [5] Gegeben sei die Gruppe C3 = {e, c, c2} mit c3 = e. Bestimmen Sie
analog zur Vorlesung die Charaktertabelle der irreduziblen Darstel-
lungen.

2. Wir betrachten für die Gruppe D3 die so genannte Vektordarstellung
DV

3 auf dem Vektor-Raum R
3. Diese ist definiert über die Wirkung

einer Drehung um 120◦ um die z-Achse und um 180◦ um die x-Achse,
d.h.

DV
3 (c) =

 −1
2
−
√

3
2

0√
3

2
−1

2
0

0 0 1

 , DV
3 (b) =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

(a) [2] Bestimmen Sie die Matrizen DV
3 (c2), DV

3 (bc) und DV
3 (bc2).

Beachten Sie, dass DV
3 eine Darstellung ist.

(b) [2] DV
3 (bc) und DV

3 (bc2) stellen Drehungen um 180◦ bzgl. der
Drehachsen n̂(bc) und n̂(bc2) dar. Bestimmen Sie diese Drehach-
sen. Hinweis: Interpretieren Sie die Drehachsen als Eigenvektoren
mit Eigenwert 1.

(c) [1] Bestimmen Sie für die drei Konjugationsklassen Ki den Wert
des Charakters von DV

3 .

(d) [2] Bestimmen Sie nun die Koeffizienten aVi der Clebsch-Gordan-
Zerlegung

DV
3 = aV1 D

(1) ⊕ aV2 D(2) ⊕ aV3 D(3).

3. [3] Sei G = D3. Bestimmen Sie analog zur Vorlesung die Koeffizi-
enten aijk , i, j, k = 1, 2, 3, der Clebsch-Gordan-Zerlegung des inneren
Tensorprodukts

D(i) ⊗D(j) = aij1 D
(1) ⊕ aij2 D(2) ⊕ aij3 D(3).

Hinweis: Benutzen Sie die Orthogonalitätsrelation für Charaktere ir-
reduzibler Darstellungen und die Tatsache, dass der Charakter einer
inneren Tensorproduktdarstellung gleich dem Produkt der Charaktere
ist.

4. [5] Wieviele reelle Parameter benötigt man zur Beschreibung der
Gruppen

• SL(n,C) = {A|A ∈ GL(n,C), det(A) = 1},
• SL(n,R) = {A|A ∈ GL(n,R), det(A) = 1},
• SU(n) = {A|A ∈ U(n), det(A) = 1},
• O(n,C) = {A|A ∈ GL(n,C), ATA = AAT = 1n×n},
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• O(n,R) = {A|A ∈ GL(n,R), ATA = AAT = 1n×n}?

5. Es sei G eine endliche Gruppe mit Konjugationsklassen Ki und D(µ)

eine nµ-dimensionale, irreduzible Darstellung auf dem K-Vektorraum
Vµ.

(a) [2] Zeigen Sie, dass die Matrix

Bµ
i :=

∑
g∈Ki

D(µ)(g)

für eine beliebige aber feste Konjugationsklasse Ki von der Form
Bµ
i = λµi I ist, wobei I die Identität auf Vµ ist.

Hinweis: Benutzen Sie das Lemma von Schur aus 2.3.2.

(b) [1] Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen dem so genannten
Dirac-Charakter λµi , der Anzahl ki von Elementen der Konjuga-

tionsklasse Ki, dem Charakter χ
(µ)
i der Konjugationsklasse Ki

und der Dimension nµ der Darstellung D(µ) her.

6. [2] Es sei G eine endliche Gruppe und D eine endlichdimensionale,
irreduzible Darstellung. Betrachten Sie die zu D komplex konjugierte
Darstellung D∗. Zeigen Sie, dass für äquivalente D und D∗, d.h.

D(g) = SD∗(g)S−1 ∀g ∈ G, (∗)

SS∗ = λI folgt.

Hinweis: Betrachten Sie die zu (∗) komplex konjugierte Gleichung und
setzen Sie das Resultat für D∗(g) in (∗) ein. Wenden Sie das Lemma
von Schur aus 2.3.2 an.

7. [3] Wir betrachten die Gruppe O(2). Gegeben sei ein Element A aus
dem Zweig SO(2) und ein Element B aus dem Zweig S2SO(2) (siehe
1.3.5 der Vorlesung) mit

A =

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
, 0 ≤ α < 2π,

B =

(
− cos(β) sin(β)
sin(β) cos(β)

)
, 0 ≤ β < 2π.

Berechnen Sie den Abstand

d(A,B) := ||A−B|| =

[
2∑

i,j=1

(Aij −Bij)
2

] 1
2

.

Übung 11
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1. Zeigen Sie für die folgenden Transformationen, dass es sich dabei
um Lie-Gruppen handelt. Überprüfen Sie zunächst die Gruppenei-
genschaften und geben Sie anschließend die Funktionen φi(a; b) für
die kontiniuerlichen Parameter an. Bestimmen Sie schließlich ρL(b)
und ρR(b).

(a) [4] x′ = ax, a ∈ R \ {0}.
(b) [5] x′ = a1x+ a2, a1 ∈ R \ {0}, a2 ∈ R.

2. [2] Zeigen Sie, dass die Lie-Gruppe GL(n,R) für alle n ≥ 1 nicht
zusammenhängend ist.

Hinweis: Führen Sie einen Beweis durch Widerspruch. Nehmen Sie
an, dass ein Pfad g : [0, 1] → GL(n,R) mit t 7→ g(t) existiert mit
der Eigenschaft det(g(0)) > 0 und det(g(1)) < 0. Betrachten Sie die
stetige Abbildung ϕ : [0, 1]→ R mit ϕ(t) = det(g(t)) und wenden Sie
den Nullstellensatz von Bolzano an.

3. Gegeben sei so(n) := {B ∈ gl(n,R)|BT = −B}, d. h. die Menge aller
schiefsymmetrischen, reellen (n, n)-Matrizen (n ≥ 2).

(a) [1] Zeigen Sie, dass so(n) mit den Verknüpfungen Matrizenaddi-
tion und Skalarmultiplikation ein R-Vektorraum ist.

(b) [1] Zeigen Sie, dass durch

[A,B] := AB −BA ∀A,B ∈ so(n)

mit AB als Matrizenmultiplikation eine abgeschlossene, bilineare
Multiplikation definiert ist (Überprüfen Sie die Abgeschlossen-
heit und die Linearität im ersten und zweiten Faktor).

(c) [1] Überprüfen Sie die Antikommutativität und die Jacobi-Identität.

(d) [1] Wie lautet die Dimension von so(3), d. h. was ist die Anzahl
der Basisvektoren?

4. [2] Gegeben sei die Drehimpulsalgebra [Ji, Jj] = iεijkJk. Zeigen Sie,
dass das Produkt nicht assoziativ ist:

[Ji, [Jj, Jk]] 6= [[Ji, Jj], Jk].

5. Gegeben seien die irreduziblen Darstellungen der SO(3)

D
(l)
mm′(α, β, γ) = 〈l,m|R(α, β, γ)|l,m′〉∗,
R(α, β, γ) = exp(−iαlz) exp(−iβly) exp(−iγlz),

mit

l = 0, 1, · · · ,
m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l,

m′ = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l.
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(a) [2] Begründen Sie die Faktoren δm1m2δm′1m′2 in der Orthogona-
litätsrelation∫ 2π

0

dα

∫ π

0

sin(β)dβ

∫ 2π

0

dγ D
(l1)∗
m1m′1

(α, β, γ)D
(l2)

m2m′2
(α, β, γ) =

8π2

2l1 + 1
δl1l2δm1m2δm′1m′2 .

(b) [1] Was erhalten Sie mit Hilfe der Orthogonalitätsrelation für∫ π

0

sin(β)dβd
(l1)∗
m1m′1

(β)d
(l2)

m1m′1
(β)

mit festen m1 und m′1?

Hinweis: Siehe Übung 6, Aufgabe 4.

D
(l)
mm′(α, β, γ) = exp(imα)d

(l)
mm′(β) exp(im′γ).

6. [3] Gegeben sei die Drehimpulsalgebra [Ji, Jj] = iεijkJk. Konstruieren
Sie mit Hilfe von

J±|j,m〉 =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)|j,m±1〉, J3|j,m〉 = m|j,m〉, 〈j,m|j,m′〉 = δmm′ ,

wobei J± = J1 ± iJ2, eine dreidimensionale Darstellung (j = 1) der
Drehimpulsalgebra.

7. [2] Zeigen Sie
∑j1+j2

j=|j1−j2|(2j + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1) für j1, j2 ∈
{0, 1

2
, 1, 3

2
, · · · }.

Übung 12

1. Es sei L eine Lie-Algebra mit Basis {L1, · · · , Ln} und den Vertau-
schungsrelationen

[Lα, Lβ] = Cγ
αβLγ.

(a) [1] Zeigen Sie Cγ
αβ = −Cγ

βα.

(b) [3] Zeigen Sie Cα
βµC

µ
γδ + Cα

γµC
µ
δβ + Cα

δµC
µ
βγ = 0.

2. Es sei L eine Lie-Algebra mit Basis {L1, · · · , Ln}.

(a) [2] Zeigen Sie, dass die durch

[Li, Lj] =
n∑
k=1

Tkj(Li)Lk, i, j = 1, · · · , n,

definierten (n, n)-Matrizen T (Li) eine n-dimensionale Darstel-
lung der Lie-Algebra erzeugen.

226



(b) [1] Zeigen Sie, dass die Strukturkonstanten als Einträge von
(n, n)-Matrizen interpretiert werden können, die eine n-dimensionale
Darstellung (adjungierte Darstellung) definieren.

(c) [2] Es sei {σ1/2, σ2/2, σ3/2} eine Basis der Lie-Algebra su(2).
Wie lauten die zugehörigen Basisvektoren der adjungierten Dar-
stellung?

(d) [2] Es sei X ∈ L. Wir definieren eine lineare Transformation
ad(X) durch

ad(X)(Y ) = [X, Y ], Y ∈ L.
Zeigen Sie, dass (a) und (d) gleichwertige Definitionen für die
adjungierte Darstellung liefern.

3. Gegeben sei die Basis

e1 =

(
0 1
1 0

)
, e2 =

(
0 −1
1 0

)
, e3 =

(
1 0
0 −1

)
der Lie-Algebra sl(2,C).

(a) [1] Bestimmen Sie die Kommutatoren.

(b) [2] Bestimmen Sie die Vektoren ad(ei) der adjungierten Darstel-
lung.

4. [3] Es seien U = uiei und V = viei zwei Vektoren einer Lie-Algebra
L. Die so genannte Killing-Form ist duch

B(U, V ) = Tr(ad(U)ad(V ))

definiert. Zeigen Sie für L = sl(2, C) mit der Basis aus Aufgabe 3.,
dass B(U, V ) = uTBv mit

B =

 8 0 0
0 −8 0
0 0 8

 .

5. [3] Es sei G eine klassische Lie-Gruppe mit Lie-Algebra LG. Verifizie-
ren Sie durch Taylor-Reihenentwicklung für C,D ∈ LG und t ∈ R

exp(tC) exp(tD) exp(−tC) exp(−tD) = I + t2[C,D] +O(t3), t→ 0.

6. [3] Gegeben sei die Basis

e1 =

(
1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 1
0 0

)
, e3 =

(
0 0
1 0

)
, e4 =

(
0 0
0 1

)
der Lie-Algebra gl(2,K). Konstruieren Sie die Vektoren ad(ei) der ad-
jungierten Darstellung.
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Übung 13

1. [3] Gegeben sei die Zerlegung

|j1m1; j2m2〉 =
∑
j,m

(
j1 j2 j
m1 m2 m

)
|(j1j2)jm〉.

Leiten Sie mit Hilfe von∑
m1,m2

(
j1 j2 j
m1 m2 m

)(
j1 j2 j′

m1 m2 m′

)
= δjj′δmm′

die Beziehung

|(j1j2)jm〉 =
∑
m1,m2

(
j1 j2 j
m1 m2 m

)
|j1m1; j2m2〉

her.

2. [6] Bestimmen Sie in 4.3.2, Schritt 3. der Vorlesung in Analogie zu
Schritt 2. die Koeffizienten α, β, γ:

|(j1j2)j1 + j2 − 2, j1 + j2 − 2〉 = α|j1j1; j2j2 − 2〉
+β|j1j1 − 1; j2j2 − 1〉
+γ|j1j1 − 2; j2j2〉.

3. [7] Bestimmen Sie analog zur Vorlesung mittels der Leiteroperatoren
die Clebsch-Gordan-Koeffizienten(

1 1
2

3
2

−1 1
2
−1

2

)
,

(
1 1

2
3
2

0 −1
2
−1

2

)
,

(
1 1

2
3
2

−1 −1
2
−3

2

)
,(

1 1
2

1
2

1 −1
2

1
2

)
,

(
1 1

2
1
2

0 1
2

1
2

)
,

(
1 1

2
1
2

0 −1
2
−1

2

)
,

(
1 1

2
1
2

−1 1
2
−1

2

)
.

Hinweis: Falls möglich, können Sie auch von den Symmetrieeigenschaf-
ten aus Anmerkungen 4.3.5 der Vorlesung Gebrauch machen.

4. [4] Leiten Sie mit Hilfe von 〈(j1j2)jm|J±|j1m1; j2m2〉, J± = J1 ± iJ2,
die Rekursionsformel√

(j ±m)(j ∓m+ 1)

(
j1 j2 j
m1 m2 m∓ 1

)
=

√
(j1 ∓m1)(j1 ±m1 + 1)

(
j1 j2 j

m1 ± 1 m2 m

)
+
√

(j2 ∓m2)(j2 ±m2 + 1)

(
j1 j2 j
m1 m2 ± 1 m

)
her.

228



5. [4] Es sei B = ϕT3 mit 0 ≤ ϕ < 2π und

T3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Verifizieren Sie explizit

exp(B) = R3(ϕ) =

 cos(ϕ) − sin(ϕ) 0
sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1

 .

Übung 14

1. [8] Gegeben seien die Zustände∣∣∣∣(1

2

1

2

)
1 1

〉
:=

∣∣∣∣12 1

2

〉
⊗
∣∣∣∣12 1

2

〉
=

∣∣∣∣12 1

2
;
1

2

1

2

〉
,∣∣∣∣(1

2

1

2

)
1 0

〉
:=

1√
2

∣∣∣∣12 1

2
;
1

2
− 1

2

〉
+

1√
2

∣∣∣∣12 − 1

2
;
1

2

1

2

〉
,∣∣∣∣(1

2

1

2

)
1 − 1

〉
:=

∣∣∣∣12 − 1

2
;
1

2
− 1

2

〉
,∣∣∣∣(1

2

1

2

)
0 0

〉
:=

1√
2

∣∣∣∣12 1

2
;
1

2
− 1

2

〉
− 1√

2

∣∣∣∣12 − 1

2
;
1

2

1

2

〉
.

Berechnen Sie für jeden der 4 Zustände die Eigenwerte zu den Opera-
toren J3 := J3(1) + J3(2) und ~J 2 := [ ~J(1) + ~J(2)]2 = ~J 2(1) + ~J 2(2) +

2 ~J(1) · ~J(2).

Hinweis: Drücken Sie 2 ~J(1) · ~J(2) mit Hilfe der Auf- und Absteigeope-
ratoren J±(1) und J±(2) sowie J3(1) und J3(2) aus.

2. [6] Konstruieren Sie analog zu 4.3.6 und 4.3.8 der Vorlesung

d
(1)
−1,1(β), d

(1)
0,0(β), d

(1)
0,1(β).

3. Es sei

TA := T (nπ+ → nπ+),

TB := T (nπ+ → pπ0).

(a) [4] Drücken Sie mit Hilfe von Gl. (4.19) der Vorlesung TA und
TB durch die Isospinamplituden T 1

2
und T 3

2
aus.

(b) [2] Bestimmen Sie |TA|2 + |TB|2. Beachten Sie, dass TA und TB
komplexe Zahlen sind.
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4. In der Theorie der starken Wechselwirkung werden die drei leichtesten
Mesonen, die so genannten Pionen, durch ein Isospintriplett beschrie-
ben:

|π+〉 := |1 1〉, |π0〉 := |1 0〉, |π−〉 := |1 − 1〉.
Hierbei charakterisieren I = 1 und M = ±1, 0 die Eigenwerte I(I +

1) = 2 und M zu den Operatoren ~I 2 und I3 im Isospinraum. Möchte
man nun die Streuung zweier Pionen beschreiben, dann ist es günstig
eine

”
gekoppelte“ Basis zu verwenden (siehe Gl. (4.19)). Zum Beispiel

gilt
|(11)2 2〉 = |11; 11〉 = |π+, π+〉,

d. h. (
1 1 2
1 1 2

)
= 1.

(a) [1] Bestimmen Sie mit den Symmetrieeigenschaften aus 4.3.5 den
CG-Koeffizienten (

1 1 2
−1 −1 −2

)
.

(b) [1] Bestimmen Sie mit 4.3.2 den CG-Koeffizienten(
1 1 2
1 0 1

)
.

(c) [1] Bestimmen Sie nun mit den Symmetrieeigenschaften aus 4.3.5
die CG-Koeffizienten(

1 1 2
0 1 1

)
,

(
1 1 2
−1 0 −1

)
,

(
1 1 2
0 −1 −1

)
.

(d) [1] Bestimmen Sie mit 4.3.2 den CG-Koeffizienten(
1 1 1
1 0 1

)
.

(e) [1] Bestimmen Sie nun mit den Symmetrieeigenschaften aus 4.3.5
die CG-Koeffizienten(

1 1 1
0 1 1

)
,

(
1 1 1
−1 0 −1

)
,

(
1 1 1
0 −1 −1

)
.

(f) [2] Bestimmen Sie durch Anwenden des Absteigeoperators auf

|(11)1 1〉 =
1√
2

(|11; 10〉 − |10; 11〉)

die beiden CG-Koeffizienten(
1 1 1
1 −1 0

)
,

(
1 1 1
−1 1 0

)
.
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(g) [1] Bestimmen Sie auf Grund von Symmetrieüberlegungen den
CG-Koeffizienten (

1 1 1
0 0 0

)
.

(h) [1] Benutzen Sie schließlich das Resultat aus Übung 13, Aufgabe
2.,

|(11)0 0〉 = α|11; 1− 1〉+ β|10; 10〉+ γ|1− 1; 11〉
zur Bestimmung der CG-Koeffizienten(

1 1 0
1 −1 0

)
,

(
1 1 0
0 0 0

)
,

(
1 1 0
−1 1 0

)
.

Fazit: Sie haben nun alle Clebsch-Gordan-Koeffizienten bestimmt, um
die physikalischen ππ-Streuamplituden durch die Isospinamplituden
T0, T1 und T2 auszudrücken.

Übung 15

1. Wir betrachten den starken Zerfall einer Nukleon-Resonanz N∗ mit
Isospin I = 1

2
in einen Nπ-Endzustand.

(a) [1] Wieviele unabhängige Isospinamplituden benötigt man zur
Beschreibung des Zerfalls?

(b) [2] Wie sind die Amplituden für die Zerfälle N∗+ → nπ+ und
N∗+ → pπ0 miteinander verknüpft?

(c) [1] Die Rate 1/τ eines Zerfalls ist proportional zum Absolutqua-
drat des Matrixelementes. Welches Verhältnis der Raten bekom-
men Sie für die beiden Zerfälle?

2. [3] Wie in der Vorlesung besprochen benötigt man zur Beschreibung
NN → NN zwei Isospinamplituden T1 und T0. Drücken Sie die Am-
plitude für den Ladungsaustausch pn→ np durch die Amplituden für
pp→ pp und pn→ pn aus (Reihenfolge beachten, d. h. pn 6= np).

3. [4] Gegeben seien die Pauli-Matrizen

τ1 =

(
0 1
1 0

)
, τ2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Wir definieren

τ+1 =
1√
2

(τ1 + iτ2) =

(
0
√

2
0 0

)
,

τ−1 =
1√
2

(τ1 − iτ2) =

(
0 0√
2 0

)
,

τ0 = τ3 =

(
1 0
0 −1

)
.
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Vorsicht: Hierbei handelt es sich nicht um sphärische Notation! Mei-
stens wird für τ+1 und τ−1 verkürzt τ+ und τ− geschrieben.

Zeigen Sie für α = +1, 0,−1

1

2
[τ−α, τ0] = ατ−α,

1

2
{τ−α, τ0} = δα01.

4. [1] Wir beschreiben ein Proton und ein Neutron durch die Isospinoren

|p〉 =

(
1
0

)
, |n〉 =

(
0
1

)
.

Drücken Sie den Ladungsoperator Q durch die Pauli-Matrizen und die
Einheitsmatrix 1 aus.

5. In der Vorlesung hatten wir argumentiert, dass die elektromagnetische
Produktion eines Pions an einem Nukleon, γ∗N → N ′πα, durch 3
Isospinamplituden beschrieben werden kann. In der Literatur wird
normalerweise folgende Parametrisierung benutzt:

A(πα) = χ†f (ατ−αA
(−) + τ−αA

(0) + δα0A
(+))χi,

wobei χi und χf die Isospinoren des Nukleons im Anfangs- und End-
zustand sind.

(a) [4] Verifizieren Sie nun mit Hilfe von Aufgabe 3.

A(γ∗p→ nπ+) =
√

2(A(−) + A(0)),

A(γ∗n→ pπ−) =
√

2(−A(−) + A(0)),

A(γ∗p→ pπ0) = A(0) + A(+),

A(γ∗n→ nπ0) = −A(0) + A(+),

wobei γ∗ für ein (reelles oder virtuelles) Photon steht.

(b) [1] Überzeugen Sie sich davon, dass die Formel für den unphysi-
kalischen Prozess γp→ pπ+ Null ergibt.

6. [3] Drücken Sie die Amplitude A(γ∗n → nπ0) durch die Amplituden
der drei anderen physikalischen Prozesse aus.

7. [2] Gegeben seien die Massen mp = 938.3 MeV, mn = 939.6 MeV,
mπ± = 139.6 MeV und mπ0 = 135.0 MeV. Als Schwerpunktenergie
W der Reaktion γ∗(k) + N(pi) → N(pf ) + π(q) bezeichnet man die
Wurzel aus der so genannten Mandelstam-Variablen s = (pi + k)2 =
(pf + q)2. Die Schwellenenergie (threshold energy) ergibt sich, wenn
beide Teilchen im Endzustand im Schwerpunktsystem in Ruhe sind.
Bestimmen Sie die Schwellenenergie Wthr für die vier physikalischen
Prozesse.
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8. [4] Geben Sie die Werte für die folgenden Clebsch-Gordan-Koeffizienten
an: (

2 1
2

5
2

2 1
2

5
2

)
,

(
2 1

2
3
2

2 −1
2

3
2

)
,

(
2 1

2
3
2

1 −1
2

3
2

)
,

(
2 1

2
1
2

0 1
2

1
2

)
.

Hinweis: Verwenden Sie schon bekannte Resultate aus Vorlesung/Übung.
Geben Sie explizit ein Stichwort an.

9. Wir betrachten noch einmal die Pion-Nukleon-Streuung.

(a) [2] Drücken Sie mit Hilfe von Gl. (4.19) der Vorlesung 〈pπ−|T |pπ−〉
und 〈pπ+|T |pπ+〉 durch T 1

2
und T 3

2
aus.

(b) [1] Im Bereich der Delta-Resonanz können Sie T 1
2

gegenüber T 3
2

vernachlässigen. Was erhalten Sie für das Verhältnis σ(pπ+)/σ(pπ−)
der elastischen Wirkungsquerschnitte?

Übung 16

1. Die ππ-Streuung spielt eine zentrale Rolle bei der Fragestellung nach
der spontanen Symmetriebrechung in der QCD. Dabei ist man insbe-
sondere an den Streuamplituden bei sehr niedrigen Energien interes-
siert. Hierzu gibt es gegenwärtig sowohl von experimenteller als auch
von theoretischer Seite vielseitige Aktivitäten.

(a) [1] Wieviele Isospinamplituden benötigt man zur Beschreibung
der ππ-Streuung?

(b) [8] Wir schreiben

〈I ′I ′3|T |II3〉 = TIδII′δI3I′3 .

Drücken Sie die physikalischen Prozesse

π+π+ → π+π+,

π+π0 → π+π0,

π0π0 → π0π0,

π+π− → π0π0

durch die Isospinamplituden TI aus.

Hinweis:(
1 1 2
1 0 1

)
=

1√
2
,

(
1 1 1
1 0 1

)
=

1√
2
,

(
1 1 2
0 0 0

)
=

√
2

3
,(

1 1 1
0 0 0

)
= 0,

(
1 1 0
0 0 0

)
= − 1√

3
,

(
1 1 2
1 −1 0

)
=

1√
6
,(

1 1 1
1 −1 0

)
=

1√
2
,

(
1 1 0
1 −1 0

)
=

1√
3
.
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2. [3] Gegeben sei der Zustand eines π0 in der Quark-Antiquarkdarstellung
aus 5.3.1 der Vorlesung:

|π0〉 = |1, 0〉 =
1√
2

[(
0
1

)
⊗
(
−1
0

)
−
(

1
0

)
⊗
(

0
1

)]
=

1√
2

(dd̄−uū).

Bestimmen Sie durch eine weitere Anwendung des Absteigeoperators
auf beiden Seiten den Zustand eines π−.

3. [3] Es sei X ein NC-dimensionaler komplexer Hilbert-Raum mit Or-
thonormalbasis {χa} und X∗ mit ONB {χ∗a} der zu X duale Raum.
Hierbei steht NC (number of colors) für die Anzahl der Farbfreiheits-
grade mit NC = 3 in der QCD.

Der Farbzustand eines Mesons werde durch

X ⊗X∗ 3 |M〉C =
1√
NC

δab χa ⊗ χ∗b =
1√
NC

χa ⊗ χ∗a

beschrieben. Wir benutzen die Einstein’sche Summenkonvention, so
dass eine Summation über wiederholt auftretende Indizes impliziert
ist. Das Transformationsverhalten unter SU(NC)-Farbtransformationen
lautet

|M〉C 7→ |M〉′C =
1√
NC

(Uχa)⊗ (U∗χ∗a).

Zeigen Sie, dass |M〉′C = |M〉C gilt.

Hinweis: Benutzen Sie 5.2.3 der Vorlesung, um die Wirkung von U auf
χa und von U∗ auf χ∗a zu bestimmen. Beachten Sie UU † = 1.

Fazit: Die obige Konstruktion ist invariant bzgl. einer SU(NC)-Transformation.
Man spricht auch von einem farbneutralen Zustand oder einem Farb-
singulett.

4. [5] Es sei X ein dreidimensionaler komplexer Hilbert-Raum mit Or-
thonormalbasis {χa}. Der Farbzustand eines Baryons werde durch

X ⊗X ⊗X 3 |B〉C =
1√
6
εabc χa ⊗ χb ⊗ χc

beschrieben. Das Transformationsverhalten unter SU(3)-Farbtransformationen
lautet

|B〉C 7→ |B〉′C =
1√
6
εabc(Uχa)⊗(Uχb)⊗(Uχc) =

1√
6
εabcUdaUebUfc χd⊗χe⊗χf .

Zu zeigen ist
|B〉′C = |B〉C ,

d. h.
εdef = εabcUdaUebUfc.
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Hinweise: Für die Determinante einer (3,3)-Matrix A mit den Ein-
trägen aab gilt

det(A) = εabca1aa2ba3c.

Beachten Sie, dass det(U)=1.

Fazit: Auch der Farbzustand eines Baryons ist farbneutral, d. h. ein
Farbsingulett.

5. Wir betrachten die Pion-Nukleon-Streuung.

(a) [2] Identifizieren Sie die acht möglichen physikalischen Prozesse,
die sich unter Berücksichtigung der Ladungserhaltung ergeben.

Hinweis: Wegen der Zeitumkehrinvarianz der starken Wechsel-
wirkung zählen z. B. pπ0 → nπ+ und nπ+ → pπ0 nicht als un-
abhängige Reaktionen.

(b) [4] Drücken Sie die acht Prozesse durch die Isospinamplituden
aus.

Fazit: Isospinsymmetrie ist sehr nützlich! Um die acht physikalischen
Prozesse zu beschreiben, genügt die Kenntnis von zwei unabhängigen
Isospinamplituden T 3

2
und T 1

2
. Der Rest wird durch Clebsch-Gordan-

Koeffizienten geregelt.

Übung 17

1. [3] Gegeben seien die gemischt antisymmetrischen Zustände∣∣∣∣[(1

2

1

2

)
0

1

2

]
1

2
,
1

2

〉
=

1√
2

(udu− duu),∣∣∣∣[(1

2

1

2

)
0

1

2

]
1

2
,−1

2

〉
= − 1√

2
(dud− udd)

aus Beispiel 5.3.3 der Vorlesung. Verifizieren Sie explizit mit Hilfe des
Absteigeoperators I− = I−(1)+I−(2)+I−(3), dass

∣∣[(1
2

1
2

)
01

2

]
1
2
,−1

2

〉
=

I−
∣∣[(1

2
1
2

)
01

2

]
1
2
, 1

2

〉
gilt.

2. In dieser Übungsaufgabe wollen wir alle Spin-Flavor-Zustände der
Delta-Resonanz und des Nukleons zusammenstellen.

(a) [3] Konstruieren Sie analog zur Vorlesung die Spin-Flavor-Zustände
für ∆++(Sz = 1/2), ∆++(Sz = −1/2) und ∆++(Sz = −3/2).
Wie erhält man ∆++(Sz = −1/2) aus ∆++(Sz = 1/2) und
∆++(Sz = −3/2) aus ∆++(Sz = 3/2)?

235



(b) [4] Konstruieren Sie die Spin-Flavor-Zustände für ∆+(Sz = 3/2),
∆+(Sz = 1/2), ∆+(Sz = −1/2) und ∆+(Sz = −3/2). Wie erhält
man ∆+(Sz = −1/2) aus ∆+(Sz = 1/2) und ∆+(Sz = −3/2) aus
∆+(Sz = 3/2)?

(c) [2] Wie lassen sich nun die entsprechenden Ausdrücke für ∆0 und
∆− aus den obigen Resultaten herleiten?

(d) [3] Konstruieren Sie den Spin-Flavor-Zustand für p(Sz = −1/2).
Wie erhält man diesen aus p(Sz = 1/2)? Beachten Sie insbe-
sondere das Vorzeichen! Manche Bücher geben hier das falsche
Vorzeichen an.

(e) [3] Verifizieren Sie (d), indem Sie J− auf p(Sz = 1/2) anwenden.
Beachten Sie, dass J− = J−(1) + J−(2) + J−(3) gilt.

Hinweis: Zur Illustration der Vorgehensweise betrachten wir

J−(u ↑ u ↑ d ↓) = (J−(1)u ↑)u ↑ d ↓
+u ↑ (J−(2)u ↑) d ↓
+u ↑ u ↑ (J−(3)d ↓)

= u ↓ u ↑ d ↓ +u ↑ u ↓ d ↓ .

(f) [2] Wie lauten die Spin-Flavor-Zustände für n(Sz = 1/2) und
n(Sz = −1/2) (entweder explizit ausrechnen oder begründen).

3. In der Vorlesung sind wir bei der Konstruktion der Isospinzustände
dergestalt vorgegangen, dass wir zunächst Quark 1 und Quark 2 zu
I12 = 1 bzw. I12 = 0 gekoppelt haben. Der Index

”
12“ soll uns daran

erinnern, dass Quark 1 mit Quark 2 gekoppelt wurde. Anschließend
haben wir die Resultate mit Quark 3 zu einem Gesamtisospin I = 3

2

und I = 1
2

bzw. I = 1
2

gekoppelt. Wir wollen uns nun davon über-
zeugen, dass eine andere Reihenfolge der Kopplung zu äquivalenten
Resultaten führt.

Dazu koppeln wir zunächst Quark 2 mit Quark 3 zu I23 = 1 bzw. I23 =
0 und erhalten die Zustände

uu, 1√
2
(ud+ du), dd,

1√
2
(ud− du).

(a) [4] Koppeln Sie Quark 1 mit der Kombination I23 = 1 zu Zuständen
mit Gesamtisospin I = 3

2
:∣∣∣∣[1

2

(
1

2

1

2

)
1

]
3

2
,M

〉
, M =

3

2
,
1

2
,−1

2
,−3

2
.
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Hinweis: (
1
2

1 3
2

1
2

1 3
2

)
= 1 =

(
1
2

1 3
2

−1
2
−1 −3

2

)
,(

1
2

1 3
2

1
2

0 1
2

)
=

(
1
2

1 3
2

−1
2

0 −1
2

)
=

√
2

3
,(

1
2

1 3
2

−1
2

1 1
2

)
=

(
1
2

1 3
2

1
2
−1 −1

2

)
=

1√
3

Fazit: Für I = 3
2

erhalten wir für beide Reihenfolgen der Kopp-
lung identische Resultate.

(b) [2] Koppeln Sie Quark 1 mit der Kombination I23 = 1 zu Zuständen
mit Gesamtisospin I = 1

2
:∣∣∣∣[1

2

(
1

2

1

2

)
1

]
1

2
,
1

2

〉
und

∣∣∣∣[1

2

(
1

2

1

2

)
1

]
1

2
,−1

2

〉
.

Hinweis: (
1
2

1 1
2

1
2

0 1
2

)
=

1√
3

= −
(

1
2

1 1
2

−1
2

0 −1
2

)
,(

1
2

1 1
2

1
2
−1 −1

2

)
=

√
2

3
= −

(
1
2

1 1
2

−1
2

1 1
2

)
.

Fazit:
∣∣[1

2

(
1
2

1
2

)
1
]

1
2
,M
〉

und
∣∣[(1

2
1
2

)
11

2

]
1
2
,M
〉

sind nicht iden-
tisch.

(c) [2] Koppeln Sie Quark 1 mit der Kombination I23 = 0 zu Zuständen
mit Gesamtisospin I = 1

2
:∣∣∣∣[1

2

(
1

2

1

2

)
0

]
1

2
,
1

2

〉
und

∣∣∣∣[1

2

(
1

2

1

2

)
0

]
1

2
,−1

2

〉
.

Hinweis: (
1
2

0 1
2

1
2

0 1
2

)
= 1 =

(
1
2

0 1
2

−1
2

0 −1
2

)
.

Fazit:
∣∣[1

2

(
1
2

1
2

)
0
]

1
2
,M
〉

und
∣∣[(1

2
1
2

)
01

2

]
1
2
,M
〉

sind nicht iden-
tisch.

(d) [3] Drücken Sie
∣∣[(1

2
1
2

)
11

2

]
1
2
, 1

2

〉
als Linearkombination von

∣∣[1
2

(
1
2

1
2

)
1
]

1
2
, 1

2

〉
und

∣∣[1
2

(
1
2

1
2

)
0
]

1
2
, 1

2

〉
aus:∣∣∣∣[(1

2

1

2

)
1

1

2

]
1

2
,
1

2

〉
= α

∣∣∣∣[1

2

(
1

2

1

2

)
1

]
1

2
,
1

2

〉
+β

∣∣∣∣[1

2

(
1

2

1

2

)
0

]
1

2
,
1

2

〉
.

Bestimmen Sie durch Vergleich der Koeffizienten von uud, udu
und duu die Konstanten α und β.
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Die Vorgehensweise für die anderen 3 Zustände ist vollständig
analog und soll hier nicht weiter verfolgt werden.

Fazit: Solange man alle Zustände mit Isospin 1
2

betrachtet, spielt
es keine Rolle in welcher Reihenfolge die einzelnen Isospins ge-
koppelt werden.

Bemerkung: Sie haben eine so genannte Umkopplung dreier Drehim-
pulse durchgeführt. Allgemein wird dies durch die so genannten 6j-
Symbole geleistet:

|[j1(j2j3)j23]jm〉 =∑
j12

|[(j1j2)j12j3]jm〉(−)j1+j2+j3+j
√

2j12 + 1
√

2j23 + 1

{
j1 j2 j12

j3 j j23

}
.

Eine weiterführende Diskussion findet sich in Kapitel 4, Umkopplung:
6j- und 9j-Symbole aus A. Lindner, Drehimpulse in der Quantenme-
chanik.

Übung 18

1. G-Konjugation für Pionen

(a) [1] Wir setzen voraus, dass der Hamilton-Operator der starken
Wechselwirkung, Hst, invariant unter der Ladungskonjugations-
transformation C und Isospindrehungen ist:

[Hst, C] = 0, [Hst, Ii] = 0, i = 1, 2, 3.

Zeigen Sie, dass Hst auch invariant unter G = C exp(iπI2) ist.

(b) [1] Wir beschreiben die drei Pionzustände durch so genannte
sphärische Einheitsvektoren (vgl. Analogie zu 4.3.15 der Vorle-
sung)

|π+〉 =
−1√

2

 1
i
0

 , |π0〉 =

 0
0
1

 , |π−〉 =
1√
2

 1
−i
0

 .

Eine Drehung um −π bzgl. der 2-Achse wird durch

D2(−π) =

 cos(−π) 0 sin(−π)
0 1 0

− sin(−π) 0 cos(−π)

 =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1


beschrieben. Bestimmen Sie die Wirkung von D2(−π) auf die
drei Pionzustände.

(c) [1] Mit der obigen Phasenkonvention gilt C|π0〉 = |π0〉 und
C|π±〉 = −|π∓〉. Bestimmen Sie G|π0〉 und G|π±〉.
Fazit: G = −1 für einen Einpionzustand.
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(d) [1] Für einen n-Pionenzustand |πα1〉 ⊗ · · · ⊗ |παn〉 (αi = +, 0,−)
gilt

G(|πα1〉 ⊗ · · · ⊗ |παn〉) = (G|πα1〉)⊗ · · · ⊗ (G|παn〉).

Wie lautet der Eigenwert von G für n-Pionenzustände?

(e) [1] Da G eine Erhaltungsgröße ist, begründen Sie, welche der
folgenden Reaktionen erlaubt/verboten sind:

ππ → 3π, 5π, usw., ππ → ππ, 4π, usw.

2. Gegeben sei der Ladungsoperator eines nur aus u- und d-Quarks be-
stehenden Baryons:

Q̂ =
3∑
i=1

Q(i) =
3∑
i=1

[
1

6
+
τ3(i)

2

]
.

(a) [1] Verifizieren Sie, dass Q̂ angewandt auf ein ∆++(Sz = 3/2)
den Eigenwert +2 liefert (natürlich ist das Resultat unabhängig
von der Spinprojektion).

(b) [1] Bestimmen Sie analog zur Vorlesung das Matrixelement

〈∆++(Sz =
3

2
)|Q̂|∆++(Sz =

3

2
)〉 = 3〈∆++(Sz =

3

2
)|Q(3)|∆++(Sz =

3

2
)〉.

3. [3] Das magnetische Moment eines Protons ist im nichtrelativistischen
Quarkmodell gegeben durch das Matrixelement

µp = 〈p ↑ |Mz|p ↑〉 = 〈p ↑ |
3∑
i=1

e

2m
Q(i)σz(i)|p ↑〉 =

e

2m
3〈p ↑ |Q(3)σz(3)|p ↑〉.

Hierbei ist e > 0 die Elementarladung, m die Masse des u- und d-
Quarks im nichtrelativistischen Modell, Q(i) der Ladungsoperator, der
auf das ite Quark wirkt, und σz(i) die Pauli-Matrix, die auf den Spin
des iten Quarks wirkt.

Berechnen Sie das magnetische Moment µp.

Hinweis: Die Spin-Flavor-Wellenfunktion |p ↑〉 wurde in 5.3.2 der Vor-
lesung diskutiert.

4. (a) [3] Wiederholen Sie die Rechnung aus Aufgabe 3. für ein Neu-
tron.

Hinweis: Die Spin-Flavor-Wellenfunktion |n ↑〉 wurde in Übung
17 diskutiert.

(b) [1] Was ergibt sich für das Verhältnis µp/µn? Vergleichen Sie mit
dem experimentellen Resultat 2.79/(−1.91) ≈ −1.46.

Anmerkung: Die überraschend gute Beschreibung der magnetischen
Momente wurde als ein großer Erfolg des Quarkmodells interpretiert.
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5. (a) [2] Zeigen Sie, dass die SU(3)-Strukturkonstanten fabc durch

fabc =
1

4i
Tr([λa, λb]λc)

gegeben sind.

Hinweis: Multiplizieren Sie

[
λa
2
,
λb
2

] = ifabd
λd
2

mit λc, bilden Sie die Spur, und benutzen Sie

Tr(λcλd) = 2δcd.

(b) [1] Zeigen Sie, dass fabc antisymmetrisch bezüglich Vertauschung
zweier beliebiger Indizes ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Symmetrieeigenschaften von Tr([A,B]C).

6. (a) [2] Zeigen Sie, dass die Konstanten dabc durch

dabc =
1

4
Tr({λa, λb}λc)

gegeben sind.

(b) [1] Zeigen Sie, dass dabc symmetrisch bezüglich Vertauschung
zweier beliebiger Indizes ist.

7. [4] Berechnen Sie die magnetischen Momente der Delta-Resonanz im
nichtrelativistischen Quarkmodell,

µ∆++ = 〈∆++(Sz =
3

2
)|Mz|∆++(Sz =

3

2
)〉 =

e

2m
3〈∆++(Sz =

3

2
)|Q(3)σz(3)|∆++(Sz =

3

2
)〉

und analog für µ∆+ , µ∆0 und µ∆− .

Übung 19

1. Die so genannte Axialvektorkopplungskonstante gA wird bei der Be-
schreibung des schwachen Zerfalls eines Neutrons n→ pe−ν̄e benötigt.
Im nichtrelativistischen Quarkmodell wird sie durch das Matrixele-
ment

gA = 〈p ↑ |
3∑
i=1

τ3(i)σz(i)|p ↑〉

bestimmt.

(a) [3] Berechnen Sie gA.
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(b) [2] Bestimmen Sie zum Vergleich

〈n ↑ |
3∑
i=1

τ3(i)σz(i)|n ↑〉.

Hinweis: Die Spin-Flavor-Wellenfunktionen |p ↑〉 und |n ↑〉 wurden in
5.3.2 der Vorlesung und Übung 17 diskutiert.

Anmerkung: Der (an unsere Konvention angepasste) gegenwärtige Wert
der Particle Data Group (PDG) lautet gA = 1.2695(29).

2. Gegeben seien die Gell-Mann-Matrizen mit den Eigenschaften[
λa
2
,
λb
2

]
= ifabc

λc
2
,

{λa, λb} =
4

3
δab1+ 2dabcλc,

Tr(λa) = 0,

Tr(λaλb) = 2δab.

(a) [2] Verifizieren Sie

fabcdcde =
1

8i
Tr([λa, λb]{λd, λe}).

(b) [2] Zeigen Sie mit Hilfe von (a)

fabcdcde + febcdcda + fdbcdcae = 0.

3. [2] Es sei Fa := λa/2. Zeigen Sie, dass die Kombinationen

C1 = F 2
a ,

C2 = dabcFaFbFc

so genannte Casimir-Invarianten sind, d. h.

[C1, Fd] = 0, d = 1, · · · , 8,
[C2, Fd] = 0, d = 1, · · · , 8.

Hinweis: Benutzen Sie bei der zweiten Identität das Resultat aus Auf-
gabe 2.

4. [4] Konstruieren Sie graphisch die SU(3)-Zerlegung 3⊗ 3⊗ 3 = 10⊕
8⊕ 8⊕ 1.

5. [1] Wie lauten die Symmetrieeigenschaften der einzelnen Multipletts?
(Hinweis: Schauen Sie sich noch einmal Beispiel 5.3.2 der Vorlesung
an.)
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6. (a) [2] Bestimmen Sie analog zur Vorlesung die Young-Rahmen für
n = 4.

(b) [2] Bestimmen Sie nun die Standardtableaus und damit die Ge-
wichte der verschiedenen Young-Rahmen. Wie groß ist die Zahl
M der Standardtableaus für n = 4?

7. [2] Wir betrachten die zur Fundamentaldarstellung duale Darstellung
Ψdf : su(3)→ gl(X∗) mit

Ψdf (B) := −BT ∀ B ∈ su(3).

Zeigen Sie, dass Ψdf die beiden Eigenschaften einer Darstellung aus
Definition 3.3.5 der Vorlesung erfüllt.

8. [8] Es sei Fa := λa/2, wobei λa, a = 1, · · · , 8 die Gell-Mann-Matrizen
sind. Wir definieren

T± = F1 ± iF2, U± = F6 ± iF7, V± = F4 ± iF5

und

T3 = F3, Y =
2√
3
F8.

Verifizieren Sie die Vertauschungsrelationen

[T3, T±] = ±T±, [Y, T±] = 0,

[T3, U±] = ∓1

2
U±, [Y, U±] = ±U±,

[T3, V±] = ±1

2
V±, [Y, V±] = ±V±,

[T+, T−] = 2T3,

[U+, U−] =
3

2
Y − T3 =: 2U3,

[V+, V−] =
3

2
Y + T3 =: 2V3,

[T+, V+] = [T+, U−] = [U+, V+] = 0,

[T+, V−] = −U−, [T+, U+] = V+,

[U+, V−] = T−, [T3, Y ] = 0.

Fazit: In einem (T3, Y )-Diagramm, in dem die Y -Achse im Vergleich
zur T3-Achse um den Faktor sin(60◦) =

√
3/2 ≈ 0.87 skaliert ist,

verschieben die Operatoren T± parallel zur T3-Achse, die Operatoren
V± und U± parallel zu Achsen, die durch Drehungen um 60◦ und 120◦

um den Ursprung aus der T3-Achse hervorgehen. Wegen der SU(2)-
Vertauschungsrelationen spricht man auch vom T -, U - und V -Spin.
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Übung 20

1. [3] Es sei A ∈GL(2,C), d. h. eine invertierbare komplexe (2,2)-Matrix.
X sei ein zweidimensionaler komplexer Hilbert-Raum und Z = X⊗X
das (zweifache) Tensorprodukt mit

Z 3 z = ti1i2ei1 ⊗ ei2 .

Die Wirkung von A auf X wird durch

Aei = Aj iej

beschrieben, wobei Aij = aij mit A = (aij). Laut 5.5.10 der Vorlesung
lautet die Produktdarstellung von GL(2,C) auf Z (denken Sie an ein
zusammengesetztes System aus zwei Spin-1/2-Zuständen)

ϕ(A)(z) = ϕ(A)(ti1i2ei1⊗ei2) = ti1i2(Aei1)⊗(Aei2) = ti1i2Aj1 i1A
j2
i2ej1⊗ej2 .

Wir betrachten nun die beiden Projektionsoperatoren P1 und P2 aus
5.5.9 mit

P1(z) = P1(ti1i2ei1 ⊗ ei2) =
1

2
(ti1i2 − ti2i1)ei1 ⊗ ei2 ,

P2(z) = P2(ti1i2ei1 ⊗ ei2) =
1

2
(ti1i2 + ti2i1)ei1 ⊗ ei2 .

Zeigen Sie

ϕ(A)(P1/2(z)) = P1/2(ϕ(A)(z)) ∀ z ∈ Z,

d. h.
ϕ(A)P1/2 = P1/2ϕ(A).

Fazit: Wir haben Z in eine direkte Summe P1(Z) und P2(Z) zerlegt.
Die Produktdarstellung

”
mischt“ diese Räume nicht. Vorsicht: Wir

haben nicht gezeigt, dass sich die Räume nicht noch weiter zerlegen
lassen.

2. [3] Zerlegen Sie in SU(6) ⊗ ⊗ in eine direkte Summe.
Überprüfen Sie, dass die Summe aus den Dimensionalitäten der resul-
tierenden Multipletts tatsächlich 63 = 216 ergibt.

3. Wir betrachten die Gruppe S3 (siehe 1.2.11) mit den Elementen

π1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
= e, π2 =

(
1 2 3
2 1 3

)
= (12),

π3 =

(
1 2 3
3 2 1

)
= (13), π4 =

(
1 2 3
1 3 2

)
= (23),

π5 =

(
1 2 3
2 3 1

)
= (123), π6 =

(
1 2 3
3 1 2

)
= (132)
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und der Gruppentafel

π1 π2 π3 π4 π5 π6

π2 π1 π6 π5 π4 π3

π3 π5 π1 π6 π2 π4

π4 π6 π5 π1 π3 π2

π5 π3 π4 π2 π6 π1

π6 π4 π2 π3 π1 π5

.

(a) [8] Bestimmen Sie zu den vier Standardtableaus T1, . . . , T4 aus
5.5.6 die zugehörigen Young-Operatoren P1, . . . , P4. Betrachten
Sie dazu jeweils die Wirkung der Permutationen πi, i = 1, . . . , 6,
auf die Standardtableaus Tj, j = 1, . . . , 4, und entscheiden Sie
ob πi in Vj, Hj oder keinem von beiden ist.

Hinweis: Beachten Sie, dass ϕ eine Darstellung von S3 ist, d. h.

ϕπiϕπj = ϕ(πiπj).

Benutzen Sie die Gruppentafel, wenn nötig.

(b) [2] Überprüfen Sie Ihr Resultat, indem Sie die Summe aller Ope-
ratoren bilden:

P1 + P2 + P3 + P4
!

= ϕπ1 = I.

(c) [4] Zeigen Sie folgende Projektionsoperatoreigenschaften (exem-
plarisch):

P 2
2 = P2, P2P3 = 0.

(d) [8] Es sei X ein q-dimensionaler komplexer Hilbert-Raum (q ≥ 1,
tatsächlich interessieren wir uns nur für q ≥ 2) und Z = X ⊗
X ⊗X das dreifache Tensorprodukt. Es sei

Z 3 z = tijkei ⊗ ej ⊗ ek
und

ϕπ(z) = tπ(ijk)ei ⊗ ej ⊗ ek
(siehe 5.5.3 der Vorlesung). Z. B. gilt für P1:

P1(tijkei ⊗ ej ⊗ ek) =
1

6
(tijk − tjik − tkji − tikj + tjki + tkij)ei ⊗ ej ⊗ ek

=: tijk1 ei ⊗ ej ⊗ ek.

Welche Symmetrieeigenschaften besitzt

tijk1 :=
1

6
(tijk − tjik − tkji − tikj + tjki + tkij)

bzgl. Vertauschung zweier beliebiger Indizes? Untersuchen Sie
nun analog die Wirkung von P2, P3 und P4 und betrachen Sie
die Symmetrieeigenschaften (soweit vorhanden).
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Übung 21
1. Gegeben sei die Lagrange-Funktion für 3 Quarks mit harmonischen

Oszillatorpotentialen zwischen den einzelnen Quarks:

L = T − V =
m

2
[~̇r 2(1) + ~̇r 2(2) + ~̇r 2(3)]

−C
2

{
[~r(1)− ~r(2)]2 + [~r(1)− ~r(3)]2 + [~r(2)− ~r(3)]2

}
,

wobei m = mu = md = ms für die Konstituentenquarkmasse steht.
Wir führen die so genannten Jacobi-Koordinaten

~R =
~r(1) + ~r(2) + ~r(3)

3
, ~ρ =

~r(1)− ~r(2)√
2

, ~λ =
~r(1) + ~r(2)− 2~r(3)√

6

ein.

(a) [3] Drücken Sie ~r(1), ~r(2) und ~r(3) jeweils durch ~R, ~ρ und ~λ aus.

(b) [3] Drücken Sie nun die kinetische Energie T mit Hilfe von ~̇R, ~̇ρ

und ~̇λ aus.

(c) [3] Drücken Sie das Potential V durch die Koordinaten ~R, ~ρ und
~λ aus.

(d) [1] Bestimmen Sie nun mit Hilfe von

~P =
∂L

∂ ~̇R
, ~pρ =

∂L

∂~̇ρ
, ~pλ =

∂L

∂~̇λ

die kanonischen (oder konjugierten) Impulse.

(e) [2] Bestimmen Sie nun mit Hilfe von H = piq̇i−L die Hamilton-

Funktion in den Variablen ~P , ~pρ, ~pλ, ~R, ~ρ und ~λ.

(f) [3] Betrachten Sie den Gesamtbahndrehimpuls

~L =
3∑
i=1

~r(i)× ~p(i).

Zeigen Sie, dass im Schwerpunktsystem (~P = 0)

~L = ~ρ× ~pρ + ~λ× ~pλ =: ~lρ +~lλ

gilt.

2. Gegeben sei folgende Lagrange-Dichte zweier reeller skalarer Felder
Φ1 und Φ2:

L =
1

2

[
∂µΦ1∂

µΦ1 + ∂µΦ2∂
µΦ2 −m2(Φ2

1 + Φ2
2)
]
− λ

4

(
Φ2

1 + Φ2
2

)2

mit m2 > 0 und λ > 0. Führen Sie nun komplexe Felder ein:

Φ =
1√
2

(Φ1 + iΦ2) , Φ† =
1√
2

(Φ1 − iΦ2) .
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(a) [3] Drücken Sie L durch die komplexen Felder Φ und Φ† aus, und
bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen für Φ und Φ†.

(b) [2] Betrachten Sie nun folgende infinitesimale lokale Transforma-
tion der Felder,

Φ′(x) = [1 + iε(x)]Φ(x), Φ†
′
= [1− iε(x)]Φ†(x),

und bestimmen Sie δL, Jµ und ∂µJ
µ.

3. Pentaquarks. Unter einem Pentaquark versteht man ein Baryon, das
aus 4 Quarks und einem Antiquark besteht. Unter

”
exotischen“ Pen-

taquarks versteht man solche, bei denen das Antiquark einen anderen
(Anti-) Flavor als die vier Quarks besitzt, z. B. uudds̄. Im Folgenden
betrachten wir eine SU(3)-Flavor-Gruppe.

(a) [2] Wiederholen Sie zunächst die Kopplung von drei Quarks in
SU(3):

⊗ ⊗ =?

(b) [4] Koppeln Sie nun das vierte Quark an das Resultat aus (a).

Zur Kontrolle: Sie sollten als Dimensionalitäten bekommen: 34 =
81 = 15 + 3 · 15 + 2 · 6 + 3 · 3.

(c) [4] Koppeln Sie nun das Antiquark an das Resultat aus (b).

Zur Kontrolle: Sie sollten als Dimensionalitäten bekommen: 35 =
243 = 35 + 4 · 10 + 3 · 27 + 8 · 8 + 2 · 10 + 3.

Übung 22

1. [4] Bei der Berechnung der Vertauschungsrelationen in Abschnitt 6.2
benötigen wir die Auflösung von Kommutatoren für Bosonen und Fer-
mionen. Verifizieren Sie

[ab, cd] = a[b, c]d+ ac[b, d] + [a, c]db+ c[a, d]b,

[ab, cd] = a{b, c}d− ac{b, d}+ {a, c}db− c{a, d}b.

2. [4] Gegeben seien die Ladungsoperatoren

Qa(t) = −i
∫
d3xΠi(x)taijΦj(x)

aus Gl. (6.20) der Vorlesung. Verifizieren Sie mit Hilfe der kanonischen
gleichzeitigen Vertauschungsrelationen (GZVR)

[Qa(t), Qb(t)] = −i(taijtbjk − tbijtajk)
∫
d3xΠi(t, ~x)Φk(t, ~x).
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3. Gegeben sei die skalare Feldtheorie aus Beispiel 6.2.8 der Vorlesung:

L =
1

2
(∂µΦ1∂

µΦ1 + ∂µΦ2∂
µΦ2)− m2

2
(Φ2

1 + Φ2
2)− λ

4
(Φ2

1 + Φ2
2)2

= ∂µΦ†∂µΦ−m2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2

mit

Φ(x) =
1√
2

[Φ1(x) + iΦ2(x)], Φ†(x) =
1√
2

[Φ1(x)− iΦ2(x)],

wobei Φ1 und Φ2 reelle skalare Felder sind. Für den erhaltenen Strom
gilt

Jµ = Φ1∂
µΦ2 − ∂µΦ1Φ2 = i∂µΦ†Φ− iΦ†∂µΦ.

(a) [4] Verifizieren Sie mit Hilfe der kanonischen GZVR

[J0(t, ~x),Φ1(t, ~y)] = iδ3(~x− ~y)Φ2(t, ~x),

[J0(t, ~x),Φ2(t, ~y)] = −iδ3(~x− ~y)Φ1(t, ~x)

und

[J0(t, ~x),Π1(t, ~y)] = iδ3(~x− ~y)Π2(t, ~x),

[J0(t, ~x),Π2(t, ~y)] = −iδ3(~x− ~y)Π1(t, ~x).

(b) [4] Verifizieren Sie

[J0(t, ~x),Φ(t, ~y)] = δ3(~x− ~y)Φ(t, ~x),

[J0(t, ~x),Π(t, ~y)] = −δ3(~x− ~y)Π(t, ~x),

[J0(t, ~x),Φ†(t, ~y)] = −δ3(~x− ~y)Φ†(t, ~x),

[J0(t, ~x),Π†(t, ~y)] = δ3(~x− ~y)Π†(t, ~x).

4. [4] Gegeben sei die Lagrange-Dichte der pseudoskalaren Pion-Nukleon-
Wechselwirkung (siehe Beispiel 6.2.9 sowie Beispiele B.1.4 der Vorle-
sung):

L = Ψ̄(i∂/−mN)Ψ +
1

2

(
∂µ~Φ · ∂µ~Φ−M2

π
~Φ2
)
− igΨ̄γ5~τ · ~ΦΨ

mit

Ψ =

(
p
n

)
und ~Φ =

 Φ1

Φ2

Φ3

 .

Betrachten Sie die infinitesimalen lokalen Transformationen

Ψ 7→ Ψ′ =
[
1− iεa(x)

τa
2

]
Ψ,

Φi 7→ Φ′i = Φi − iεa(x) (T ad
a )ij︸ ︷︷ ︸
−iεaij

Φj = Φi + εiajεa(x)Φj.
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Bestimmen Sie die Änderung der Lagrange-Dichte δL, Jµ,a und ∂µJ
µ,a.

Um welche Symmetriegruppe handelt es sich?

5. Wir nehmen an, dass der Hamilton-Operator der starken Wechselwir-
kung eine perfekte SU(3)-Flavor-Symmetrie besitzt.

(a) [1] Betrachten Sie den (starken) Zerfall eines Baryondekuplett-
zustands in einenBaryonoktettzustand und einen Mesonoktett-
zustand. Wieviele unabhängige SU(3)-Amplituden benötigt man
zur Beschreibung des Zerfalls?

(b) [3] Wieviele unabhängige Amplituden sind zur Beschreibung der
Streuung Baryonoktett + Mesonoktett nach Baryondekuplett +
Mesonoktett nötig?

Hinweis: Schauen Sie sich noch einmal Übung 15, Aufgabe 1. (a) und
Übung 16, Aufgabe 1. (a) sowie 5.5.14 der Vorlesung an.

Übung 23

1. Gegeben sei die Lagrange-Dichte eines freien geladenen Teilchens (sie-
he Übung 22, Aufgabe 3.):

L = ∂µΦ†∂µΦ−m2Φ†Φ.

Unter einer lokalen U(1)-Transformation sollen die Felder Φ und Φ†

laut

Φ(x) 7→ eiα(x)Φ(x), Φ†(x) 7→ e−iα(x)Φ†(x)

transformieren.

(a) [1] Wie lauten DµΦ und DµΦ†?

(b) [1] Konstruieren Sie mit Hilfe des Prinzips der Eichsymmetrie
die zugehörige Eichtheorie.

(c) [2] Schreiben Sie die resultierende Lagrange-Dichte aus und sor-
tieren Sie die Terme nach Potenzen der Elementarladung? Was
ist der wesentliche Unterschied zur QED-Lagrange-Dichte eines
Elektrons?

(d) [2] Leiten Sie die Bewegungsgleichungen für Φ und Φ† her.

(e) [2] Bestimmen Sie den elektromagnetischen Stromoperator mit-
tels Jµem = −∂L/∂Aµ.

(f) [1] Vergleichen Sie mit dem Noether-Strom der globalen U(1)-
Symmetrie. Worin besteht der Unterschied?
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(g) [2] Zeigen Sie mit Hilfe der Bewegungsgleichungen, dass der elek-
tromagnetische Strom erhalten ist.

2. Es sei {
∑r

a=1 ζaTa|ζa ∈ R} die Darstellung einer Lie-Algebra in Form
von hermiteschen (n, n)-Matrizen mit den Vertauschungsrelationen
[Ta, Tb] = iCabcTc und κTr(TaTb) = δab. Wir definieren

Õ =
r∑

a=1

OaTa = OaTa.

(a) [2] Zeigen Sie, dass das Transformationsverhalten

Ãµ → Ãµ + i[Ãµ, ε̃] +
1

g
∂µε̃

für die einzelnen Eichfelder auf

δAµ,a = CbcaεbAµ,c +
1

g
∂µεa

führt.

(b) [2] Wie transformiert ∂̃µAν − ∂̃νAµ bzgl. Ãµ → Ãµ + i[Ãµ, ε̃] +
1
g
∂µε̃ ?

(c) [3] Wir definieren

F̃µν = ∂µÃν − ∂νÃµ + ig[Ãµ, Ãν ].

Zeigen Sie mit Hilfe der Jacobi-Identität [a, [b, c]] + [b, [c, a]] +
[c, [a, b]] = 0, dass bis zur ersten Ordnung in ε

F̃µν → F̃µν + i[F̃µν , ε̃]

für Ãµ → Ãµ + i[Ãµ, ε̃] + 1
g
∂µε̃.

(d) [2] Zeigen Sie damit, dass

−κ
4

Tr(F̃µνF̃ µν) = −1

4
Fµν,aF

µν
a

bis zur ersten Ordnung in ε invariant bzgl. F̃µν → F̃µν + i[F̃µν , ε̃]
ist.

3. Gegeben sei eine (fiktive) Lagrange-Dichte

L = Dµϕ
†Dµϕ−m2ϕ†ϕ+DµΦ†DµΦ−M2Φ†Φ +

1

2
∂µσ∂

µσ − 1

2
m2
σσ

2

+c1Φ†ϕσ + c2ϕ
†Φσ − 1

4
FµνF

µν
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mit

Dµϕ = (∂µ−ieAµ)ϕ, Dµϕ
† = (∂µ+ieAµ)ϕ†, DµΦ = (∂µ−ieAµ)Φ, DµΦ† = (∂µ+ieAµ)Φ†,

d. h. ϕ und Φ beschreiben unterschiedliche (einfach) negativ gelade-
ne Teilchen mit Massen m und M , und σ beschreibt ein neutrales
Teilchen mit Masse mσ.

(a) [2] Zeigen Sie, dass L invariant bzgl. einer Eichtransformation
der zweiten Art ist:

ϕ(x) 7→ eiα(x)ϕ(x),

Φ(x) 7→ eiα(x)Φ(x),

σ(x) 7→ σ(x),

Aµ(x) 7→ Aµ(x) + ∂µα(x)/e.

(Korrespondierende Transformationen von ϕ† und Φ† impliziert.)

(b) [1] Betrachten Sie den Wechselwirkungsterm

Lint = c1Φ†ϕσ + c2ϕ
†Φσ, ci ∈ C.

Welche Bedingungen für die Koeffizienten ci ergeben sich aus der
Forderung Lint = L†int?

(c) [2] Untersuchen Sie das Verhalten der verschiedenen Terme der
Lagrange-Dichte unter der Ladungskonjugationstransformation

Aµ 7→ −Aµ,
ϕ ↔ ϕ†,

Φ ↔ Φ†,

σ 7→ σ.

Unter welcher Voraussetzung ist L invariant bzgl. Ladungskon-
jugation?

4. [3] Zur Illustration des Eichprinzips diskutieren wir den ursprüngli-
chen Vorschlag von Yang und Mills (Phys. Rev. 96, 191 (1954)) die
Isospinerhaltung aus einer lokalen SU(2)-Symmetrie herzuleiten. Ge-
geben sei

L0(Ψ, ∂µΨ) = Ψ̄(i∂/−mN)Ψ

mit einem Isospindublett

Ψ =

(
p
n

)
.

Die Lagrange-Dichte L0 ist invariant bzgl. einer globalen infinitesima-
len linearen Transformation der Felder

Ψ(x)→ Ψ′(x) =

(
1− i

3∑
a=1

εa
τa
2

)
Ψ(x) =

(
1− i~ε · ~τ

2

)
Ψ(x).
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Wie lautet die aus dem Eichprinzip abgeleitete Lagrange-Dichte? Ve-
rifizieren Sie den Ausdruck für die drei Feldstärken

Fµν,a = ∂µAν,a − ∂νAµ,a − gεabcAµ,bAν,c
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Anhang A

Zusammenstellung einiger
mathematischer Grundbegriffe

Definition eines Körpers. Eine nichtleere Menge K heißt ein Körper,
falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

1. Auf K ist eine Verknüpfung + je zweier Elemente erklärt, die folgende
Eigenschaften hat:

(a) Abgeschlossenheit bzgl. Addition: ∀ a, b ∈ K ist a+ b ∈ K.

(b) Assoziativgesetz bzgl. Addition: ∀ a, b, c ∈ K gilt (a + b) + c =
a+ (b+ c).

(c) Neutrales Element bzgl. Addition: ∃ 0 ∈ K mit 0 + a = a ∀ a ∈
K.

(d) Inverses Element: ∀ a ∈ K ∃ b ∈ K mit a+ b = 0.

(e) Kommutativgesetz bzgl. Addition: a+ b = b+ a ∀ a, b ∈ K.

2. Auf K ist eine weitere Verknüpfung (Multiplikation) erklärt, die fol-
gende Eigenschaften besitzt:

(a) Abgeschlossenheit bzgl. Multiplikation: ∀ a, b ∈ K ist ab ∈ K.

(b) Assoziativgesetz bzgl. Multiplikation: ∀ a, b, c ∈ K gilt (ab)c =
a(bc).

(c) Einselement bzgl. Multiplikation: ∃ 1 ∈ K mit 1 6= 0 und 1a =
a ∀ a ∈ K.

(d) Inverses Element zu a 6= 0: ∀ a ∈ K/{0} ∃ b ∈ K mit ba = 1.

(e) Kommutativgesetz bzgl. Multiplikation: ab = ba ∀ a, b ∈ K.

3. Es gilt das Distributivgesetz

a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc ∀ a, b, c ∈ K.
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Standardbeispiele: R und C. Im Folgenden stehe K für R oder C.

Definition einer Gruppe. Unter einer (abstrakten) Gruppe G verstehen
wir eine nichtleere Menge, in der jedem geordneten Paar (a, b) ∈ G×G ein
Element ab von G zugeordnet wird (Abgeschlossenheit), so dass gilt:

(G1) a(bc) = (ab)c ∀ a, b, c ∈ G (Assoziativgesetz).

(G2) Es existiert ein Element e ∈ G mit ea = ae = a ∀ a ∈ G (Einsele-
ment).

(G3) Zu jedem a ∈ G existiert ein a−1 ∈ G mit aa−1 = a−1a = e (inverses
Element).

Eine Gruppe G heißt genau dann kommutativ oder abelsch, wenn ab =
ba ∀ a, b ∈ G.

Definition eines Vektorraums. Sei K ein Körper. Eine Menge V heißt
ein K-Vektorraum (K-VR) oder linearer Raum über K, falls gilt:

1. Auf V ist eine Verknüpfung + (Vektoraddition) definiert, und V ist
bzgl. + eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen das neutrale Element
von V mit 0.

2. Für jedes v ∈ V und jedes k ∈ K ist genau ein Element kv ∈ V
(Skalarmultiplikation) definiert. Dabei gilt:

(a) Ist 1 das Einselement von K, so ist 1v = v ∀ v ∈ V .

(b) (k1 + k2)v = k1v + k2v, (k1k2)v = k1(k2v) ∀ k1k2 ∈ K, v ∈ V.
(c) k(v1 + v2) = kv1 + kv2 ∀ k ∈ K, v1, v2 ∈ V.

Definition einer Bilinearform. Es seien X und Y lineare Räume über K.
Unter einer Bilinearform B verstehen wir eine Abbildung B : X ×X → Y
mit

B(k1v1 + k2v2, v3) = k1B(v1, v3) + k2B(v2, v3),

B(v3, k1v1 + k2v2) = k1B(v3, v1) + k2B(v3, v2)

für alle v1, v2, v3 ∈ X und k1, k2 ∈ K, d. h., B ist linear in jedem Argument.

Definition einer Norm. Sei V ein K-VR. Eine Abbildung ‖.‖ : V → R
+
0

heißt eine Norm auf V , wenn gilt:

1. ‖v‖ = 0⇔ v = 0,

2. ‖kv‖ = |k|‖v‖ ∀ v ∈ V, k ∈ K,

3. ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ ∀ u, v,∈ V (Dreiecksungleichung).
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‖v‖: Norm von v. (V, ‖.‖): Normierter Vektorraum.

Definition einer Cauchy-Folge und eines Banach-Raums.

1. Eine Folge (vn)n≥n0 in einem normierten Vektorraum (V, ‖.‖) heißt
Cauchy-Folge, wenn gilt: Zu jedem ε > 0 gibt es ein k0 = k0(ε) mit
‖vm − vn‖ < ε für m,n > k0.

2. Der normierte Raum (V, ‖.‖) heißt vollständig oder ein Banach-
Raum, wenn jede Cauchy-Folge in (V, ‖.‖) einen Grenzwert in V hat.

Definition eines Skalarprodukts. Sei K = R oder K = C. Sei V ein
K-VR. Eine Abbildung 〈·|·〉 : V × V → K heißt ein Skalarprodukt oder
inneres Produkt auf V , wenn gilt:

1. 〈v|v〉 ≥ 0 ∀ v ∈ V, 〈v|v〉 = 0⇔ v = 0,

2. 〈u|v〉 = 〈v|u〉∗ ∀ u, v ∈ V , insbesondere 〈u|u〉 reell,

3. 〈u|αv + βw〉 = α〈u|v〉+ β〈u|w〉 ∀ u, v, w ∈ V, α, β ∈ K.

〈u|v〉: skalares Produkt von u mit v. (V, 〈·|·〉): Skalarproduktraum oder Prä-
Hilbert-Raum. 〈u|v〉 = 0⇒ u ⊥ v.

Satz: Sei U ein vollständiger Unterraum des Prä-Hilbert-Raums (V, 〈·|·〉).
Dann läßt sich jedes x ∈ V eindeutig darstellen in der Form

x = y + z mit y ∈ U, z ∈ U⊥.

Es gilt also V = U ⊕ U⊥.

Sei (V, 〈·|·〉) ein Skalarproduktraum. Kanonische Norm: ‖u‖ :=
√
〈u|u〉.

Definition eines Hilbert-Raums. Sei (V, 〈·|·〉) ein Skalarproduktraum
und ‖.‖ die kanonische Norm auf V . Ist (V, ‖.‖) vollständig, so heißt V ein
Hilbert-Raum.
Eigenschaften linearer Operatoren (als Vorbereitung für die Lemmata
von Schur). Sei L : V → W ein linearer Operator:

• Kern(L) = {x|Lx = 0}.

• Bild(L) = {y|y ∈ W, y = Lx für x ∈ V } = WL.

1. L injektiv ⇔ Kern(L) = {0}.

2. L surjektiv ⇔ Bild(L) = W .

3. L invertierbar ⇔ Kern(L) = 0 ∧ Bild(L) = W .

4. L invertierbar ⇒ dim(W ) = dim(V ).
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Anhang B

Lagrange-Formalismus für
Felder und kanonische
Quantisierung

B.1 Lagrange-Formalismus für Felder

Voraussetzung: Kenntnis des Lagrange-Formalismus in der Punktmecha-
nik.1

Vorbemerkung B.1.1 Wir verwenden so genannte natürliche Einhei-
ten:

~ = c = 1,

~c = 197.3 MeV fm,

c = 2.998× 108 m/s,

1 fm = 10−15 m,

1 b = 102 fm2,

α =
e2

4π
=

1

137
.

Für kontinuierliche Systeme führen wir Felder als dynamische Variablen ein
und betrachten sowohl die Zeit als auch die Ortskoordinaten, x = (xµ) =
(t, ~x), als Parameter.2

B.1.2 Euler-Lagrange-Gleichung für ein skalares Feld. Zunächst be-
trachten wir die Lagrange-Dichte L eines skalaren Feldes, Φ(x) = Φ(t, ~x),

L = L[Φ(x), ∂µΦ(x)], (B.1)

1Siehe z. B. L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Mechanik, Kapitel I.2.
2Siehe z. B. H. Goldstein, Klassische Mechanik, Kapitel 11; F. Scheck, Mechanik,

Kapitel 7.



∂µΦ =
∂Φ

∂xµ
=

(
∂Φ

∂t
,
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y
,
∂Φ

∂z

)
,

wobei wir eine explizite Abhängigkeit der Lagrange-Dichte von xµ ausschlie-
ßen wollen.3 Die zugehörige Lagrange-Funktion L(t) lautet

L(t) =

∫
R3

d3xL[Φ(x), ∂µΦ(x)]. (B.2)

Die klassische Bewegungsgleichung für Φ(x) folgt aus dem Hamilton’schen
Prinzip der kleinsten Wirkung für das so genannte Wirkungsfunktional

S[Φ] =

∫ t2

t1

dt

∫
R3

d3x︸ ︷︷ ︸∫
R
d4x

L[Φ(x), ∂µΦ(x)]. (B.3)

Wir definieren

Φε(x) = Φ(x) + εh(x) = Φ(x) + δΦ(x) (B.4)

mit h(x) = 0 für x ∈ ∂R, dem Rand von R. Sei

F (ε) =

∫
R

d4xL[Φ(x) + εh(x), ∂µΦ(x) + ε∂µh(x)], (B.5)

so dass F (0) = S[Φ]. Wir entwickeln bis zum linearen Term in ε

F (ε) =

∫
R

d4xL(Φ, ∂µΦ) + ε

∫
R

d4x

(
h
∂L
∂Φ

+ ∂µh
∂L
∂∂µΦ

)
+O(ε2)

und verlangen nun

δS[Φ] = F ′(0)
!

= 0. (B.6)

Damit erhalten wir

0 =

∫
R

d4x

(
h
∂L
∂Φ

+ ∂µh
∂L
∂∂µΦ

)
und machen beim zweiten Term von der Produktregel Gebrauch:

∂µh
∂L
∂∂µΦ

= Dµ
(
h
∂L
∂∂µΦ

)
− hDµ

∂L
∂∂µΦ

.

Hierbei gilt

Dµ = ∂µ + ∂µΦ
∂

∂Φ
+ ∂µ∂νΦ

∂

∂∂νΦ
.

3Manche Autoren verwenden Φµ anstelle von ∂µΦ.



Als Zwischenrechnung betrachten wir∫
R

d4xDµ
(
h
∂L
∂∂µΦ

)
=

∫
R3

d3x

∫ t2

t1

dt
d

dt

(
h
∂L
∂Φ̇

)
+

∫ t2

t1

dt

∫ ∞
−∞

dy

∫ ∞
−∞

dz

∫ ∞
−∞

dx
d

dx

(
h
∂L
∂ ∂Φ
∂x

)
+ · · ·

=

∫
R3

d3x

[
h
∂L
∂Φ̇

]t2
t1︸ ︷︷ ︸

0, da h(t1, ~x) = h(t2, ~x) = 0

+

∫ t2

t1

dt

∫ ∞
−∞

dy

∫ ∞
−∞

dz

[
h
∂L
∂ ∂Φ
∂x

]∞
−∞︸ ︷︷ ︸

0, da h(t, ~x) = 0 für x→ ±∞

+ · · ·

= 0.

Daraus folgt die Bedingung

0 =

∫
R

d4xh(x)

(
∂L
∂Φ
−Dµ

∂L
∂∂µΦ

)
. (B.7)

• Fundamentallemma der Variationsrechnung:
Wenn das Integral

∫ x2
x1
h(x)g(x)dx gleich null ist für beliebige stetige

Funktionen h(x) mit stetiger Ableitung und h(x1) = h(x2) = 0, dann
gilt g(x) = 0 in [x1, x2].

Wir wenden nun das Fundamentallemma der Variationsrechnung auf Gl.
(B.7) an und erhalten somit die Euler-Lagrange-Gleichung

∂L
∂Φ
−Dµ

∂L
∂∂µΦ

= 0, (B.8)

oder ausgeschrieben

∂L
∂Φ
− d

dt

∂L
∂
(
∂Φ
∂t

) − d

dx

∂L
∂
(
∂Φ
∂x

) − · · · = 0.

• Vorsicht: Praktisch jedes Physikbuch schreibt in Gl. (B.8) ∂µ anstel-
le von Dµ mit dem Verständnis, daß bzgl. jeder xµ-Abhängigkeit im
Sinne einer totalen Ableitung differenziert werden soll und nicht nur
bzgl. der expliziten xµ-Abhängigkeit. Wir folgen von nun an dieser
Konvention und schreiben ∂µ anstelle von Dµ.

B.1.3 Euler-Lagrange-Gleichungen für mehrere Felder. Hängt L
von n Feldern Φi(x) ab, müssen wir eine unabhängige Variation bzgl. n
Funktionen durchführen. Dazu definieren wir

Φi,εi(x) = Φi(x) + εihi(x) = Φi + δΦi, i = 1, · · · , n (B.9)



und
F (ε1, · · · , εn) = S[Φi,εi ]. (B.10)

Wir fordern wieder ein Extremum

∂F

∂εi
= 0, i = 1, · · · , n. (B.11)

Dies führt auf n Bewegungsgleichungen

∂L
∂Φi

− ∂µ
∂L

∂∂µΦi

= 0, i = 1, · · · , n. (B.12)

Beispiele B.1.4 1. Freies, reelles, skalares Feld Φ:

L =
1

2
(∂µΦ∂µΦ−m2Φ2) =

1

2
(gµν∂µΦ∂νΦ−m2Φ2). (B.13)

Der metrische Tensor ermöglicht es, Indizes von
”
oben“ nach

”
unten“

zu erniedrigen (und umgekehrt)

g = (gµν) = (gµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

gµν = gνµ,

aµ = gµνa
ν = gµ

νaν = gνµaν = gν
µaν ,

∂∂µΦ

∂∂ρΦ
= gµ

ρ = gρµ.

Damit erhalten wir

∂L
∂Φ

= −m2Φ,

∂L
∂∂ρΦ

=
1

2
gµν(gµ

ρ∂νΦ + ∂µΦgν
ρ)

=
1

2
(gµ

ρ∂µΦ + ∂νΦgν
ρ)

=
1

2
(∂ρΦ + ∂ρΦ) = ∂ρΦ = fρ(x,Φ, ∂µΦ),

∂ρ
∂L
∂∂ρΦ

=
∂fρ

∂xρ︸︷︷︸
0

+∂ρΦ
∂fρ

∂Φ︸︷︷︸
0

+∂ρ∂σΦ
∂fρ

∂∂σΦ︸ ︷︷ ︸
∂∂ρΦ
∂∂σΦ

= gρσ

= �Φ.

”
Schnelle“ Rechnung:

∂ρ
∂L
∂∂ρΦ

= ∂ρ∂
ρΦ = �Φ.



Klein-Gordon-Gleichung:

(�+m2)Φ = 0. (B.14)

• Bemerkung: Beide Methoden liefern dasselbe Resultat.

Dazu betrachten wir folgende allgemeine Struktur

Φm∂µ1Φ · · · ∂µnΦ.

”
Schnelle“ Methode unter Verwendung der Ketten- und Produktre-

geln:

∂µ(Φm∂µ1Φ · · · ∂µnΦ)

= mΦm−1∂µΦ∂µ1Φ · · · ∂µnΦ

+Φm (∂µ∂µ1Φ · · · ∂µnΦ + · · ·+ ∂µ1Φ · · · ∂µ∂µnΦ)︸ ︷︷ ︸
n Summanden

.

”
Ausführliche“ Methode:

(∂µφ
∂

∂Φ
+ ∂µ∂νΦ

∂

∂∂νΦ
)(Φm∂µ1Φ · · · ∂µnΦ)

= mΦm−1∂µΦ∂µ1Φ · · · ∂µnΦ

+ Φm∂µ∂νΦ(gµ1
ν · · · ∂µnΦ + · · ·+ ∂µ1Φ · · · gµnν)︸ ︷︷ ︸

Φm(∂µ∂µ1Φ · · · ∂µnΦ + · · ·+ ∂µ1Φ · · · ∂µ∂µnΦ)

.

Die Lösungen der Klein-Gordon-Gleichung lassen sich folgendermaßen
darstellen

Φ(x) =

∫
d3k

(2π)32ω(~k )

[
a(~k )e−ik·x + a∗(~k )eik·x

]
mit

k · x = k0x0 − ~k · ~x, k0 = ω(~k ) =

√
m2 + ~k 2.

2. Zwei reelle skalare Felder Φ1 und Φ2 gleicher Masse m mit einer so
genannten λΦ4-Wechselwirkung4:

L =
1

2

[
∂µΦ1∂

µΦ1 + ∂µΦ2∂
µΦ2 −m2(Φ2

1 + Φ2
2)
]
− λ

4

(
Φ2

1 + Φ2
2

)2

(B.15)
mit m2 > 0 und λ > 0.

∂L
∂Φi

− ∂µ
∂L

∂∂µΦi

= −m2Φi − λΦi(Φ
2
1 + Φ2

2)−�Φi = 0.

(�+m2)Φi = −λΦi(Φ
2
1 + Φ2

2), i = 1, 2, (B.16)

d. h. wir erhalten zwei gekoppelte partielle Differentialgleichungen.

4Modelle dieser Art werden gerne zur Illustration einfachster (Quanten-) Feldtheorien
benutzt.



3. Freies Dirac-Feld Ψ der Masse m:

L = Ψ̄iγµ∂µΨ−mΨ̄Ψ. (B.17)

Zur Erinnerung:

Ψ =


Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

 ,

wobei die Ψi stetig differenzierbare, komplexwertige Funktionen sind.

Wir machen von der so genannten Standarddarstellung der Gamma-
Matrizen Gebrauch:

γ0 = γ0 =

(
12×2 02×2

02×2 −12×2

)
, ~γ =

(
02×2 ~σ
−~σ 02×2

)
,

σi: Pauli-Matrizen

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (B.18)

Notation

Ψ̄ = Ψ†γ0 = (Ψ∗1 Ψ∗2 −Ψ∗3 −Ψ∗4).

Euler-Lagrange-Gleichung:

∂L
∂Ψ
− ∂µ

∂L
∂∂µΨ

= −mΨ̄− ∂µΨ̄iγµ = 0.

Wir adjungieren diese Gleichung, wobei wir γµ† = γ0γµγ0 benutzen,
und multiplizieren mit γ0. ⇒ Dirac-Gleichung:

γ0(−mγ0Ψ + iγ0γµ γ0γ0︸︷︷︸
1

∂µΨ) = (i∂/−m)Ψ = 0 (B.19)

mit der Abkürzung a/ = aµγ
µ.

Die Lösungen der Dirac-Gleichung sind von der Form

u(r)(~p )e−ip·x, r = 1, 2, (
”
Lösungen zu positiver Energie“)

v(r)(~p )eip·x, r = 1, 2, (
”
Lösungen zu negativer Energie“)

wobei ~p ∈ R3 und p0 = E(~p ) =
√
m2 + ~p 2.



Eigenschaften der Dirac-Spinoren:

(p/−m)u(r)(~p ) = 0,

(p/+m)v(r)(~p ) = 0,

ū(r)(~p )(p/−m) = 0,

v̄(r)(~p )(p/+m) = 0,

ū(r)(~p )u(s)(~p ) = −v̄(r)(~p )v(s)(~p ) = 2mδrs,

u(r)†(~p )u(s)(~p ) = v(r)†(~p )v(s)(~p ) = 2E(~p )δrs,

u(r)†(~p )v(s)(−~p ) = 0,
2∑
r=1

u(r)
α (~p )ū

(r)
β (~p ) = (p/+m)αβ,

2∑
r=1

v(r)
α (~p )v̄

(r)
β (~p ) = (p/−m)αβ,

2∑
r=1

[u(r)
α (~p )ū

(r)
β (~p )− v(r)

α (~p )v̄
(r)
β (~p )] = 2mδαβ.

Explizite Darstellungen lauten

u(r)(~p ) =
√
E(~p ) +m

(
χr

~σ·~p
E(~p )+m

χr

)
,

v(r)(~p ) =
√
E(~p ) +m

( ~σ·~p
E(~p )+m

χr
χr

)
,

mit

χ1 =

(
1
0

)
, χ2 =

(
0
1

)
.

4. Pseudoskalare Pion-Nukleon-Wechselwirkung:

Wir definieren ein Isospindublett

Ψ =

(
p
n

)
(p und n sind jeweils vierkomponentige Dirac-Felder) und ein Isospin-
triplett reeller pseudoskalarer Felder

~Φ =

 Φ1

Φ2

Φ3

 .

(Der Begriff
”
pseudoskalar“ bezieht sich auf die Forderung, dass die

Felder Φi(t, ~x) unter einer Paritätstransformation auf −Φi(t,−~x) ab-
gebildet werden.) Anstelle der kartesischen Komponenten Φi verwen-
det man häufig Felder, die den physikalischen (geladenen) Zuständen



entsprechen (Vorsicht, hier keine sphärische Konvention):

π+ =
1√
2

(Φ1 − iΦ2), π− =
1√
2

(Φ1 + iΦ2), π0 = Φ3. (B.20)

Mit Hilfe der Pauli-Matrizen (für den Isospinraum)

τ1 =

(
0 1
1 0

)
, τ2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3 =

(
1 0
0 −1

)
(B.21)

finden wir

~τ · ~Φ = τiΦi =

(
π0
√

2π+
√

2π− −π0

)
.

Beachte, dass (~τ · ~Φ)† = ~τ · ~Φ, d. h. ~τ · ~Φ hermitesch ist. Dies folgt
aus der Hermitizität der τi und der Tatsache, dass die Φi reelle Felder
sind. Außerdem ist Tr(~τ · ~Φ) = 0 wegen Tr(τi) = 0. Wir definieren

a
↔
∂µ b := a∂µb − (∂µa)b und betrachten die Lagrange-Dichte der so

genannten pseudoskalaren Pion-Nukleon-Wechselwirkung

L = Ψ̄

(
i

2

↔
∂/ −mN

)
Ψ +

1

2

(
∂µ~Φ · ∂µ~Φ−M2

π
~Φ2
)
− igΨ̄γ5~τ · ~ΦΨ,

(B.22)
wobei

γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
02×2 12×2

12×2 02×2

)
, {γ5, γ

µ} = 0.

Parameter:

mN = mp = mn, mp = 938.3 MeV, mn = 939.6 MeV,

Mπ = Mπ± = Mπ0 , Mπ± = 139.6 MeV, Mπ0 = 135.0 MeV,

g = gπN , gπN = 13.2.

Anmerkung: Gl. (B.22) stellt eine sehr kompakte Schreibweise für fol-
genden Sachverhalt dar.

Die Komponenten des Nukleonfeldes Ψ werden durch zwei Indizes
charakterisiert:

Ψf,α

f = 1, 2: Isospinindex (p, n),
α = 1, 2, 3, 4: Bispinor- oder Dirac-Index.



Damit steht Gl. (B.22) für

L =
1

2

2∑
f ′,f=1

4∑
α′,α=1

i(Ψ̄f ′,α′γ
µ
α′α1f ′f∂µΨf,α − ∂µΨ̄f ′,α′γ

µ
α′α1f ′fΨf,α)

−mN

2∑
f ′,f=1

4∑
α′,α=1

Ψ̄f ′,α′1α′α1f ′fΨf,α

+
1

2

3∑
i=1

(
∂µΦi∂

µΦi −M2
πΦ2

i

)
−ig

2∑
f ′,f=1

4∑
α′,α=1

3∑
i=1

Ψ̄f ′,α′γ5α′ατif ′fΨf,αΦi.

Anmerkung:

• Einheitsmatrizen (im Isospin- und Dirac-Raum) werden grundsätz-
lich weggelassen.

• Matrizen, die in verschiedenen Räumen operieren, kommutieren
miteinander. Beispiel: τiγ5 = γ5τi.

Die Bewegungsgleichungen lauten:

∂L
∂Ψ̄
− ∂µ

∂L
∂∂µΨ̄

=
i

2
∂/Ψ−mNΨ− igγ5~τ · ~ΦΨ− ∂µ

(
− i

2
γµΨ

)
= 0,

⇒ (i∂/−mN)Ψ = igγ5~τ · ~ΦΨ, (B.23)

∂L
∂~Φ
− ∂µ

∂L
∂∂µ~Φ

= −M2
π
~Φ− igΨ̄γ5~τΨ−�~Φ = 0,

⇒ (�+M2
π)~Φ = −igΨ̄γ5~τΨ. (B.24)

• Bemerkungen:

(a) Wir haben es mit einem Satz gekoppelter partieller Differential-
gleichungen zu tun.

(b) Die Lagrange-Dichten für wechselwirkende Systeme sind von der
Form

L =
∑
i

Li,frei + Lint.

Entsprechend erhält man Bewegungsgleichungen vom Typ

frei mit Wechselwirkung
(�+m2

π)Φi = 0 → (�+M2
π)Φi =

”
Quellterm“

(i∂/−mN)Ψ = 0 → (i∂/−mN)Ψ =
”
Quellterm“

Vergleiche die Analogie zur Elektrostatik:

∆φ = −ρ.



5. Dasselbe wie 2. oben, nur mit komplexen Feldern:

Φ =
1√
2

(Φ1 + iΦ2) , Φ† =
1√
2

(Φ1 − iΦ2) .

L = ∂µΦ∂µΦ† −m2ΦΦ† − λ
(
ΦΦ†

)2
. (B.25)

∂L
∂Φ
− ∂µ

∂L
∂∂µΦ

= −m2Φ† − 2λΦΦ†Φ† −�Φ† = 0.

(�+m2)Φ† = −2λΦΦ†Φ†,

und vollkommen analog

(�+m2)Φ = −2λΦΦ†Φ.

Die beiden Gleichungen sind äquivalent zu Gl. (B.16).

6. Lagrange-Dichte für die Wechselwirkung des elektromagnetischen Fel-
des mit einer vorgegebenen äußeren Stromdichte Jµ (natürliche Ein-
heiten)

L = −1

4
FµνF

µν − JµAµ, (B.26)

wobei

F µν = ∂µAν − ∂νAµ

(F µν) =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 . (B.27)

Symbolisch

(T µν) =

(
a b
c d

)
, (T µν) = (T µρgρν) =

(
a −b
c −d

)
,

(Tµ
ν) =

(
a b
−c −d

)
, (Tµν) =

(
a −b
−c d

)
und damit

(Fµν) =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0

 .

In Worten: Fµν folgt aus F µν durch die Ersetzung ~E → − ~E und
~B → ~B.



Zur Erinnerung:

~E = −∂
~A

∂t
− ~∇Φ, ~B = ~∇× ~A. (B.28)

Mit Hilfe von

∂Fµν
∂∂σAρ

=
∂

∂∂σAρ
(∂µAν − ∂νAµ) = gµ

σgν
ρ − gνσgµρ,

∂

∂∂σAρ
(FµνF

µν) = 2(gµ
σgν

ρ − gνσgµρ)F µν = 4F σρ

erhalten wir

∂L
∂Aρ

− ∂σ
∂L

∂∂σAρ
= −Jρ + ∂σF

σρ = 0

und damit die kovariante Form der inhomogenen Maxwell-Gleichungen

∂σF
σρ = Jρ. (B.29)

Dies entspricht

~∇ · ~E = ρ, ~∇× ~B − ∂ ~E

∂t
= ~J. (B.30)

• Wo sind die homogenen Gleichungen?

~∇ · ~B = 0, ~∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0. (B.31)

Diese sind aufgrund von Gl. (B.28) automatisch erfüllt. Wenn wir den
dualen Tensor

F̃ µν = −1

2
εµνρσFρσ (B.32)

einführen, wobei

εµνρσ =


+1 für {µ, ν, ρ, σ} eine gerade Permutation von {0, 1, 2, 3}
−1 für {µ, ν, ρ, σ} eine ungerade Permutation von {0, 1, 2, 3}

0 sonst

der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor ist, dann gilt

(F̃ µν) =


0 −Bx −By −Bz

Bx 0 Ez −Ey
By −Ez 0 Ex
Bz Ey −Ex 0

 , (B.33)

d.h., man erhält F̃ µν aus F µν , indem man ~E → ~B und ~B → − ~E
setzt (z. B. F̃ 01 = −1

2
((−1)F23 + F32) = F23 = −Bx). Die homogenen

Gleichungen sind automatisch erfüllt, denn

∂µF̃
µν = −1

2
εµνρσ∂µ(∂ρAσ − ∂σAρ) = −εµνρσ∂µ∂ρAσ = 0,

da εµνρσ antisymmetrisch bzgl. µ↔ ρ ist und ∂µ∂ρAσ symmetrisch.



7. Freies Spin-1-Feld der Masse m:

Fµν = ∂µVν − ∂νVµ, (B.34)

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2VµV

µ. (B.35)

Beachte insbesondere das Vorzeichen des Massenterms.

∂L
∂Vρ
− ∂σ

∂L
∂∂σVρ

= m2V ρ + ∂σF
σρ = 0. (B.36)

Gl. (B.34) und (B.36) werden als Proca-Gleichungen5 bezeichnet.

Wir bilden ∂ρ von Gl. (B.36) und erhalten wegen der Antisymmetrie
von F σρ bzgl. σ ↔ ρ

m2∂ρV
ρ = 0,

so dass wir für m2 6= 0 noch die zusätzliche Bedingung

∂ρV
ρ = 0 (B.37)

bekommen. Diese setzen wir in die Bewegungsgleichung, Gl. (B.36),
ein,

m2V ρ + ∂σF
σρ = m2V ρ + ∂σ∂

σV ρ − ∂σ∂
ρV σ︸ ︷︷ ︸

∂ρ∂σV
σ = 0

und erhalten schließlich

(�+m2)V ρ = 0, (B.38)

∂ρV
ρ = 0. (B.39)

Die zweite Gleichung liefert eine Bedingung zwischen den vier Kom-
ponenten von V ρ, so dass wir es mit 3 unabhängigen Freiheitsgraden
zu tun haben (Spin-1-Objekt). Die Lösungen der Proca-Gleichungen
lassen sich in ebene Wellen zerlegen

V µ(x) =

∫
d3k

(2π)32ω(~k )

3∑
r=1

εµr (~k )ar(~k )e−ik·x +H.c.,

mit k0 = ω(~k ) =
√
m2 + ~k 2. Die (reellen) Polarisationsvektoren εr(~k )

erfüllen für jedes ~k

εr(~k) · εs(~k ) = −δrs.

Außerdem folgt aus ∂µV
µ(x) = 0

kµε
µ
r (~k ) = 0.

5Manche Bücher bezeichnen nur Gl. (B.36) als die Proca-Gleichung.



Beispiel:

k = (ω(~k ), 0, 0, |~k|),
ε1(~k ) = (0, 1, 0, 0),

ε2(~k ) = (0, 0, 1, 0),

ε3(~k ) = (|~k|, 0, 0, ω(~k ))/m.

”
Vollständigkeitsrelation“ (für beliebiges ~k)

3∑
r=1

εµr (~k )ενr(
~k ) = −gµν +

kµkν

m2
.



B.2 Kanonische Quantisierung des skalaren

Feldes

Literatur:

• J. D. Bjorken und S. D. Drell, Relativistische Quantenfeldtheorie, BI,
Mannheim 1967, Kapitel 12

• C. Itzykson und J.-B. Zuber, Quantum Field Theory, McGraw-Hill,
New York 1980, Kapitel 3-1

• L. H. Ryder, Quantum Field Theory, Cambridge University Press,
Cambridge 1985, Kapitel 4.1

Bisher haben wir das freie, skalare Feld als klassisches System betrachtet, ob-
wohl es genau genommen kein klassisches Analogon zum Klein-Gordon-Feld
gibt. Eine quantenmechanische Interpretation der Klein-Gordon-Gleichung
als relativistische Einteilchengleichung scheitert an zwei Eigenschaften:

1. Sie erlaubt Lösungen
”
negativer Energie“, wenn man i∂µ als Energie-

und Impulsoperator interpretiert. Im Fall der Dirac-Gleichung lässt
sich dieses Problem mit einem gefüllten See negativer Energie-Lösun-
gen umgehen.

2. Es ist nicht möglich, eine Viererstromdichte mit positiv definiter Wahr-
scheinlichkeitsdichte ρ anzugeben.

Beide Probleme treten im Rahmen der Quantenfeldtheorie nicht mehr auf.
In Analogie zur Punktmechanik definieren wir zunächst den zum Feld Φ(t, ~x)
konjugierten Impuls

p =
∂L

∂q̇
→ Π(t, ~x ) =

∂L
∂Φ̇

(B.40)

und die Hamilton-Dichte

H = pq̇ − L → H = ΠΦ̇− L. (B.41)

Die Hamilton-Funktion ergibt sich dann als Integral

H(t) =

∫
d3xH. (B.42)

Wir finden ganz konkret für das freie, skalare Feld (siehe Gl. (B.13))

Π = Φ̇,

H = Φ̇2 − 1

2

(
Φ̇Φ̇− ~∇Φ · ~∇Φ−m2Φ2

)
=

1

2

(
Π2 + ~∇Φ · ~∇Φ +m2Φ2

)
,

H(t) =
1

2

∫
d3x

(
Π2 + ~∇Φ · ~∇Φ +m2Φ2

)
. (B.43)



y

x

Abbildung B.1: Zweidimensionale Darstellung der Zellen.

Beachte insbesondere, dass H(t) ≥ 0 ist (der Integrand ist als Summe von
Quadraten reeller Größen immer nichtnegativ), d. h. in der klassischen Feld-
theorie das Problem negativer Energie gar nicht auftritt.

Wir betrachten im Folgenden Φ(t, ~x ) als einen hermiteschen Operator
(in Analogie zum Übergang von der klassischen Punktmechanik zur QM).
In welchem Hilbert-Raum dieser Operator wirkt, bleibt noch zu klären.
Dieser Operator soll in der Quantenfeldtheorie eine ähnliche Rolle spielen
wie der Ortsoperator im Heisenberg-Bild, qH(t), in der nichtrelativistischen
Quantenmechanik. Insbesondere fassen wir ~x als eine Art

”
Parameter“ auf,

so dass wir unendlich viele Freiheitsgrade haben, nämlich für jedes ~x ein
Φ(t, ~x ).

Wir unterteilen den dreidimensionalen Raum in Zellen mit Volumen δV .
Jede Zelle werde durch ein Tripel ~r von ganzen Zahlen gekennzeichnet (siehe
Abbildung B.1): Es sei Φ~r(t) der Mittelwert von Φ(t, ~x ) in der durch ~r
bezeichneten Zelle und L~r der Mittelwert der entsprechenden Lagrange-
Dichte. Die Lagrange-Funktion lautet also

L(t) =
∑
~r

L~r(t) =
∑
~r

δV L~r
δV→0→

∫
d3xL. (B.44)

Wir definieren den zu Φ~r(t) konjugierten Impuls p~r(t) in Analogie zur Punkt-
mechanik als

p~r(t) =
∂L

∂Φ̇~r(t)
=
δV ∂L~r
∂Φ̇~r(t)

=: δVΠ~r(t), (B.45)

wobei im Kontinuumgrenzfall Gl. (B.40) gilt. Wir betrachten nun Φ~r(t) und
p~r(t) als Operatoren im Heisenberg-Bild und fordern in Analogie zur nichtre-



lativistischen Quantenmechanik die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen

[qi(t), pj(t)] = iδij → [Φ~r(t), p~s(t)] = iδ~r ~s,

[qi(t), qj(t)] = 0 → [Φ~r(t),Φ~s(t)] = 0,

[pi(t), pj(t)] = 0 → [p~r(t), p~s(t)] = 0. (B.46)

Wir betrachten nun den Grenzfall δV → 0, machen von Gl. (B.45) Gebrauch
und erhalten somit die kanonischen, gleichzeitigen Vertauschungsrelationen
(GZVR) der Operatoren Φ und Π:

[Φ(t, ~x ),Π(t, ~y )] = iδ3(~x − ~y ),

[Φ(t, ~x ),Φ(t, ~y )] = [Π(t, ~x ),Π(t, ~y )] = 0. (B.47)

Der oben beschriebene Vorgang wird als kanonische Quantisierung eines
skalaren Feldes bezeichnet. Der Operator Φ(x) soll also einerseits der aus
dem Prinzip der kleinsten Wirkung hergeleiteten Bewegungsgleichung

(�+m2)Φ(x) = 0 (B.48)

gehorchen und anderseits zusammen mit Π(x) die GZVR, Gl. (B.47), erfüllen.
Dazu betrachten wir die Fourier-Zerlegung

Φ(t, ~x ) =

∫
d3k

(2π)32ω(~k )︸ ︷︷ ︸
d̃3k

[a(~k )e−ik·x + a†(~k )eik·x] = Φ†(t, ~x ), (B.49)

mit k0 = ω(~k ) =
√
m2 + ~k 2. In Übung 3 wird gezeigt, dass die GZVR

folgende Vertauschungsrelationen für die Operatoren a(~k ) und a†(~k ) impli-
zieren:

[a(~k ), a†(~k ′)] = (2π)32ω(~k )δ3(~k −~k ′), [a(~k ), a(~k ′)] = [a†(~k ), a†(~k ′)] = 0.
(B.50)

• Nun zur Interpretation der a(~k ) und a†(~k ):

Es sei |E〉 ein Eigenzustand zum Hamilton-Operator H, der sich laut Übung
3 folgendermaßen ausdrücken lässt:

H =
1

2

∫
d̃3k ω(~k )

(
a†(~k )a(~k ) + a(~k )a†(~k )

)
. (B.51)

Wir betrachten

Ha(~k )|E〉 =
(
a(~k )H + [H, a(~k )]

)
|E〉,



machen Gebrauch von

[H, a(~k )] =
1

2

∫
d̃3k′ ω(~k ′)[a†(~k ′)a(~k ′) + a(~k ′)a†(~k ′), a(~k )]

=
1

2

∫
d̃3k′ ω(~k ′)

(
a†(~k ′) [a(~k ′), a(~k )]︸ ︷︷ ︸

0

+ [a†(~k′), a(~k)]︸ ︷︷ ︸
−(2π)32ω(~k)δ3(~k − ~k ′)

a(~k ′)

+a(~k ′) [a†(~k ′), a(~k )]︸ ︷︷ ︸
s.o.

+ [a(~k ′), a(~k )]︸ ︷︷ ︸
0

a†(~k ′)
)

= −ω(~k )a(~k )

und erhalten
=
[
E − ω(~k )

]
a(~k )|E〉, (B.52)

und vollkommen analog

Ha†(~k )|E〉 =
[
E + ω(~k )

]
a†(~k )|E〉. (B.53)

Ebenso erhält man für den Impulsoperator

~P =

∫
d̃3k ~k a†(~k )a(~k ). (B.54)

Die Schritte zwischen Gl. (B.51) - (B.53) lassen sich vollkommen analog für
den Impulsoperator durchführen.

• Fazit: Die Operatoren a†(~k ) und a(~k ) erzeugen bzw. vernichten ein

Quant mit Energie ω(~k ) und Impuls ~k .

• Anmerkung zur Normalordnung:

Es sei |0〉 der Grundzustand (Vakuum) des Systems mit

a(~k )|0〉 = 0, 〈0|a†(~k ) = 0 ∀ ~k . (B.55)

Wir betrachten den Vakuumerwartungswert (VEW) des Hamilton-Operators
aus Gl. (B.51):

〈0|H|0〉 =
1

2

∫
d̃3k ω(~k )〈0|

(
a†(~k )a(~k ) + a(~k )a†(~k )

)
|0〉

=
1

2

∫
d̃3k ω(~k )〈0|(2a†(~k ) a(~k )︸︷︷︸

a(~k )|0〉 = 0

+[a(~k ), a†(~k )]|0〉

= ∞, (B.56)

da [a(~k ), a†(~k )] ∼ δ3(0) und außerdem noch über alle ~k integriert wird. Der
Hamilton-Operator liefert also eine unendliche Konstante, die sich als Sum-
me über Oszillatornullpunktenergien interpretieren lässt. Eine Redefinition



des Hamilton-Operators wird dergestalt vorgenommen, dass der Grundzu-
stand auf die Energie E0 = 0 normiert ist:

H =
1

2

∫
d̃3k ω(~k )

[
a†(~k )a(~k ) + a(~k )a†(~k )

−〈0|
(
a†(~k )a(~k ) + a(~k )a†(~k )

)
|0〉
]

=
1

2

∫
d̃3k ω(~k ) : a†(~k )a(~k ) + a(~k )a†(~k ) :

=

∫
d̃3k ω(~k )a†(~k )a(~k ). (B.57)

Hierbei ist : : das Symbol für die Normalordnung, d. h. Vernichtungsope-
ratoren stehen immer rechts von Erzeugungsoperatoren. Für Bosonen ver-
tauschen Operatoren, die von zwei Normalordnungszeichen eingeschlossen
sind.

• Beispiel:

: a(~k )a†(~q )a†(~p )a(~r ) :
z. B.

= : a†(~q )a(~r )a†(~p )a(~k ) := a†(~q )a†(~p )a(~r )a(~k ).

Der Referenzzustand für die Normalordnung ist das Vakuum der freien
Theorie.

• Nun zur Konstruktion von Zuständen:

Wir definieren einen Teilchenzahloperator

N =

∫
d̃3k a†(~k )a(~k ). (B.58)

Da [a†(~k )a(~k ), a†(~k ′)a(~k ′)] = 0 (nachrechnen!), vertauscht N sowohl mit
dem Hamilton-Operator als auch dem Impulsoperator. Die Vorgehensweise
ist sehr ähnlich zum harmonischen Oszillator in der QM.6 Der Unterschied
besteht darin, dass wir es mit einer unendlichen Summe von Oszillatoren

zu tun haben (⇒ Integral
∫
d̃3k), deren Vertauschungsrelationen eine Del-

tafunktion im Impulsraum beinhalten. Wir betrachten den Zustand

|~k 〉 = a†(~k)|0〉. (B.59)

Dieser Zustand ist nicht im üblichen Sinne normiert (vergleichbar mit |~x 〉
in der QM), denn

〈0|a(~k )a†(~k )|0〉 = 〈0|a†(~k )a(~k ) + [a(~k ), a†(~k )]|0〉 =
”
∞“.

6Siehe z. B. J. J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Addison-Wesley, Redwood
City 1985, Kapitel 2.3, oder G. Grawert, Quantenmechanik, Akademische Verlagsgesell-
schaft, Wiesbaden 1977, Kapitel 8.4.



Vergleiche mit den Eigenzuständen des Impulsoperators in der nichtrelati-
vistischen QM: 〈~q |~q ′〉 = δ3(~q −~q ′). Wir arbeiten mit Einteilchenzuständen,
die auf eine Deltafunktion normiert sind:

〈~k |~k ′〉 = 〈0|a(~k )a†(~k ′)|0〉 = (2π)32ω(~k )δ3(~k − ~k ′). (B.60)

Wir konstruieren eine Basis des gesamten Hilbert-Raums mittels

a†(~k1) · · · a†(~kn)|0〉, (B.61)

wobei die ~ki nicht notwendigerweise verschieden sein müssen. Der somit
entstehende Raum wird als Fock-Raum bezeichnet. Zur Erinnerung:

Ha†(~k1) · · · a†(~kn)|0〉 =
(
ω(~k1) + · · ·+ ω(~kn)

)
a†(~k1) · · · a†(~kn)|0〉,

~P · · · =
(
~k1 + · · ·+ ~kn

)
· · · ,

N · · · = n · · · . (B.62)

Beliebige normierte Zustände lassen sich nun als Überlagerung der Vek-
toren aus Gl. (B.61) folgendermaßen aufbauen:

|Φ〉 =

(
c0 +

∫
d̃3k1 c1(~k1)a†(~k1) +

1√
2!

∫
d̃3k1d̃3k2 c2(~k1, ~k2)a†(~k1)a†(~k2)

+
1√
3!

∫
d̃3k1d̃3k2d̃3k3c3(~k1, ~k2, ~k3)a†(~k1)a†(~k2)a†(~k3) + · · ·

)
|0〉.

(B.63)

(Beachte: Für n Objekte gibt es n! Anordnungen). Hierbei steht cn für die
Impulsverteilung der Komponente mit n Quanten (Wellenfunktion im Im-
pulsraum). Betrachte zur Illustration denjenigen Anteil, der aus 2 Quanten
besteht:

|Φ2〉 =
1√
2!

∫
d̃3k1d̃3k2 c2(~k1, ~k2)a†(~k1)a†(~k2)|0〉

und benutze die Vertauschungsrelation [a†(~k ), a†(~k ′)] = 0:

· · · =
1√
2!

∫
d̃3k1d̃3k2 c2(~k1, ~k2)a†(~k2)a†(~k1)|0〉

=
1√
2!

∫
d̃3k1d̃3k2 c2(~k2, ~k1)a†(~k1)a†(~k2)|0〉,

d. h.
c2(~k1, ~k2) = c2(~k2, ~k1).

Als Verallgemeinerung gilt, dass die Impulsraumwellenfunktionen symme-
trisch bzgl. der Vertauschung zweier beliebiger Argumente sind. Diese so
genannte Bose-Einstein-Statistik resultiert aus den Vertauschungsrelationen
Gl. (B.50).



Schließlich folgt aus der Normierungsbedingung

1 = 〈Φ|Φ〉 = |c0|2 +

∫
d̃3k1|c1(~k1)|2 +

∫
d̃3k1d̃3k2|c2(~k1, ~k2)|2 + · · · , (B.64)

Für die Basiszustände ist auch die Charakterisierung in der Form von Be-
setzungszahlen n(~k) (mögliche Werte: 0, 1, 2, · · · ) des ~k-ten Impulszustandes
üblich:

|n(~k1), · · · , n(~kn)〉 =
∏
~ki

1√
n(~ki)!

(
a†(~ki)

)n(~ki)

|0〉. (B.65)

Beachte insbesondere, dass wegen Gl. (B.50) alle Erzeugungsoperatoren mit-
einander vertauschen.

B.3 Quantisierung des Dirac-Feldes

Literatur:

• J. D. Bjorken und S. D. Drell, Relativistische Quantenfeldtheorie, BI,
Mannheim 1967, Kapitel 13

• C. Itzykson und J.-B. Zuber, Quantum Field Theory, McGraw-Hill,
New York 1980, Kapitel 3-3

• L. H. Ryder, Quantum Field Theory, Cambridge University Press,
Cambridge 1985, Kapitel 4.3

In der Diskussion des skalaren Feldes haben wir so genannte kanoni-
sche, gleichzeitige Vertauschungsrelationen für das Feld und den konjugier-
ten Impuls postuliert [siehe Gl. (B.47)]. In Verbindung mit der Fourier-
Zerlegung der Lösung der Klein-Gordon-Gleichung, Gl. (B.49), hat uns
dies auf Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren geführt, die den Vertau-
schungsrelationen aus Gl. (B.50) gehorchen. Insbesondere sind wir auf Viel-
teilchenzustände gestoßen, die symmetrisch bzgl. der Vertauschung zweier
beliebiger Impulse sind.

Anderseits genügen Spin-1
2
-Teilchen der Erfahrung nach der Fermi-Dirac-

Statistik und dem Pauli’schen Ausschließungsprinzip. Wir gehen nun in der
umgekehrten Reihenfolge vor, d. h. wir zerlegen zunächst die Felder Ψ und
Ψ̄ in Ebene-Welle-Lösungen

Ψ(x) =
2∑
r=1

∫
d3p

(2π)32E(~p )

[
br(~p )u(r)(~p )e−ip·x + d†r(~p )v(r)(~p )eip·x

]
=: Ψ(+)(x) + Ψ(−)(x), (B.66)

Ψ̄(x) =
2∑
r=1

∫
d3p

(2π)32E(~p )

[
b†r(~p )ū(r)(~p )eip·x + dr(~p )v̄(r)(~p )e−ip·x

]
= Ψ̄(−)(x) + Ψ̄(+)(x) = Ψ(+)(x) + Ψ(−)(x), (B.67)



mit p0 = E(~p ) =
√
m2 + ~p 2. Um das Ausschließungsprinzip zu erfüllen, for-

dern wir, dass die Erzeugungsoperatoren b†r und d†r (Vernichtungsoperatoren
br und dr) für Teilchen und Antiteilchen folgenden Antivertauschungsrela-
tionen gehorchen:7

{br(~p ), b†s(~p
′)} = (2π)32E(~p )δ3(~p− ~p ′)δrs, (B.68)

{dr(~p ), d†s(~p
′)} = (2π)32E(~p )δ3(~p− ~p ′)δrs. (B.69)

Einteilchenzustände

|t(~p, r)〉 = b†r(~p )|0〉, |t̄(~p, r)〉 = d†r(~p )|0〉,

sind normiert auf

〈t(~p ′, r′)|t(~p, r)〉 = (2π)32E(~p )δ3(~p ′ − ~p ),

〈t̄(~p ′, r′)|t̄(~p, r)〉 = (2π)32E(~p )δ3(~p ′ − ~p ),

wobei t und t̄ symbolisch für Teilchen und Antiteilchen stehen. Dies können
z. B. Elektron und Positron, Proton und Antiproton oder Quark und Anti-
quark sein.

Alle weiteren Antivertauschungsrelationen sind Null:

{br(~p ), bs(~p
′)} = 0,

{b†r(~p ), b†s(~p
′)} = 0, (B.70)

{dr(~p ), ds(~p
′)} = 0,

{d†r(~p ), d†s(~p
′)} = 0, (B.71)

{br(~p ), ds(~p
′)} = 0,

{b†r(~p ), d†s(~p
′)} = 0, (B.72)

{br(~p ), d†s(~p
′)} = 0,

{dr(~p ), b†s(~p
′)} = 0. (B.73)

Einige Konsequenzen lassen sich am Einfachsten mittels einer dramatischen
Vereinfachung der Nomenklatur herausarbeiten. Dazu ersetzen wir

br(~p ) 7→ bi, usw.∫
d3p

(2π)32E(~p )
7→

∑
i

,

{br(~p ), b†s(~p
′)} = (2π)32E(~p )δ3(~p− ~p ′)δrs 7→ {bi, b†j} = δij, usw.

Am Ende einer Rechnung erfolgt dann wieder die Rückersetzung. Wir be-
trachten nun z. B. einen allgemeinen (Überlagerungs-) Zustand zweier Teil-

7Die Antivertauschungsrelationen wurden zum ersten Mal in P. Jordan und E. P. Wig-
ner, Z. Phys. 47, 631 (1928) vorgeschlagen.



chen

|Φ〉 =
1√
2

∑
i,j

c2(i, j)b†ib
†
j|0〉

=
1√
2

∑
i,j

c2(i, j)(−1)b†jb
†
i |0〉

= − 1√
2

∑
i,j

c2(j, i)b†ib
†
j|0〉,

d. h. die Wellenfunktion ist (wie erwünscht) antisymmetrisch bzgl. der Ver-
tauschung zweier Argumente

c2(i, j) = −c2(j, i).

Insbesondere verschwindet sie für i = j (Pauli-Prinzip). Die Normierungs-
bedingung

〈Φ|Φ〉 = 1

führt auf

1 =
∑
i,j

|c2(i, j)|2 7→
∫

d3p

(2π)32E(~p )

2∑
r=1

∫
d3p′

(2π)32E(~p ′)

2∑
r′=1

c2(~p, r; ~p ′, r′) = 1.

Kombiniert man die Antivertauschungsrelationen aus Gl. (B.68) - (B.73)
mit den Eigenschaften der Dirac-Spinoren aus Abschnitt B.1, Beispiel 3., so
ergeben sich für die Antivertauschungsrelationen der Dirac-Felder

{Ψα(t, ~x ),Ψ†β(t, ~y )} = δ3(~x− ~y )δαβ, (B.74)

{Ψα(t, ~x ),Ψβ(t, ~y )} = 0, (B.75)

{Ψ†α(t, ~x ),Ψ†β(t, ~y )} = 0, (B.76)

wobei α und β Dirac-Indizes sind, die Werte von 1 bis 4 annehmen. Wir
betrachten stellvertretend

{Ψα(t, ~x ),Ψ†β(t, ~y )}

und schreiben symbolisch

Ψ(x) =
∑
i

(
biui(x) + d†ivi(x)

)
,

Ψ†(y) =
∑
i

(
b†iu
†
i (y) + div

†
i (y)

)
.



Damit gilt

{Ψα(x),Ψ†β(y)}x0=y0 =
∑
i,j

{biuiα(x) + d†iviα(x), b†ju
†
jβ(y) + djv

†
jβ(y)}x0=y0

=
∑
i,j

(uiα(x)u†jβ(y){bi, b†j}+ uiα(x)v†jβ(y){bi, dj}

+viα(x)u†jβ(y){d†i , b
†
j}+ viα(x)v†jβ(y){d†i , dj})x0=y0

=
∑
i

(uiα(x)u†iβ(y) + viα(x)v†iβ(y))x0=y0 .

Übersetzung in Kontinuumschreibweise:

· · · =

∫
d3p

(2π)32E(~p )

2∑
r=1

(
u(r)
α (~p )e−ip·xu

(r)†
β (~p )eip·y + v(r)

α (~p )eip·xv
(r)†
β (~p )e−ip·y

)
x0=y0

=

∫
d3p

(2π)32E(~p )

2∑
r=1

(
u(r)
α (~p )u

(r)†
β (~p )ei~p·(~x−~y) + v(r)

α (~p )v
(r)†
β (~p )e−i~p·(~x−~y)

)
.

Benutze nun

2∑
r=1

u(r)(~p )u(r)†(~p ) = (E +m)
2∑
r=1

(
12×2χr
~σ·~p
E+m

χr

)(
χ†r12×2 χ†r

~σ · ~p
E +m

)
zusammen mit

2∑
r=1

χrχ
†
r = 12×2

· · · = (E +m)

(
12×2

~σ·~p
E+m

~σ·~p
E+m

~p 2

(E+m)2

)
=

(
(E +m) ~σ · ~p
~σ · ~p (E −m)

)
= (p/ +m)γ0 (p0 = E(~p ))

und vollkommen analog

2∑
r=1

v(r)(~p )v(r)†(~p ) = (p/ −m)γ0 (p0 = E(~p )).

Damit gilt

{Ψα(x),Ψ†β(y)}x0=y0 =

∫
d3p

(2π)32E(~p )

[
(p/ +m)γ0e

i~p·(~x−~y)

+ (p/ −m)γ0e
−i~p·(~x−~y)

]
αβ
.

Führe im zweiten Term die Substitution ~p→ −~p durch, beachte E(−~p ) =
E(~p ) und γ2

0 = 1:

· · · =
∫

d3p

(2π)3
δαβe

i~p·(~x−~y) = δαβδ
3(~x− ~y).



Wir betrachten schließlich noch den Hamilton-Operator. Ausgehend von
der Lagrange-Dichte

L = Ψ̄(i∂/ −m)Ψ

definieren wir das kanonisch konjugierte Impulsfeld

Π =
∂L
∂Ψ̇

= iΨ†

und erhalten für die Hamilton-Dichte

H = ΠΨ̇−L = iΨ†Ψ̇− Ψ̄(iγ0∂0 + i~γ · ~∇−m)Ψ = Ψ̄(−i~γ · ~∇+m)Ψ = Ψ†iΨ̇

für Lösungen der Dirac-Gleichung. Im Gegensatz zum Klein-Gordon-Feld
genügt allein die Tatsache, die Dirac-Gleichung als Feldgleichung zu inter-
pretieren, nicht, um das

”
Problem“ negativer Energien zu beseitigen. Dies

gelingt erst mit Hilfe der Quantisierung und der Forderung nach Antiver-
tauschungsrelationen. Wir betrachten dazu den Hamilton-Operator

H =

∫
d3xH

=

∫
d3x

∫
d3p

(2π)32E(~p )

2∑
r=1︸ ︷︷ ︸∑∫
∫

d3p ′

(2π)32E(~p ′)

2∑
r′=1︸ ︷︷ ︸∑∫ ′

×[b†r(~p )u(r)†(~p )eip·x + dr(~p )v(r)†(~p )e−ip·x]

×i[−iE(~p ′)][br ′(~p
′)u(r ′)(~p ′)e−ip

′·x −︸︷︷︸
Vorzeichen!

d†r ′(~p
′)v(r ′)(~p ′)eip

′·x],

führen die Integration
∫
d3x durch

· · · =
∑∫ ∑∫

′E(~p ′)[
b†r(~p )br ′(~p

′)u(r)†(~p )u(r ′)(~p ′)eix0[E(~p )−E(~p ′)](2π)3δ3(~p− ~p ′)

−b†r(~p )d†r ′(~p
′)u(r)†(~p )v(r ′)(~p ′)eix0[E(~p )+E(~p ′)](2π)3δ3(~p+ ~p ′)

+dr(~p )br ′(~p
′)v(r)†(~p )u(r ′)(~p ′)e−ix0[E(~p )+E(~p ′)](2π)3δ3(~p+ ~p ′)

−dr(~p )d†r ′(~p
′)v(r)†(~p )v(r ′)(~p ′)e−ix0[E(~p )−E(~p ′)](2π)3δ3(~p− ~p ′)

]
,



führen die Integration
∫
d3p durch

· · · =
2∑
r=1

∑∫
′E(~p ′)

×

 1

2E(~p ′)
b†r(~p

′)br ′(~p
′)u(r)†(~p ′)u(r ′)(~p ′)︸ ︷︷ ︸

2E(~p ′)δrr ′

eix0[E(~p ′)−E(~p ′)]︸ ︷︷ ︸
1

− 1

2E(−~p ′)
b†r(−~p ′)d

†
r ′(~p

′)u(r)†(−~p ′)v(r ′)(~p ′)︸ ︷︷ ︸
0

eix0(E(−~p ′)+E(~p ′))

+
1

2E(−~p ′)
dr(−~p ′)br ′(~p ′) v(r)†(−~p ′)u(r ′)(~p ′)︸ ︷︷ ︸

0

e−ix0[E(−~p ′)+E(~p ′)]

− 1

2E(~p ′)
dr(~p

′)d†r ′(~p
′) v(r)†(~p ′)v(r ′)(~p ′)︸ ︷︷ ︸

2E(~p ′)δrr ′

e−ix0[E(~p ′)−E(~p ′)]︸ ︷︷ ︸
1

 ,
berücksichtigen E(~p ′) = E(−~p ′), führen die Summe

∑
r ′ aus und benennen

am Ende ~p ′ → ~p um:

· · · =
∫

d3p

(2π)32E(~p )

2∑
r=1

E(~p )[b†r(~p )br(~p )− dr(~p )d†r(~p )].

Beachte, dass wir bisher ausschließlich von den Eigenschaften der Dirac-
Spinoren Gebrauch gemacht haben. Dabei haben wir allerdings darauf ge-
achtet, dass die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in derselben Rei-
henfolge stehen, in der sie beim Multiplizieren aufgetreten sind. Auch hier
führen wir eine Normalordnungsvorschrift ein, aber dieses Mal mit der Kon-
vention eines Vorzeichenwechsels für jede Vertauschung von Fermionenope-
ratoren. Zum Beispiel gilt für die Normalordnung des bilinearen Produktes

: Ψ̄ΓΨ : = : (Ψ̄(−)
α + Ψ̄(+)

α )Γαβ(Ψ
(+)
β + Ψ

(−)
β ) :

= Ψ̄(−)
α ΓαβΨ

(+)
β + Ψ̄(−)

α ΓαβΨ
(−)
β + Ψ̄(+)

α ΓαβΨ
(+)
β −Ψ

(−)
β ΓαβΨ̄(+)

α ,

(B.77)

wobei Γ eine beliebige 4×4-Matrix ist. Für den normalgeordneten Hamilton-
Operator ergibt sich

H =

∫
d3x : Ψ†(x)iΨ̇(x) :

=

∫
d3p

(2π)32E(~p )

2∑
r=1

E(~p )[b†r(~p )br(~p ) + d†r(~p )dr(~p )].



Durch den Vorzeichenwechsel im zweiten Summanden ist der Hamilton-
Operator jetzt positiv definit. Hätten wir versucht, anstelle der Antivertau-
schungsrelationen aus Gl. (B.68) - (B.73) mit Vertauschungsrelationen zu
arbeiten, dann wäre der Hamilton-Operator nicht nach unten beschränkt.
Wenn man die Existenz eines Zustands niedrigster Energie fordert (d. h. ei-
nes stabilen Grundzustandes), so muss die Dirac-Gleichung der Fermi-Dirac-
Statistik entsprechend quantisiert werden. Wir sehen hier ein spezielles
Beispiel für das so genannte Spin-Statistik-Theorem, wonach Fermionen
mit Antivertauschungsrelationen und Bosonen mit Vertauschungsrelationen
quantisiert werden müssen (siehe z. B. W. Pauli, Phys. Rev. 58, 716 (1940)).



Anhang C

Einige Formeln zur SU(3)

Elemente von SU(3):

U(Θ) = exp

(
−i

8∑
a=1

Θa
λa
2

)
, Θa ∈ R.

Gell-Mann-Matrizen:

λ1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

λ4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =

√
1

3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 .

Eigenschaften:

λa
2

= i
∂U

∂Θa

(0, · · · , 0),

λa = λ†a,

Tr(λaλb) = 2δab,

Tr(λa) = 0.

Vertauschungsrelationen: [
λa
2
,
λb
2

]
= ifabc

λc
2
.

Vollständig antisymmetrische, nichtverschwindende Strukturkonstanten:

abc 123 147 156 246 257 345 367 458 678

fabc 1 1
2
−1

2
1
2

1
2

1
2
−1

2
1
2

√
3 1

2

√
3
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Antikommutatoren:

{λa, λb} =
4

3
δab + 2dabcλc.

Vollständig symmetrische, nichtverschwindende d-Symbole:

abc 118 146 157 228 247 256 338 344
dabc

1√
3

1
2

1
2

1√
3

−1
2

1
2

1√
3

1
2

abc 355 366 377 448 558 668 778 888
dabc

1
2
−1

2
−1

2
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3
− 1√

3

• Viele nützliche Eigenschaften der Gell-Mann-Matrizen findet man in
Abschnitt 8 von CORE (Compendium of relations) zusammengestellt
von V. I. Borodulin, R. N. Rogalyov und S. R. Slabospitsky, hep-
ph/9507456.
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