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Theoretische Physik 1 (B.Ed.) – Übung 9

1. [2, 3, 5, 4, 3] Es sei ~r = (x, y, z) der Ortsvektor eines Teilchens der Masse m. Die
Lagrange-Funktion

L(~r, ~̇r) = 1
2m~̇r

2 + qB0
c xẏ

beschreibt ein geladenes Teilchen mit Ladung q in einem konstanten, homogenen
Magnetfeld ~B = B0êz mit B0 6= 0.

(a) Wie lauten die zu x, y und z kanonisch konjugierten Impulse px, py und pz?
(b) Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen für x, y und z.
(c) Lösen Sie die Bewegungsgleichungen für die Anfangsbedingungen

x(0) = y(0) = z(0) = 0,
ẋ(0) = v0 6= 0 und

ẏ(0) = ż(0) = 0.

Hinweis: Führen Sie die Abkürzung ωc = qB0/mc für die sogenannte Zyklotronfre-
quenz ein. Die Bewegungsgleichung für y lässt sich zu

ẏ(t) = ẏ(0) +
t∫

0

dt′ ÿ(t′) = −ωc

x(0) +
t∫

0

dt′ ẋ(t′)

 = −ωcx(t)

integrieren. Setzen Sie dieses Resultat in die DGL für x ein und lösen Sie diese.
Bestimmen Sie anschließend y(t) (vergessen Sie z(t) nicht).

(d) Betrachten Sie nun die Lagrange-Funktion

L′(~r, ~̇r) = 1
2m~̇r

2 + qB0
2c (xẏ − ẋy).

Wie lauten die zu x, y und z kanonisch konjugierten Impulse px, py und pz?
Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen für x, y und z.

(e) Zeigen Sie, dass

L′(~r, ~̇r) = L(~r, ~̇r) + d
dtf(~r)

gilt und bestimmen Sie f(~r) explizit.
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2. [1, 2, 2] Gegeben sei die Lagrange-Funktion eines geladenen Teilchens in einem elek-
tromagnetischen Potenzial,

L
(
~r, ~̇r, t

)
= m

2 ~̇r
2 − qΦ(~r, t) + q

c ~̇r ·
~A(~r, t).

(a) Bestimmen Sie den zu ~r kanonisch konjugierten Impuls ~p.
(b) Bestimmen Sie die Hamilton-Funktion H̃

(
~r, ~̇r, t

)
.

(c) Bestimmen Sie die Hamilton-Funktion H
(
~r, ~p, t

)
.

3. [2] Gegeben sei die Lagrange-Funktion

L(~r, ~̇r) = 1
2m~̇r

2 − U(~r)

eines Teilchens der Masse m. Bestimmen Sie die Hamilton-Funktion H(~r, ~p) in karte-
sischen Koordinaten.

4. [6, 10] Ein Teilchen der Masse m gleite reibungsfrei auf der Innenseite eines Kreiskegels
mit (zeitunabhängigem) Öffnungswinkel 2α (0 < α < π

2 ). In negativer x3-Richtung
wirke ein homogenes Gravitationsfeld mit Gravitationskonstante g, normiert auf
V (0) = 0. Betrachten Sie das Problem in Kugelkoordinaten und verwenden Sie als
verallgemeinerte Koordinaten r und φ.
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(a) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion L = L(r, ṙ, φ, φ̇) des Teilchens. Welche
Koordinate ist zyklisch? Welche Größe ist erhalten? Berechnen Sie mit der
Euler-Lagrange-Gleichung die Bewegungsgleichung für r.

(b) Bestimmen Sie die Hamilton-Funktion H = H(r, pr, φ, pφ) des Teilchens und
berechnen Sie die kanonischen Gleichungen für r und φ. Leiten Sie aus diesen
die Differenzialgleichung zweiter Ordnung für r ab und zeigen Sie, dass diese mit
der in (a) erhaltenen übereinstimmt.
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