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Ubung 1. (35 Punkte)

Betrachte einen quantenmechanischen Harmonischen Oszillator (HO), dessen zeitunabhéngige Grund-
zustandswellenfunktion gegeben ist durch

mw _ mwa? 2
Yo(z,t=0) = {/ Ee_ 23 = ae_yT,

1
wobei zur Vereinfachung o = (%) * und die dimensionslose Variable y = /" eingefiihrt wurde.

a) (5 p.) Nutze die explizite Definition des Aufsteigeoperators
1 (—ip+ ) 1 < d N )
ay = —ip+mwr) = — [ —— ,
* vV 2hwm P V2 dy 4

um einen Ausdruck fiir die Wellenfunktion v des ersten angeregten Zustandes zu finden und priife
deren Orthogonalitdt mit .

b) (20 p.) Bestimme (), (p), (x?) und (p?) fiir 1)p und v1 durch explizite Integration.

¢) (5 p.) Uberpriife fiir beide Zustéinde die Unschirferelation.

d) (5 p.) Berechne die Erwartungswerte der kinetischen Energie (T') und der potentiellen Energie (V).
Uberpriife, dass (T) + (V) = (H).

Ubung 2. Potenzreihenmethode (65 Punkte)

Der quantenmechanische HO l&sst sich iiber einen Potenzreihenansatz 16sen. Dazu beginnt man mit
der stationiren Schrédinger-Gleichung (v = d?v/dz?)

I @)+ L meatu(a) = Bu)
2m 2 B .

a) (10 p.) Um die Problemstellung zu vereinfachen, umschreibe die obige Gleichung mit den dimen-

sionslosen Groflen
y= wl%m, e =F/hw.

Definiere auflerdem ¢(y) = cy)(x) und bestimme ¢ so dass ¢(y) normiert ist.

b) (10 p.) Untersuche das asymptotische Verhalten der Gleichung fiir grofie y. Zeige, dass fiir y — oo

y2

ply) ~e 2.
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¢) (10 p.) Nun kann das asymptotische Verhalten der unbekannten Funktion explizit ausgedriickt
werden:

[N

Yy

o(y) = h(y)e 7.
Leite folgende Gleichung fiir A(y) her:

h" —2yh' + (2 — 1)h = 0.
d) (15 p.) Setze nun voraus, dass h(y) als unendliche Potenzreihe in y geschrieben werden kann
(e e]
h(y) = Z amy™.
m=0
Bestimme die Rekursionsrelation zwischen den Koeffizienten a,, und zeige, dass sich zwei un-

abhéngige Losungsmengen (gerade und ungerade) ergeben.

e) (15 p.) Zeige, dass die unendliche Reihe an einem endlichen n abgeschnitten werden muss: @,y =
0, damit die Wellenfunktion endlich und normierbar bleibt.
Hinweis: Betrachte die Taylor-Entwicklung von ¥ und vergleiche sie mit dem Verhalten der Reihe
fiir grofle .

f) (5 p.) Obige Schlussfolgerung ausnutzend, zeige, dass die Energie durch E,, = (n+ %)hw quantisiert
ist.

Die resultierenden Polynome h,,(y)sind proportional zu den Hermiteschen Polynome H,(y). Die
orthonormale Losungsmenge der urspriinglichen Schrodinger-Gleichung ergibt sich somit zu:

B mWIQ
U (z) = (2"71! ;:Z) H, (1/";;}1) e 2, n=0,o00.

(Bonus) Ubung 3. Supersymmetrische QM (50 Punkte)

N|=

In dieser Aufgabe wird eine Verallgemeinerung der Auf- und Absteigeoperatoren betrachtet. Fiir ein ge-
gebenes Potential V_(z), wird hierbeit ein Partnerpotential V. (x) konstruiert, welches die identischen
Eigenwerte besitzt, bis auf den Grundzustand. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann nun das
Potential V_(z) so verschoben werden, dass der zugehérige Grundzustand o (z) eine verschwindende
Energie E; = 0 besitzt.

a) (10 p.) Zeige, dass der Hamiltonian H_ = —% % + V_ in folgender Form schreiben lasst
H_=A%A
wobei
A= Lt
V2m: dz o

und ¢ = %1/10.

b) (10 p.) Betrachte nun den Partner-Hamiltonian H; = AA™, welcher auch als H, = Py,

T 2m da?

definiert werden kann. Zeige, dass fiir die Potentiale V; und V_ folgende Beziehung gilt:
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c) (15 p.) Zeige, dass H_ und H, bis auf den Grundzustand, das gleiche Spektrum besitzen.
Stelle die Eigenzustéinde ;7 und Energien E; in Abhéngigkeit von ¢, und E, dar.
Tipp: Betrachte die Zustéinde Ay, und ATy, wobei ¢ Eigenzustinde von H. sind.

d) (15 p.) Betrachte nun ein Teilchen im unendlichen Kastenpotential

V (2) % for 0<z<a
_xr) =
400  sonst,

Bestimme Vjp, sodass der Grundzustand E, = 0 besitzt. Berechne das Partnerpotential V, (z).
Bestimme die korrekt normierten Eigenzustinde ;" (z). Erklire warum das Auftreten von Part-
nerpotentialen niitzlich sein konnte.



