Anwesenheitsaufgaben 4

zur Vorlesung

wEinfiihrung in die Gittereichtheorie

im Sommersemester 2018

Dozent: PD Dr. G. von Hippel

1. Naiwer Kontinuumslimes der Wilson- Wirkung

Die Wilson-Wirkung fiir eine SU(N..)-Eichtheorie auf dem Gitter ist durch das Produkt
der Link-Variablen entlang jeder Plakette des Gitters gegeben:

1
Sw) =3 Y (1 - Ret UW(:E))
TEN p<v ¢
mit
U () = UN(@)Ul(x + 2)U, (2 + 1) Up(2).

(a) Fiihren Sie ein Eichpotential A, (z) tiber U,(x) = ®41(@ 34 ein und benutzen Sie
die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel, um U, (z) als eine einzige Exponentialfunk-
tion zu schreiben.

(b) Taylor-entwickeln Sie die Eichpotentiale im Exponenten, um U, () = e* Fu()+0(?)

7ZU zeigen.

(c) Bestimmen Sie den Wert von S, fiir den die Wilson-Wirkung im naiven Kontinu-
umslimes a — 0 zur Yang-Mills-Wirkung reduziert.

2. Das Haar-Maf$ auf SU(N,)

Das Haar-MaB du(U) auf einer kompakten halbeinfachen Lie-Gruppe G ist definiert
durch die Eigenschaften

dp(VU) = du(UV) = du(U) fir alle V e G

/Gdu(U)zl.

In dieser Aufgabe wollen wir das Haar-Maf fiir SU(JV,) konstruieren.

und

(a) Zeigen Sie: Durch
(X,Y) =tr (XTY)
ist ein Skalarprodukt auf dem Raum CYe*Ne der komplexen N, x N,.-Matrizen de-
finiert, das unter Multiplikation mit einer unitaren Matrix U € SU(N,) invariant
ist.



(b) Schlussfolgern Sie, dass eine invariante Metrik auf SU(N.) durch
ds? = (AU, dU) = gpn(a)da™da™

gegeben ist, wobei U(a) = e*7" eine Parametrisierung von SU(N,) mit antihermi-
tischen Generatoren T* sei, die [T, T?] = f2T*° erfiillen.

(c) Zeigen Sie: Das Haar-Maf3 auf SU(/V,) ist

= /[ det(g)| ] ] dew

mit einer Konstanten C. (Hinweis: Benutzen Sie die Transformationseigenschaften
des metrischen Tensors unter einer Koordinatentransformation a +— o).

(d) Nutzen Sie die Identitit UUT = 1, um einen Ausdruck fiir g,,, () herzuleiten.
(e) Zeigen Sie die folgenden Integrale:

SU(Ne)

1
/ dpU)UisUs = 57005
SU(N¢) c

3. Transfermatriz fiir die reine Eichtheorie mit Wilson- Wirkung

In dieser Aufgabe wollen wir die Transfermatrix fiir die reine Eichtheorie mit Feldern

Uz, € SU(N,) und der Wilson-Wirkung
Sw = ﬁZZ—Re Tr(1 — Uy )
T v<p

bestimmen, wobei U, ,, = Ux,uUaz—i—/},VUx 5 MUxT ,, die kleinstmogliche Wilson-Schleife auf
dem Gitter (eine Plakette) ist.

Als Hilbert-Raum betrachten wir den Raum, der von den Eigenzustinden |U) der raumlichen
Link-Operatoren Uxy (mit Uyxx|U) = Uxx|U)) aufgespannt wird. Die Orthonorma-
litdtsrelation setzen wir als

(U'\Uy = H5 (Usr, — Usi)

mit einer geméaf
/du(U) U -U")=
normierten Dirac-Verteilung.

(a) Uberzeugen Sie sich, dass damit das Skalarprodukt zwischen zwei beliebigen Zustéinden

durch
(Bl) = / [T ©)0(0)

mit geeignet definierten und normierten Wellenfunktionen 1, ¢ gegeben ist.



(b) Unter einer Eichtransformation € transformieren sich die rdumlichen Linkvariablen
gemiB Uy = QxeJ“QLHE' Zeigen Sie, dass durch (D(Q))(U) = (U®) eine Dar-
stellung der Eichgruppe auf dem Hilbert-Raum gegeben ist.

(c) Physikalische Zustédnde miissen eichinvariant sein. Zeigen Sie, dass durch
(Panet)©) = [ T]au(02 (™

eine Projektion auf den Unterraum der eichinvarianten Zusténde gegeben ist.

(d) Zerlegen Sie die Wilson-Wirkung in einen rein rdumlichen und einen raum-zeitlichen
Anteil, und folgern Sie, dass sie in der Form

1 n 1
Sw=)_ (§V<U (D) + KU UM U™) + U + 5V(U‘">>)

n

mit rein rdumlichen Linkvariablen U™ auf der Zeitscheibe ¢ = na und zeitlichen
Linkvariablen Uén) zwischen den Zeitscheiben t = na und ¢t = (n + 1)a geschrieben
werden kann. Bestimmen Sie jeweils V und K explizit.

(e) Folgern Sie, dass die Transfermatrix als T = eV Tye:V mit V|U) = V(U)|U) und
TK = T[O(Pphys mit

<U/‘TIO(|U> _ eBZx,k NicRe Tr(]]_—U;’kULk)

geschrieben werden kann. Welche Rolle {ibernimmt das zeitliche Eichfeld Uy?

(f) Zeigen Sie, dass [Pynys, I'] = 0, und schlussfolgern Sie, dass die Zeitevolution physi-
kalische Zusténde auf physikalische Zustdnde abbildet.

(8) Zeigen Sie, dass W\ﬂ@ > 0 fiir alle physikalischen Zustdnde [¢)) gilt, solange
(6| TY|p) > 0 fiir beliebige Zustinde |¢) gilt. Warum ist letzteres der Fall?

4. Wilson-Schleifen und statisches Potential

Wir betrachten die Theorie eines statischen skalaren Feldes ¢, € Ce mit der Wirkung

S=Sw+a' ) (Voo Vo, +m’dio)

mit der kovarianten Ableitung V,¢, = a™ (U, 0sii — Gx)-
(a) Zeigen Sie, dass der Propagator des skalaren Feldes bei gegebenem Eichfeld U durch

a " zo—yo|—1
a

e RN I DU T U A
n=0

gegeben ist.



(b) Betrachten Sie nun den Operator Og(t) = ¢l+R/% (HR_I U +mf€) b, mit xy = t,

m=0 "z
x = 0 und zeigen Sie

(OL(1)OR(0)) = C(Wpp)e B0t

mit Konstanten C' und FEj, wobei Wgxr eine rechteckige Wilson-Schleife mit den
Seitenldnge R und T ist.

(c¢) Benutzen Sie die Transfermatrix, um zu begriinden, warum fiir das Potential V (R)
zwischen zwei statischen Quellen damit

V(R) ~ —% log(Wgr)

fir 0 < T' < N, folgt.

(d) Schlussfolgern Sie, dass ein area law fiir die Wilson-Schleife ein lineares Potential
V(R) ~ oR impliziert.



