
10.4.1 Rechenregeln

~F und ~G partiell differenzierbare Vektorfelder, f partiell diffe-
renzierbares Skalarfeld:

~∇×
(
~F + ~G

)
= ~∇× ~F + ~∇× ~G,

~∇×
(
f ~G
)

=
(
~∇f
)
× ~G+ f ~∇× ~G.

Exemplarisch: Betrachte i-te Komponente,(
~∇×

(
f ~G
))

i
= εijk∂j(fGk)

= εijk(∂jf)Gk + εijkf∂jGk

=
((
~∇f
)
× ~G

)
i
+ f
(
~∇× ~G

)
i
.

10.4.2 Beispiele und Interpretation

1. Es sei f(~x) ein zweimal stetig differenzierbares Skalarfeld
und

~V (~x) = ~∇f(~x)

das zugehörige stetig differenzierbare Gradientenfeld. Dann
gilt

~∇× ~V = ~∇× (~∇f) = ~0.

Begründung: (
~∇× ~V

)
i

= εijk∂jVk

= εijk∂j∂kf

Satz von Schwarz

= εijk∂k∂jf

Umbenennung j ↔ k

= εikj∂j∂kf

Symmetrie des Epsilonsymbols

= −εijk∂j∂kf
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Situation a = −a ⇒ a = 0

= 0.

Kurz: ~∇× ~∇f = ~0 für zweifach stetig differenzierbares f .

2. rot ~V heißt das
”
Wirbelfeld von ~V “.

Anschauliche Deutung anhand von Beispielen:

(a) ~V (~x) = ~x

~∇ · ~x = ∂ixi = 3,

~∇× ~x = ~0,

denn (
~∇× ~x

)
i

= εijk∂jxk = εijkδjk = εijj = 0.

Alternativ:

~∇× ~x =

∂x∂y
∂z

×
xy
z

 =

 ∂yz − ∂zy
−∂xz + ∂zx
∂xy − ∂yx

 =

0
0
0

 .

(b) ~V (~x) = xêx

208



div ~V = ~∇ ·

x0
0

 = 1,

~∇× ~V =

∂x∂y
∂z

×
x0

0

 =

 ∂y0− ∂z0
−∂x0 + ∂zx

∂x0− ∂yx

 = ~0.

(c) ~V (~x) = êz × ~x

~V (~x) =

0
0
1

×
xy
z

 =

 0 · z − 1 · y
−0 · z + 1 · x
0 · y − 0 · x

 =

−yx
0

 ,

~∇ · ~V = ∂x(−y) + ∂yx+ ∂z0 = 0,
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~∇× ~V =

∂x∂y
∂z

×
−yx

0

 =

 ∂y0− ∂zx
−∂x0 + ∂z(−y)
∂xx− ∂y(−y)

 =

0
0
2

 .

3. Es sei ~V (~x) = f(r)~x ein radialsymmetrisches Vektorfeld.
Dann gilt

~∇× ~V = ~0.

Begründung:

~∇× ~V =
(
~∇f(r)

)
× ~x+ f(r)~∇× ~x

= f ′(r)
~x

r
× ~x︸ ︷︷ ︸

= ~0

+f(r) ~∇× ~x︸ ︷︷ ︸
= ~0

= ~0.

4. Zur Interpretation betrachten wir ein Elementarquadrat
der Seitenlänge ∆ in der (x, y)-Ebene am Ursprung.

-

x

6
y

-

6
�

?

(0, 0) (∆, 0)

(∆,∆)(0,∆)

∮
C

~V · d~x =
4∑
i=1

∫
Ci

~V · d~x

=

∫ ∆

0

dxVx(x, 0, 0) +

∫ ∆

0

dy Vy(∆, y, 0)

+

∫ 0

∆

dxVx(x,∆, 0) +

∫ 0

∆

dy Vy(0, y, 0)
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=

∫ ∆

0

dx
[
Vx(x, 0, 0)− Vx(x,∆, 0)︸ ︷︷ ︸

= Vx(x, 0, 0) + ∆∂Vx(x,0,0)
∂y +O(∆2)

]

+

∫ ∆

0

dy [ Vy(∆, y, 0)︸ ︷︷ ︸
= Vy(0, y, 0) + ∆

∂Vy(0,y,0)
∂x +O(∆2)

−Vy(0, y, 0)
]

= −∆

∫ ∆

0

dx
∂Vx(x, 0, 0)

∂y︸ ︷︷ ︸
= ∂Vx(0,0,0)

∂y +O(x)

∫ ∆

0 dxO(x) = O(∆2)

+ ∆

∫ ∆

0

dy
∂Vy(0, y, 0)

∂x
+O(∆3)

= −∆2∂Vx(0, 0, 0)

∂y
+ ∆2∂Vy(0, 0, 0)

∂x
+O(∆3)

= ∆2 êz ·
(
~∇× ~V (0, 0, 0)

)
+O(∆3)

≈
∫

∆F

d~F · (~∇× ~V ).

Betrachte nun ∆F = ∆2 → 0:

(~∇× ~V (~0))z = lim
∆F→0

1

∆F

∮
C�

~V · d~x.

Verallgemeinerung für beliebigen Ort und beliebige Orien-
tierung des Flächenstücks:

n̂ · (~∇× ~V ) = lim
∆F→0

1

∆F

∮
∂∆F

~V · d~x.

Die Rotation in Richtung n̂ ist gleich der Zirkulation längs
der Randkurve ∂∆F einer orientierten Fläche ∆~F = ∆Fn̂
geteilt durch die Fläche im Grenzfall ∆F → 0. Man nennt
diese Flächendichte der Zirkulation auch Wirbelstärke.
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10.5 Zusammenstellung von Rechenregeln der

Vektoranalysis

Es seien f und g hinreichend oft (i. Allg. stetig oder zweimal
stetig) differenzierbare skalare Felder und ~F und ~G entspre-
chende Vektorfelder.

1. Summenregeln

~∇(f + g) = ~∇f + ~∇g,
~∇ · (~F + ~G) = ~∇ · ~F + ~∇ · ~G,
~∇× (~F + ~G) = ~∇× ~F + ~∇× ~G.

2. Produktregeln

~∇(fg) = (~∇f)g + f ~∇g,
~∇ · (f ~G) = (~∇f) · ~G+ f ~∇ · ~G,
~∇× (f ~G) = (~∇f)× ~G+ f ~∇× ~G,

~∇(~F · ~G) = (~F · ~∇)~G+ (~G · ~∇)~F + ~F × (~∇× ~G) + ~G× (~∇× ~F ),

~∇ · (~F × ~G) = ~G · (~∇× ~F )− ~F · (~∇× ~G),

~∇× (~F × ~G) = (~G · ~∇)~F − (~F · ~∇)~G+ ~F (~∇ · ~G)− ~G(~∇ · ~F ).

3. Zweite Ableitungen

~∇ · (~∇× ~F ) = 0,

~∇× (~∇f) = ~0,

~∇× (~∇× ~F ) = ~∇(~∇ · ~F )−∆~F .

10.6 Ableitungen in sphärischen und Zylin-

derkoordinaten

In Abhängigkeit von der Geometrie des Problems sind krummli-
nige Koordinaten geeigneter für die Beschreibung von (Vektor-)Feldern.

Hier: Beschränkung auf Zylinder- und Kugelkoordinaten.
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Umschreiben von Gradient, Divergenz, Rotation und
Laplace-Operator

Illustration der
”
Brechstangenmethode“ anhand des Beispiels

eines Skalarfeldes

f(x, y, z) = g(ρ, ϕ, z) = h(r, θ, ϕ).

Zylinderkoordinaten

x = ρ cos(ϕ),

y = ρ sin(ϕ),

ρ =
√
x2 + y2,

ϕ = arctan
(y
x

)
= arccot

(
x

y

)
,

∂ρ

∂x
=

1

2
√
x2 + y2

2x =
x

ρ
= cos(ϕ),

∂ρ

∂y
= sin(ϕ),

∂ϕ

∂x
= − 1

1 +
(
x
y

)2

1

y
= − y

y2 + x2
= −sin(ϕ)

ρ
,

∂ϕ

∂y
=

1

1 +
(
y
x

)2

1

x
=

cos(ϕ)

ρ
.

Verwende die Kettenregel:

~∇f =
∂f

∂x
êx +

∂f

∂y
êy +

∂f

∂z
êz

=

(
∂g

∂ρ

∂ρ

∂x
+
∂g

∂ϕ

∂ϕ

∂x
+
∂g

∂z �
�
��∂z

∂x

)
êx

+

(
∂g

∂ρ

∂ρ

∂y
+
∂g

∂ϕ

∂ϕ

∂y
+
∂g

∂z �
�
��∂z

∂y

)
êy

+

(
∂g

∂ρ �
�
��∂ρ

∂z
+
∂g

∂ϕ�
�
��∂ϕ

∂z
+
∂g

∂z

∂z

∂z

)
êz

=

(
cos(ϕ)

∂g

∂ρ
− sin(ϕ)

ρ

∂g

∂ϕ

)
(cos(ϕ)êρ − sin(ϕ)êϕ)
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+

(
sin(ϕ)

∂g

∂ρ
+

cos(ϕ)

ρ

∂g

∂ϕ

)
(sin(ϕ)êρ + cos(ϕ)êϕ)

+
∂g

∂z
êz

sin2(ϕ) + cos2(ϕ) = 1

=
∂g

∂ρ
êρ +

1

ρ

∂g

∂ϕ
êϕ +

∂g

∂z
êz.

Analog für Kugelkoordinaten (aber aufwändiger). Analog für
Divergenz, Rotation und Laplace-Operator.
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Zusammenfassung:

f(x, y, z) = g(ρ, ϕ, z) = h(r, θ, ϕ),

~V = Vx(x, y, z)êx + Vy(x, y, z)êy + Vz(x, y, z)êz

= Gρ(ρ, ϕ, z)êρ +Gϕ(ρ, ϕ, z)êϕ +Gz(ρ, ϕ, z)êz

= Hr(r, θ, ϕ)êr +Hθ(r, θ, ϕ)êθ +Hϕ(r, θ, ϕ)êϕ.

~∇f =
∂f

∂x
êx +

∂f

∂y
êy +

∂f

∂z
êz

=
∂g

∂ρ
êρ +

1

ρ

∂g

∂ϕ
êϕ +

∂g

∂z
êz

=
∂h

∂r
êr +

1

r

∂h

∂θ
êθ +

1

r sin(θ)

∂h

∂ϕ
êϕ,

~∇ · ~V =
∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

=
1

ρ

∂

∂ρ
(ρGρ) +

1

ρ

∂Gϕ

∂ϕ
+
∂Gz

∂z

=
1

r2

∂

∂r
(r2Hr) +

1

r sin(θ)

∂

∂θ
(sin(θ)Hθ) +

1

r sin(θ)

∂Hϕ

∂ϕ
,

~∇× ~V =

(
∂Vz
∂y
− ∂Vy

∂z

)
êx +

(
∂Vx
∂z
− ∂Vz

∂x

)
êy +

(
∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)
êz

=

(
1

ρ

∂Gz

∂ϕ
− ∂Gϕ

∂z

)
êρ +

(
∂Fρ
∂z
− ∂Gz

∂ρ

)
êϕ +

1

ρ

(
∂

∂ρ
(ρGϕ)− ∂Gρ

∂ϕ

)
êz

=
1

r sin(θ)

[
∂

∂θ
(sin(θ)Hϕ)− ∂Hθ

∂ϕ

]
êr +

1

r

[
1

sin(θ)

∂Hr

∂ϕ
− ∂

∂r
(rHϕ)

]
êθ

+
1

r

[
∂

∂r
(rHθ)−

∂Hr

∂θ

]
êϕ,

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

=
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂g

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2g

∂ϕ2
+
∂2g

∂z2

=
1

r2

∂

∂r

(
r2∂h

∂r

)
+

1

r2 sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂h

∂θ

)
+

1

r2 sin2(θ)

∂2h

∂ϕ2
.




