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Aufgabe 1. (45 Punkte)

Erinnere dich an den eindimensionalen quantenmechanischen Harmonischen Oszillator mit dem Spek-
trum gegeben durch
E,=n+ %)hw

und den stationédren Zustdnden |n):
Erinnere dich an die Leiteroperatoren

1 =
at = mwx F ip),
= o e F i)

welche auf |n) wie folgt wirken:
arn) =vn+1n+1) , a_|n)=+nn-1) .

Wir wissen, dass |n) eine vollstdndige ONB in unserem Hilbert-Raum bilden. In einer solchen
diskreten Basis wird ein Vektor als unendliche diskrete Spalte von Werten dargestellt, wahrend ein
Operator durch unendlich dimensionale Matrizen beschrieben wird. Betrachte Matrixdarstellungen
von H -, &- and p-Operatoren in dieser Basis.

a) (5 p.) Schreibe die Matrixdarstellung des Hamiltonian H,,, = (n| H |m) auf.

b) (15 p.) Zeige ohne einen expliziten Ausdruck fiir (z|n) auszunutzen, dass

[0 VI 0 0 -
- Vi 0 V2 0 -
(nl@fm) = /5~ [0 V2 0 V3 -

Hinweis: Driicke & durch Ausdriicke bestehend aus Leiteroperatoren aus.

c) (15 p.) Zeige ohne einen expliziten Ausdruck fiir (x|n) auszunutzen, dass

[0 \ﬁ 0 0 ...

- -1 0 V2 o ---

(nlplm) = —i[=5= | 0 —vVZ 0 V3
2 0 0 —v3 0

Hinweis: Driicke p durch Ausdriicke bestehend aus Leiteroperatoren aus.
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d) (10 p.) Bestimme mit gegebenem H = % + %21’2 die rdumliche Darstellung des Hamiltonian

K2 92 mw2z?

(x| H |2') = <_2m@x2 - 2) §(z — ).

Beachte, dass wir die “iibliche” Operatorform des Hamiltonian erhalten, wenn wir diesen in obiger
Form auf Zusténde in raumlicher Darstellung wirken lassen:

K2 0?2 mw?z? K2 0?2 mw?z?

/dﬂ?l (e H|a") (') = /dx, <—2max2 + 2> d(z—a') (2'[¢) = <—2m@x2 t— > (z|¥),
wobei (z[1) = ¥(z).

Beachte, dass alle Vektoren und Operatoren Grofien sind, welche invariant unter Basiswechsel sind.
Darstellungen in gewéhlten Basen (Raumen) sind einfach verschiedene Wege um dieselbe Grofle zu
beschreiben.

Aufgabe 2 — 2D Quanten Harmonischer Oszillator. (55 + 20 Punkte)

a) (10 p.) Unter der Voraussetzung, dass die Losungen fiir den eindimensionalen Fall bekannt sind,
l6se den zweidimensionalen isotropen quantenmechanischen HO in kartesischen Koordinaten:

h2 32 82 2

Hinweis: Nutze die Methode der Separation von Variablen: ¢ (z,y) = X (2)Y (y). Stelle separate
Gleichungen fiir X (x) und Y (y) auf.

b) (5 p.) Schreibe das Energiespektrum auf. Was ist der Entartungsgrad der Energielevel?

c) (10 p.) Zeige, dass der zweidimensionale Laplace-Operator in Polarkoordinaten folgende Form
annimmt:

2 10 1 9

A= e T ag

d) (10 p.) Bestimme den Drehimpulsoperator f)z = Ipy — Yp, in Polarkoordinaten und zeige, dass
[H,L,] =0.

e) (10 p.) Betrachte den 2D isotropen HO in Polarkoordinaten. Separiere die Variablen ¢(r, ¢) =
v(r)u(¢) und stelle Gleichungen fiir v(r) und u(¢) auf.
Die Gleichung fiir v(r) kann in die Gleichung fiir die verallgemeinerten Laguerre-Polynome LLA:”H ( e r2)

R
transformiert werden. Damit erhdlt man die finale Losung

¢m«M(T7 Qb) = CnTM T‘M‘eTﬁLLj\le (?72) Mo

mit den Energieeigenwerten
E=h(M|+1+2n,), n,=0,1,2,..., M=0,£1,42,...,
wobei M die Quantenzahl korrespondierend zu L, ist.

f) (10 p.) Finde Eigenwerte und -vektoren von L, in Polarkoordinaten. Zeige, dass die vollstandige
und orthonormale Menge von Eigenfunktionen tatséchlich fir H und L, gemeinsam ist.

g) (20 p. Bonus) Finde die Losung der Schrodinger Gleichung fiir den Grundzustand (n, = 0, M = 0)
in Polarkoordinaten.

mw .2

Hinweis: Setze E = hw, u”(¢) = 0 und substituiere v(r) = e~ 2n " F(r).




