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Einleitung

Einleitung

In dieser Arbeit wird eine Methode vorgestellt, die AI = 1/2-Regel mit Hilfe einer Kom-
bination aus chiraler Stérungstheorie und Gitter-QCD zu untersuchen.
Die Ubergangsamplituden des nicht-leptonischen schwachen Zerfalls eines neutralen

Kaons in zwei Pionen mit Isospin I ist
<(7T7T)]|Hw|KO> = iAIeidlv I=0,2, (1)

wobei Hyy fiir den AS = 1 Hamiltonoperator und §; fiir die Phasenverschiebung der
Streuung steht. Aus Experimenten weifs man, dass das Verhiltnis der Amplituden der
Endzustdnde mit Isospin null und eins gegeben ist als

| Ao

=221 2

Dieses Verhitnis ist bekannt als die AT = 1/2-Regel.

Verschiedene Effekte der starken Wechselwirkung konnen bei unterschiedlichen
Energien fiir dieses Ungleichgewicht verantwortlich sein. Bei einer Energie von un-
gefdhr 100MeV konnten die Pion-Endzustdnde miteinander wechselwirken. Es konnten
Effekte, die bei einer Energie Fgcp ~ 250MeV (nahe der intrinsischen QCD-Skala)
auftreten, eine Rolle spielen. Auflerdem koénnte das Charmquark bei einer Energie von
ungefdhr 1GeV einen Beitrag liefern. Ob alle drei Effekte gleichermafien oder einer im
Besonderen beitragt, ist derzeit noch ungeklart. Auf jeden Fall miissen all diese Effekte
nicht-perturbativ behandelt werden, da sie auf langreichweitige Effekte der starke
Wechselwirkung zurtickzufiihren sind.
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Einleitung Einleitung

Um den Beitrag des Charmquarks bei diesem Prozess genauer verstehen zu kénnen,
muss auf nicht-perturbative Methoden zurtickgegriffen werden, was die Gitter-QCD ins
Spiel bringt.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, mit einer Kombination aus Gittersimulationen und
chiraler Storungstheorie das Problem anzugehen. Bei einer Energie von ungefdahr 1GeV
waire es im Prinzip moglich, die Ubergangsamplituden direkt mit Hilfe von Simulationen
der Gitter-QCD zu berechnen. Dies ist allerdings sehr aufwendig und teuer. Eine einfa-
chere und billigere Moglichkeit ist, die Ubergangsamplituden in chiraler Stérungstheorie
zu behandeln. Dabei treten Niederenergiekonstanten auf, die mit Hilfe von Simulationen
auf einem Gitter berechnet werden kénnen.

In [8] sind die Grundgedanken niedergeschrieben, auf welche Art und Wiese die
Ubergangsamplituden in chiraler Storungstheorie und Gitter-QCD zu berechnen
sind. Diese Berechnung lduft darauf hinaus, Dreipunktfunktionen zwischen zwei
linkshdndigen Stromen oder pseudoskalaren Dichten und dem zugrundeliegenden Ha-
miltonoperator zu bestimmen. Dazu kann zunédchst das Problem mit einem leichten
Charmquark und einer exakten SU(4)-Symmetrie angegangen werden. Danach kann
man dazu tibergehen, die Charmquark-Masse anzuheben und den Hamiltonoperator auf
eine irreduzible Darstellung der SU(3)r, zu projezieren. Dies ermdglicht es, das Charm-
quark entweder auszuintegrien oder aber in der Simulation explizit mitzuberechnen. Auf
der Seite der chiralen Stérungtheorie wird der Hamiltonoperator auf dieselbe Weise pro-
jeziert. Hier gibt es auch die Moglichkeit, das Charmquark auszuintegrieren [16] oder
man geht direkt in den SU (3)-Fall der chiralen Stérungstheorie tiber [17]. Die Dreipunkt-
funktionen mit dem projezierten Hamiltonoperator und zwei pseudoskalaren Dichten
werden in dieser Arbeit sowohl in fithrender als auch in nachfiithrender Ordnung be-
rechnet.

In Kapitel eins wird umfassend in die Gitter-QCD und die chirale Stérungstheorie ein-
gefiihrt. Aufierdem wird gezeigt, wie die Verkniipfung zwischen Gitter-QCD und chira-
ler Storungstheorie im Prinzip mdglich ist. Kapitel zwei befasst sich mit der Herleitung
des Hamiltonoperators mit aktivem Charmquark, der fiir die AS = 1-Ubergénge verant-
wortlich ist. Dies wird sowohl fiir die Gitter-QCD als auch die chirale Stérungstheorie
gemacht. In Kapitel drei werden alle notwendigen Entwicklungen in der chiralen
Storungstheorie entsprechend dem Zihlschema des Epsilonregimes ausgefiihrt und die
Korrelationsfunktionen in fithrender Ordnung berechnet. Die nachfiihrende Ordnung ist
Thema des vierten Kapitels und in Kapitel fiinf werden alle Ergebnisse zusammenge-

fasst. Die Anhidnge enthalten weitergehende technische Details.




GRUNDLAGEN

Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Gitter QCD

Die Quantenchromodynamik ist, wie die Quantenelektrodynamik, eine Eichtheorie, al-
lerdings mit dem Unterschied, dass die zugrunde liegende Eichgruppe nicht abelsch und
die Theorie damit bedeutend schwerer zu lsen ist. Bis heute hat man noch keinen ana-
lytischen Zugang gefunden, um die QCD im Nieder-Energiesektor zu l6sen. Deshalb
muss man sich hédufig effektiven Theorien zuwenden, wie zum Beispiel der chiralen
Storungstheorie. Dies hat allerdings den Nachteil, dass nur Bereiche bestimmter Ener-
gien und niemals die volle Theorie gelost werden kénnen.

Im Gegensatz dazu verfolgt die Gitter-QCD einen anderen Ansatz. Die QCD wird auf
einem Raum-Zeit-Gitter definiert und dann mit numerischen Methoden auf einem Com-
puter simuliert. Der Vorteil liegt klar auf der Hand: Die gesamte Theorie ist bis auf
statistische Fehler durch die Simulationen losbar. Allerdings kommt man auch hier
nicht ganz ohne effektive Theorien aus, denn die Simulationen unterliegen gewissen Be-
schrankungen, auf die in Kapitel [1.1.3|genauer eingegangen wird.

Zwar wird die Gitter-QCD in dieser Diplomarbeit nicht verwendet, allerdings wird es
dennoch eine Einfiihrung geben, da die Verkniipfung zwischen Gitter-QCD und chira-
ler Storungstheorie fiir das zugrunde liegende Problem von essentieller Bedeutung ist.
Um die Prinzipien der Quantisierung auf dem Gitter und der spontanen Symmetrie-

brechung zu zeigen, wird auf das Beispiel einer skalare Theorie mit ®*-Wechselwirkung
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zuriickgegriffen.

1.1.1 Euklidische Gitter-Quantisierung der ®*-Theorie
Um eine Theorie auf dem Gitter zu quantisieren, benotigt man generell vier Schritte.

1. Definition der klassischen euklidischen Wirkung

Die Wirkung wird normalerweise auf einem euklidischen Gitter definiert, da
Simulationen auf einer euklidischen Raum-Zeit deutlich einfacher zu realisie-
ren sind. Im Fall einer skalaren Theorie mit ®*-Wechselwirkung ergibt sich die
folgende Wirkung

Sp[®] = /d% {;%@(1:)8“@(3:) + %m2¢($)2 + i!@(x)‘*} : (1.1)

2. Diskretisierung der Lagrangedichte

Damit die Lagrangedichte diskretisiert werden kann, muss zuerst ein Gitter
A g definiert werden, auf dem dies geschehen soll

Ap={zeR2%/a=1,..,Njalja=1,..,N,,j=1,23}. (1.2)

Hier ist a die Gitterkonstante und N; x N3 die Anzahl der Gitterpunkte. Das physi-
kalische Volumen ist dadurch gegeben als V' = T' x L3 = N;-a x (Ny - a)?. Feldtheo-
retische Grofsen konnen auf dem Gitter verschiedenen Gittervariablen zugeordnet
werden, zum Beispiel das skalare Feld den Gitterpunkten z,.

Die Lagrangedichte und damit auch die Wirkung werden wie folgt auf dem Gitter

definiert

Sp[®] =a* {;dué(x)dué(x) + %m2<1>(93)2 + i!@(x)‘*} . (1.3)

Die Ableitungen gibt es in zwei diskretisierten Formen, die eine wirkt riickwirts
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und die andere vorwaérts

4uB(r) =~ (®(z + afi) — B(x)) (1.4)
B B(x) = (B(r) — B(x — o) (15)

wobei /i der Einheitsvektor in u-Richtung ist. Wie in der Festkorperphysik kann
auch in der Gitterfeldtheorie ein inverses Gitter A7, {iber Fouriertransformation de-
finiert werden

2 97
*E:{peR‘* pO:”nO,p?:”nﬂ,jﬂ,zs,}. (L6)
T L
Hier gilt ng = —%, s (%—1) und nj = —%, s (%—1). Das fouriertransformierte
Feld ist definiert als ;
B(p) =D e D (). (1.7)
n=1

Durch die Transformation erhélt man auf natiirlichem Wege zwei wichtige Eigen-
schaften. Zum einen sind p” und p’ in Einheiten von 27/T und 27 /L quantisiert,
zum anderen erhdlt man einen Impuls-Cutoff A = 7/a, denn der Impuls liegt im-
mer in den Brillouin-Zonen mit den Werten

213

<p<

S

) (1.8)
Das Gitter kann also als ein Regulator angesehen werden. Durch die Formulierung
auf dem Gitter ergibt sich noch ein weiterer Vorteil: Man kann zusétzliche Terme,

zum Beispiel zum Potential oder den Ableitungen addieren, solange diese Terme

im Kontinuumslimes (a—0) verschwinden.

3. Quantisierung mit dem Pfadintegral

Das euklidische Pfadintegral auf dem Gitter ist definiert als
Zp = / D[®] ¢S5, (1.9)

Das Integrationsmaf3 ©[®] hat auf dem Gitter die Bedeutung einer einfachen mul-
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tidimensionalen Integration

D0 = [] do(x). (1.10)

rEAE

Wie im Kontinuum kénnen auch auf dem Gitter ein erzeugendes Funktional und
Korrelationsfunktionen definiert werden. Um dies zu tun, benétigt man zuerst das
Skalarprodukt der Felder

(B1, B2) = a* Y @y(2)Pa(). (1.11)

TEAE

Die Wirkung des freien Feldes ist dann
1
wobei K ein linearer Operator sein soll
K =—did,+m*. (1.13)

Die Korrelationsfunktionen konnen wie im Kontinuum einfach hingeschrieben

werden

(®(21)...D(z,)) = ZlE/ I @) ®(x).-d(w)e 552 (114

In ihnen steckt der gesamte physikalische Inhalt in der euklidischen Raumzeit
und im Kontinuum-Grenzfall werden sie zu Schwingerfunktionen. Das Kriterium
von OSTERWALDER UND SCHRADER besagt nun, dass diese Informationen in der
Minkowski-Raumzeit aus den Schwingerfunktionen rekonstruiert werden konnen.
Mit Hilfe von externen Feldern J(x), die auf dem Gitter definiert werden, kann das
erzeugenden Funktional W[J] definiert werden als

M = (D)) = ZlE / [T d®(z) e 5e00 (), (1.15)
TEAE

Wie {iblich konnen die Korrelationsfunktionen durch Ableiten des erzeugenden

Funktionals nach den dufieren Feldern berechnet werden.
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Man erhilt
0
mew[ﬂ — g <(I,(x)e(J,q>)> (1.16)
o WiJ] _ (4
BT’ =0 = (@) (@) (r2) (117)

Interessant ist nun noch die Beziehung zwischen dem erzeugenden Funktional W([J]

und dem Operator K im freien Fall
RO / [[ do() e 3@ KD+ (1.18)

exponent: — %(Cb ~ K'Y K@®-K ')+ (J, K

1 1
= 5{((1)7[((1))) - (K_I‘L K(I)) - (<D7 J) + (K_lja '])} + §(J7 K_l‘])
WJ I(JvK_lJ)l/ 1 KV K(®—K!
= e e2 Zr !A[ d®(z) exp{ 2( J, K ( J)}
xT E [oN o
— e (WETH), (1.19)

Der inverse Operator K ~! wird also benétigt. Um ihn zu berechnen, wird er durch
eine Fouriertransformation diagonalisiert. Dazu miissen zuerst die externen Felder

transformiert werden

J@):ml.Tp;A* I T = S (1.20)

Mit Hilfe des auf dem Gitter definierten Laplace-Operators

* 1 -~ ~
dyduf(z) = S1f(z+ap) + f(z - ai) — 2f(2)} (1.21)
kann die Transformation des Operators K berechnet werden, der auf ein externes
Feld J(x) wirkt
KJ(z) = b > (Ke™)J(p). (1.22)
L3.T
pGAE
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Um zu wissen, wie K auf ein Feld wirkt, muss nur noch Folgendes berechnet wer-

den:

Ke'P? = (—d;du + mQ)eipx

_ _%( cip(atai) | gip(e—ai) _ ggipry | 2 ipe pfi=py

= —%(eip“a + e Pre _ 2) 4 m?Yeir?

— {—aism(p;) n mQ}ezpm

= (P> +m*)e?" | Py = 2 sin(24%) p=0,1,2,3. (1.23)

K wirkt also nur durch eine Multiplikation mit (ﬁi +m?) auf ein externes Feld und
man kann den inversen Operator leicht berechnen

1 ipxr\ T
(K 7) @) = 25— 3 (K1em)J(p)
pEA*
Z {(*+m?)~ e} J(p)
pEA* 4 -
=at}>, e~V J(y)
1 e'p(z—y)
4
- ZL?’-T Z ﬁg—i-mQJ(y)
Y peEAY
= a4ZG(x —y) J(y). (1.24)
Yy

G(z — y) ist die Greensfunktion zu dem Operator K. Mit Hilfe der Greensfunktion
kann das erzeugende Funktional als

1
WJ] _ 4
7] =exp {5a > J(x) Gz —y) J(y)} (1.25)
geschrieben werden, woraus der Propagator leicht berechnet werden kann

2
@@ = g = G-y, (26)
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An dieser Stelle sind noch zwei Aspekte wichtig:

e Entwickelt man p, in a, erhdlt man den euklidischen Impuls p,, = p,, + O(a?)
und die Greensfunktion wird im Kontinuumlimit (¢ — 0) zum Feynman-

Propagator in euklidischer Raum-Zeit.

e Die Teilchenmassen sind durch Pole im Propagator bestimmt. Der Propagator
ist in diesem Fall gegeben als (ﬁi +m?)~!, wobei p, = 2 sin(24%) eine periodi-

sche Funktion mit der Perlode T ist. Das fiihrt zu zwei Dingen:

— die Pole sind eindeutig festgelegt modulo 2%

- innerhalb einer Brillouinzone ist das Massenspektrum eindeutig

4. Teilchenspektrum und Korrelationsfunktionen

Um das Teilchenspektrum zu bestimmen, braucht man eine Beziehung zwischen
der Korrelationsfunktion und den Eigenwerten E,, des Hamiltonoperators des ge-
gebenen Systems. Um das zu bewerkstelligen, wird zunédchst eine vollstandige Ba-
sis |«) des Hilbetraumes H, auf dem der Hamiltonoperator lebt, benétigt. Es soll

nun ein Operator T auf dem Hilbertraum existieren, der die Eigenschaften

Tlo) = Aala)  Aq: Eigenwerte, (1.27)

wobei T=e 2 | )\, = ¢ e,

besitzt. T nennt man auch Transfermatrix, da es ein Zeitentwicklungsoperator ist,
der ein Fortschreiten um einen Gitterpunkt auf dem euklidischen Gitter beschreibt.
Sowohl die Felder als auch das Funktionalintegral kénnen durch den Operator T

ausgedriickt werden
Zp = / D[] ¢ 55l% = Ty T

3 g = Ze Bo (1.28)

O(Z,T) =T« ®(Z,0) = e T &(&,0), (1.29)
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Mit der Vollstandigkeit des Hilbertraumes und den beiden obigen Eigenschaften
konnen Zweipunktfunktionen fiir grofle Zeitintervalle 7" — oo berechnet werden

/@ (y) e —Sp(®]

Te{T™ &(Z,0) T™ &(7,0) T2}

T Tr ’]I‘N
— T
Abkiirzungen: N = z;No = —@; Ny = 0 yo; Ny = aal
a a a
— 1 No+N2 = N1 =
= TN Tr{T \1// O(Z,0)T 1 O(y,0)}
2o la)(al > 18)6
- zl—TE > {8127, 0)e Tl ) (a|@ (7, 0)e H07w0)| 3)}
« o,

1 _ - =

= s 2L ¢ B, 0l)e (a0 0)18)), ¢ = [0 1o

a?ﬁ
Grenzfall: T — oo; t < T': Z e TEBe — ¢=TE0(1 4 O(e~TF1)), wobei E; > Ey

—Zm@ %%mw 7)|B) . (1.30)

Ejy ist die Vakuumenergie und Eg — Ej die Masse. Das Massenspektrum ist durch
den exponentiellen Abfall der Zweipunktfunktion gegeben und die Matrixelemen-
te (0|®(0, %)|3) geben Auskunft iiber den Uberlapp zwischen dem Zustand |3) und
dem Vakuum. In der QCD kann damit zum Beispiel eine Teilchenvernichtung be-

schrieben werden. Diese Gleichung ist die Basis fiir numerische Simulationen.

1.1.2 Eichfelder auf dem Gitter

Wie im vorangegangenen Kapitel gezeigt worden ist, leben skalare Felder auf den Git-
terpunkten. Man kann sich die Frage stellen, ob auch andere Gittervariablen, wie zum
Beispiel die Verbindungslinien zwischen den Gitterpunkten, feldtheoretischen Objekten
zugeordnet werden kénnen. Die Eichfelder sind genau solche Objekte. Um sie auf einem
Gitter zu quantisieren, folgt man einfach den ersten drei Schritten des vorangegangenen

Kapitels.
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1. Die euklidische Yang-Mills-Wirkung ist gegeben als

Sp[A] = ~52 d* z Tr(F (2) Flu (), (1.31)
0
wobei F),,, der Feldstarketensor
Fu =0,A, —0,A,+ [Au, A (1.32)

und A, das SU(N)-Eichfeld ist. A, selbst ist ein Element der Lie-Algebra su(N) und
kann geschrieben werden als

Ay = AT Aj: reelles Vektorfeld; T*: Generator der Eichgruppe. (1.33)

Der Index a lduft von 1 bis N2 — 1, wobei N die Zahl der Farben ist. Aulerdem
bendtigt man noch das Transformationsverhalten der Eichfelder

Aux) — g(2)Au(2)g™ (x) + g(2)9ug™ (2) (1.34)
Fu(z) — g(z)Fg*(2). (1.35)

2. Mit dieser Vorarbeit kann das Eichfeld diskretisiert werden. Der einfachste Ansatz
A,(x), x € Ag ist leider inkonsistent mit der der Gruppenmultiplikation fiir nich-
tabelsche Eichfelder. Das heifst, man benétigt eine andere Methode zu Diskretisie-
rung.

Die Grundidee ist die Eichfelder mit einem Paralleltransporter zu verkniipfen. Im
Kontinuum ist dieser durch eine Differentialgleichung festgelegt

<(‘ft - z”‘Au(z)> v(t) = 0. (1.36)

Auf der Abbildung Fig. ist eine Kurve b zwischen zwei Punkten dargestellt.
Diese Kurve wird durch z(t) parametrisiert, wobei 0 <t < 1und 2(0) =y, 2(1) =«
gelten sollen. Die Gleichung besitzt die Losung

u(t) = P.O. exp (- / ’ dz“Au(z)> 0(0). (1.37)

Y
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X

Abbildung 1.1: Paralleltransporter im Kontinuum

Die Richtung, in der die Kurve b durchlaufen wird, kann nicht vernachlassigt wer-
den, da die Eichgruppe der QCD nicht abelsch ist. Dies wird durch P.O. angedeutet,
was fiir Path Ordering (Pfadordnung) steht. Der Paralleltransporter von y nach x
entlang b ist

U(z,y) = P.O. exp (— /xdz“Au(z)> . (1.38)
y

Der Transporter U,(x), der auch Link-Variable gennant wird, ist ein Element von

SU(N) und verbindet benachbarte Punkte auf dem Gitter. Die Abbildungenund
zeigen die Transporter auf dem Gitter.

'+'A

hA Z+all

Abbildung 1.2: U, (z,z + apt) = Uy(x)

o

i

i xz+all

»

Abbildung 1.3: U, (x + afi, x) = U, (z,z + app) ™t = Uy (z) "

Da A, ein Element der Lie-Algebra su(N) und die Linkvariable U, (z) ein Element
der Gruppe SU(N) ist, liegt folgende Verkniipfung

Uy(z) = e~ 04n(@) (1.39)

nahe.

10
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Diese Definition ist nicht eindeutig, allerdings kann man immer eine Linkvariable

zu einem Feld Aj,(z) finden, welche das Feld fiir kleine 2 approximiert

Uu(z) = @ =1 4 aAj(z) + O(a?) (1.40)
= A5(x) = lim é (Ua(a) = 1), (141)

Es fehlen noch die Transformationseigenschaften der Linkvariablen unter

Eichtransformationen
Uu(z) — g(@)Up(x)g™ (x + afi),  g(x),g9(z + afi) € SU(N). (1.42)

Mit dieser Transformation ist eine geschlossene Kurve C auf dem Gitter eichinvari-
ant. Diese Kurve wird Wilson-Schleife W(C) genannt

W(C) = Tr{U% (z, x)}. (1.43)

Eine Moglichkeit die Eichfelder auf dem Gitter zu diskretisieren, ist die Wilson-
Plaquette-Wirkung. Das heiflt, es werden mehrere Linksvariablen zu einem

z+ah z+a[l+at
. M
7
AT N
<
X x+afl

Abbildung 1.4: Plaquette: P, (x)

Plaquette P, (x), wie in Abbildung zusammegeschlossen.
Macht man den Grenziibergang ins Kontinuum, so wird aus der Plaquette-Wirkung

Tr{U,(x) U, (z + aft) Uljl(:c +af) U, (2)} = Tr{ P (z)}

4
a 5

11
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Damit ist die Wilson-Wirkung gegeben als

=0 EA: Z TYPW («)) (1.45)
-7 ZA ;{1_1_ TH(EE, (2) S, (2))} + O(a)
=—* EAJ > Tr(F; (2)) + O(a”)
prod
g L@ F @) wenn =2 (L6

Wie man sieht, fiihrt die Wilson-Wirkung im Kontinuumslimes auf die euklidische
Yang-Mills-Wirkung.

3. Um die Theorie zu quantisieren, wird noch das erzeugende Integral
%_/b e 9ElU t/r[HdU el (1.47)
x€Ap p=0

bendtigt. Da die Linksvariablen Elemente der Gruppe selbst sind, ist das Integra-
tionsmafs d U, (z) ein invariantes Gruppenmafs einer kompakten Lie-Gruppe und
kann damit normalisiert werden

/ U = 1. (1.48)
SU(N)

Das hat natiirlich weitreichende Konsequenzen, denn man benétigt den Fadeev-

Popov-Formalismus nicht mehr, was das Losen der Theorie stark vereinfacht.

12
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1.1.3 Formulierung der Gitter-QCD

Um die QCD auf dem Gitter zu formulieren, muss den Schritten aus den vorangegagenen
Kapiteln gefolgt werden. Die Wirkung der QCD in euklidischer Raum-Zeit ist

_ 1
Socp = / d*zLocp = / dzd > \Ilf('yuDu—me)\Ilf—?Tr[FWFW] , (1.49)
f=u,d,s,.. 0

wobei g die Kopplungskonstante ist und D,, die kovariante Ableitung
D, =0,+ A, (1.50)

Hier wird Explizit iiber alle Quarks, tiber die Diracindizes und die Farben summiert.

Die Quantisierung des Feldstarketensors auf dem Gitter ist ausfiihrlich in Kapitel 1.1.3
behandelt worden und muss deswegen hier nicht noch einmal wiederholt werden. Die
Quark und Antiquarkfelder werden, wie in der skalaren Theorie, mit den Gitterpunkten

verkniipft und transformieren unter der Eichgruppe wie folgt
U(x) = g(2)¥(x),  U(z)g(x) (1.51)

Mit dem Transformationsverhalten der Linkvariablen kann eine diskretisierte Form der

kovarianten Ableitung definiert werden

Vu‘I’(f’?)

(U (2) (2 + afi) — W(a), (152)

QIR

ViU (x) (U(z) — Uy(x — aft) ¥ (x — afd)), (1.53)

wobei V, vorwirts und VZ riickwirts wirkt. Die einfachste Moglichkeit den masselosen,
diskreten Diracoperator D zu definieren ist

]' *
Daise = 57u(Vyu + V3, (1.54)

wobei es hier zu einigen Problemen kommt. Der Diracoperator sollte namlich fiir alle
Impulse aufler fiir p = 0 invertierbar sein, um ein korrektes Formionenspektrum zu er-
halten.
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GRUNDLAGEN 1.1 Gitter QCD

Fiithrt man jedoch eine Fouriertransformation aus, so ist der Diracoperator im Impuls-

raum gegeben als
1

Ddisc(p) = i'yﬂa sin(apy) = 1.0 + O(a2). (1.55)
Dieser Operator wird fiir alle Nullstellen des Sinus null und ist damit nicht ohne weite-
res invertierbar. Dies ist das so genannte ”“fermion doubling problem”, das Fermionen-
Verdopplungs-Problem. In dem vorliegenden Fall bedeutet das, dass der Operator insge-
samt 16 Pole hat und damit ein 16-fach entartetes Fermionenspektrum.
Eine zusdtzliche Eigenschaft, die der masselose Diacoperator erfiillen sollte, ist die chira-
le Symmetrie, das heifst
V5D + D5 = 0, (1.56)

wobei 5 Projektionsoperatoren sind, die im nédchsten Kapitel definiert werden. Es exis-
tiert allerdings ein No-Go-Theorem von NIELSEN und NINOMIYA [26], das besagt, dass
der masselose Diracoperator auf dem Gitter nicht gleichzeitig lokal und invertierbar
ist, der chiralen Symmetrie gehorcht und das richtige Kontiuumsverhalten hat. Eine
Moglichkeit dieses Theorem zu umgehen ist die Ginsparg-Wilson-Relation, die die For-
derung der chiralen Symmetrie aus Gleichung modifiziert zu

v5D + Dvys = aDvsD. (1.57)

Ein Operator, der diese Gleichung erfiillt, gehocht gleichzeitig dem Atiyah-Singer-Index-
Theorem [13]

1
{y5,D} = aDysD < index(D) = a° Z B Tr[vsD] = n_ —ny (1.58)
xGAE

und zwar so, dass der Diracoperator genau |n_ — n. | chirale Nullmoden enthilt. Aufier-
dem erzeugt ein Operator, der Gleichung[1.57|gehorcht, die richtige chirale Anomalie des
axialen Singulettstroms der chiralen Symmetrie (Kapitel 1.2). Alle wichtigen Relationen
sind also mit Gleichtung erfiillt, damit das richtige Verhalten im chiralen Grezfall
reproduziert werden kann.

Es gibt noch weitere Probleme, die eher von technischer Natur sind. Es kénnen zum Bei-
spiel durch Simulationen keine unendlich grofien Raumbereiche und Impulse abgedeckt

werden, was zur Folge hat, dass Volumeneffekte und Gitter-Artefakte entstehen.
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GRUNDLAGEN 1.1 Gitter QCD

Diese Fehler konnen kontrolliert werden, so lange die Ungleichungen

- Tihad < % Mhad < 0" (1.59)
erfiillt werden. Hierbei ist my,q die Masse eines beliebigen Hadrons, welche mit einer
Simulation berechnet werden soll. Die linke Ungleichung sagt aus, dass die Korrelati-
onsldnge des Hadrons klein gegeniiber der Ausdehnung des Raumbereichs der Simu-
lation sein muss, da ansonsten sehr grofie Volumeneffekte zu erwarten sind. Aufserdem
soll nach der rechten Ungleichung die Masse des Hadrons klein gegeniiber des inversen
Gitterabstands sein, um Gitterartefakte zu vermeiden.

Ein Problem, welches eher auf die verwendeten Algorithmen als auf Volumeneffekte
oder Gitterartefakte zuriickzuftihren ist, ist, dass nicht beliebig kleine Quarkmassen si-
muliert werden konnen. Das hangt damit zusammen, dass die Eigenwerte des Diracope-
rators bei kleinen Quarkmassen sehr klein werden und dadurch nur schwer zu simulie-
ren sind. Eine Grenze fiir die meisten Formulierungen des Diracoperators ist die halbe
Strangequarkmasse. Um auch Bereiche mit kleinen Quarkmassen erreichen zu kénnen,
kann mit Hilfe der chiralen Stérungstheorie extrapoliert werden.

Es existieren unterschiedliche Formulierungen des masselosen Diracoperators auf dem
Gitter, die die aufgezeigten Probleme mehr oder weniger gut umgehen. Alle diese For-
mulierungen nutzen aus, dass nur das richtige Kontinuum-Grenzverhalten erzeugt wer-
den muss und man ansonsten in seiner Formulierung auf dem Gitter frei ist.

Eine Moglichkeit den Diracoperator zu definieren, ist allerdings besonders interessant, da
sie die chirale Symmetrie der QCD explizit erhilt, kein Verdopplungs-Problem hat und
die Gitterartefakte von der Ordnung a? sind. Diese Formulierung des Operator stammt
von NEUBERGER und ist nach ihm benannt. Der so genante Neuberger-Operator ist ge-
geben als [25], [24] :

1 A a
Dy = 1-— A=1 —aD a= ) 1.60
N Cl( \/H)’ +s allw, a 1+s ( )

Hierbei ist |s| < 1 ein frei wéhlbarer Parameter und Dy, der masselose Wilson-Dirac-
Operator

1 * *
Dy = iw(vu + V) +arV,V,, (1.61)

wobei r meist eins gesetzt wird.
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GRUNDLAGEN 1.2 Chirale Storungstheorie

Der Neuberger-Operator kann umgeschrieben werden zu

L (14 5 sign(Q)). (1.62)

DN:i
a

indem die neue Grofie Q = 75A definiert wird. Allerdings hat die Verwendung des
Neuberger-Operators auch Nachteile. Zum Beispiel ist die Umsetzung der Signumfunk-
tion in einer Computersimulation sehr aufwendig und teuer. Aufierdem ist die Lokalitét
nur bis zu einem Gitterabstand von a = 0, 13 fm gesichert [18]].

Um einen noch tieferen Einblick in die Gitter-QCD zu gewinnen, sei auf den Hand-

buchartikel von Hartmut Wittig [30] verwiesen.

1.2 Chirale Storungstheorie

Die chirale Storungstheorie wird in der Literatur meist in Minkowski-Metrik definiert,
weshalb in diesem Abschnitt dieser Konvention gefolgt wird.

Betrachtet man die Lagrangedichte der QCD, so stellt man fest, dass sie eine zufillige,
globale Symmetrie besitzt, wenn die Quarkmassen gegen Null geschickt werden. Dabei

lassen sich die Quarks wie folgt aufteilen

nm me
mg | € 1GeV < | my | . (1.63)
Me my

Im Folgenden wird sich nur auf die drei leichtesten Quarks beschrankt, da diese fiir die
chirale Storungstheorie ausreichend sind. Setzt man die Massen dieser Quarks auf null
so erhdlt man die Lagrangedichte

0 — 1 a pv,a
Diese Schreibweise ist extrem verkiirzt, denn alle Summen sind unterdriickt. Explizit
wird hier tiber die Farben, iiber die Flavours und iiber die DiracIndizes summiert. Die

Ableitung D wirkt nur auf die Farb- und die DiracIndizes, aber nicht auf die FlavourIn-
dizes.
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GRUNDLAGEN 1.2 Chirale Storungstheorie

Wendet man die Projektionsoperatoren

1 1
¢= |50 +7)+ 50 =) ¢=[Pr+Pl¢=ar+ar (1.65)
auf die Lagrangedichte an, so =zerfdllt sie in einen rechsthindigen und einen
linkshdndigen Anteil

_ _ 1
LOcp = iqrDqr + iq, Dar, — ZFﬁl,F“”’“. (1.66)

Die gesamte Lagrangedichte ist dadurch invariant unter einer klassischen, globalen
U(3)r x U(3) r Symmetrie. Wird die Gell-Mann-Levy-Methode auf diese Lagrangedichte
angewendet [6], also die globale Symmetrie zu einer lokalen gemacht, so erhéilt man die
18 Symmetriestrome

A
Vau = QVM?Qa (167)
YA
A =" 5g, (1.68)
VFE =7gv"q, (1.69)
Al = gyFysq. (1.70)

Bis auf den Axialen Singulettstrom, der wegen Quanteneffekten nicht erhalten ist [19],
sind alle Strome im chiralen Grenzfall erhalten. Das heifit, dass die zugrunde liegende
Symmetrie eine SU(3)r, x SU(3)r x U(1)y ist. Auch der korresponierende Hamiltonope-
rator ist invariant unter dieser Symmetrie und vertauscht mit den Ladungsoperatoren

f

Aa
Q%(t) = /dgx qTL(ta f)7qL(t7f)7 a=1,..,8, (171)
A
() = [ bt Y ant. 7). a=1s, 1.72)
fp oM i A

welche fiir erhaltenen Strome zeitunabhidngig sind. Die Matrizen )\, sind die acht
Gellman-Matrizen.

Diese Symmetrie kann explizit gebrochen werden, wenn man die Quakrmassen anschal-
tet.
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GRUNDLAGEN 1.2 Chirale Storungstheorie

Dies hat zur Folge, dass im Falle m,, = mgy = ms = m nur noch der Vektorstrom und der
Singulettvektorstrom erhalten sind. Hebt man diese Symmetrie auch noch auf, haben
also alle drei Quarks unterschiedliche Masse, so ist nur noch der Singulettvektorstrom
erhalten, der im Wesentlichen der Baryonenzahlerhaltung entspricht.

1.2.1 Spontane Symmetriebrechung und Goldstone-Bosonen

Um die spontane Symmetriebrechung im chiralen Grenzfall der QCD verstehen zu
konnen, ist es sinnvoll mit einfachen klassischen Beispielen zu beginnen.

Eines der einfachsten Beispiele ist ein senkrecht stehender Stab. Dieser kann um die
Langsachse um einen beliebigen Winkel gedreht werden, ohne dass sich sein Aussehen
andert. Wird senkrecht von oben mit einer konstanten Kraft F' auf diesen Stab gedrtickt,
so passiert so lange nichts, bis man eine kritische Kraft F,;; erreicht. Der Stab gibt dann
nach und biegt sich durch, wodurch man einen neuen Grundzustand erhilt. Allerdings
gibt es unendlich viele dieser Grundzustidnde, die alle entartet sind und durch Drehun-
gen ineinander tiberfiihrbar sind. Das bedeutet nun, dass durch einen Parameter, hier die
Kraft, der einen kritischen Wert annimmt, das Gleichgewicht unstabil wird. Es entstehen
entartete Grundzustidnde.

Ein etwas nédher an der QCD liegendes Beispiel ist die spontane Symmetriebrechung ei-
ner skalaren Lagrangedichte mit der aus dem vorangegangenen Kapitel bekannten ®*-

Wechselwirkung
1 m? 5 Ay
Die zugehorige Energiedichte ist schnell mit einer Legendre-Transformation bestimmt
. 1 1 m? A
=M — L =1+ _(V®)* + —&° + =", :
H L 5 +2(V)+2 0 (1.75)
V(@)

Damit H nach unten beschrankt ist, muss A > 0. Allerdings bleibt m ein freier Parameter,
der auch negative Werte annehmen kann.

Der interessante Fall, der sich einstellen kann, ist der Nambu-Goldstone-Modus mit zwei
Minima +®¢ := £+ \/? fiir m? < 0. In der quantisierten Theorie gibt es an diesen Stellen
die entarteten Grundzustiande |0, +) und |0, —).
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Diese haben allerdings unterschiedliche Vakuumerwartungswerte fiir den Feldoperator:

(0, +|®(2)]0, +) = (0, +|eF*®(0)e 7|0, +) = (0,+|®(0)[0,+) =: Py,  (1.76)
(0, —|®(2)]0, =) =: —Py. (1.77)

Hier wurde sowohl die Translationsinvarianz ausgenutzt, als auch, dass der Grundzu-
stand ein Eigenzustand des Energie-Impuls-Operators P ist. Mit der Einfiihrung eines
Projektionsoperators kann man sehen, wie die zugrunde liegende Symmetrie spontan
gebrochen wird. Der unitdre Operator R soll die Felder in folgender Weise transformie-

ren:
R:d—d =—0 (1.78)
und die Eigenschaften
R = 1
R = RI1=R' (1.79)

besitzen. Das bedeutet, wenn R auf die Grundzustdnde wirkt, {iberfiihrt er jeweils den
einen in den anderen
RI0,) = [0,7). (1.80)

Wird eines der beiden Minima ausgewéhlt und beziiglich +®( entwickelt

d = 40y+ P

0,® = 8M<I>’, (1.81)
so erhilt man fiir das Potential
P P’ Apt 4 L (om?) 92 + APy P A gt 1.82

Daraus kann die Lagrangedichte fiir ¢’ abgeleitet werden:

1 L 2\ /2 5 Mg Agd
L, 0,0) = 50,2'0"D — o (—2m?) O 3 A0@" — " 4 1 Pp. (1.83)
Wirklich interssant wird es, wenn man eine Lagrangedichte annimmt, die mehrere Felder

hat und invariant unter einer nichtabelschen Symmetrie ist.
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GRUNDLAGEN 1.2 Chirale Storungstheorie

Das ist zum Beispiel der Fall bei

S o 1 m? A 9
— 20 PP, — — PP, — (DD, P —
L <<I>, 8,}1)) 2(9,@28 P, 5 o, P, 1 (®;®;)" ,i=1,2,3. (1.84)
Auch hier soll wieder gelten, dass
m? <0, A>0, ¥ ecR. (1.85)

Die Lagrangedichte ist invariant unter Drehungen der Felder

g € SO(3) : ;> @ = Dy; (g) ©; = (e7"Tk) @, (1.86)

vy

Damit die @} reell sind, miissen die hermiteschen T}, rein imagindr und damit antisym-
metrisch sein. Die T bilden eine Basis einer Darstellung der Lie-Algebra so(3) mit den
gewohnten Vertauschungsrelationen [T}, T;] = i€;;1, T}

Wie bei dem vorangegangenen Beispiel wird zuerst das Minimum des Potentials

—m?2
— 1/ = (1.87)

berechnet. ®,,;, kann in jede Richtung des Isospinraumes zeigen, dass heiflt, man hat hier

-

(I)mz'n

eine tiberabzdhlbare Anzahl von Grundzustidnden. Jede kleinste Stérung, welche nicht
invariant beziiglich SO(3) ist, wahlt einen Grundzustand aus. Da die Grundzustande ent-
artet sind, sei angenommen, der ausgewéhlte Grundzustand zeige in é3-Richtung. Durch
diese Wahl ist der Grundzustand nicht mehr invariant unter der vollstindigen Symme-
triegruppe. Das heifit, 77 und 75 vernichten den Grundzustand nicht. Fiir die konkrete
Wahl

0
Bpin =0 | 0 (1.88)
1
erhalt man
0 0 O 0 0
Ti®min=v]10 0 —|v|0]l=0v]|—4
0 i 0 1 0
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0
vlo| =o. (1.89)
1

Wie man sieht, vernichtet nur noch 73 den Grundzustand, was gleichbedeutend ist, dass

-

®,,,in | invariant beztiglich einer Untergruppe H von G ist, namlich einer Drehung um és.

H:% =D(h)® = e T (1.90)
Auch hier kann man wieder um den Grundzustand entwickeln
®3 =0+ x. (1.91)

Das alte Feld ®3(x) wird durch das neue Feld x () ersetzt. Das Potential ldsst sich wieder
durch die neuen Felder ausdriicken.

V = % (=2m?) x* + Moy (% + @3 + ®3) + % (@3 + @3 +x7) — 21)4 (1.92)
Besonders fillt auf, dass nur noch x quadratisch auftritt. Das bedeutet, dass mg, =
me, = 0 und m, = —2m?. Die beiden masselosen Teilchen werden auch Goldstone-
Bosonen genannt.

Allgemein gilt, dass fiir jedes T, welches den Grundzustand nicht vernichtet, ein masseloses
Goldstone-Boson existiert.

Der Beweis wird hier nicht aufgefiihrt, allerdings ist er in [27] zu finden.

Es kann sich noch gefragt werden, was passiert, wenn die Symmetrie explizit gebrochen
wird. Dazu kann zum Beispiel einen zusitzlichen Term der Form a®3 in das Potential
der Lagrangedichte eingebaut werden

2

A
V (@1, 02, @3) = -0y + J (2,0:)° + s, (1.93)

Dieses Potential besitzt nur noch eine O(2)-Symmetrie. Die Bedinungen fiir das neue Mi-
nimum erhélt man aus ﬁqﬂ/ = (. Sie lauten

P =02=0; AP+ m’P3+a=0. (1.94)
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Mit Hilfe von Storungstheorie kann die Losung nullter Ordnung und die erster Korrektur
dieser kubischen Gleichung angeben werden:

—m2

8 (1.95)

ol = + ol =

1
2m?2’
Die Bedingung fiir das Minimum schlief3t allerdings <I>:(30) =+ *ng aus. Das Potenti-
al kann um ®3 = (®3) + x entwickelt werden, was zur Folge hat, dass die Goldstone-

Bosonen eine Masse

[ A A
mél = m?{)2 = q _7/”12, mi = —2m2 —+ 3a _777'/2 (196)

erhalten, deren Quadrat proportional zu dem Parameter a ist.

1.2.2 Spontane Symmetriebrechung in der QCD

Es gibt verschiedene Anzeichen dafiir, dass die QCD eine spontane Symmetriebrechung
aufweist. Das Augenscheinlichste sollten masselose oder aber, fiir den Fall einer explizi-
ten Symmetriebrechung, sehr leichte Teilchen sein, die sich in einem Multiplett anordnen
und mit den Goldstone-Bosonen identifiziert werden konnten. Die Symmetrie im chira-
len Grenzfall ist eine SU(3);, x SU(3)r x U(1)y-Symmetrie, was zur Folge hat, dass es
links- und rechtshiandige Ladungsoperatoren gibt, welche mit H, 8)0 p vertauschen. Diese
Ladungsoperatoren wiirden Teilchen erzeugen, welche entartet wiren, allerdings ent-
gegengesetzte Paritdt besdflen. Dies ist auch unter dem Stichwort Paritdtsverdopplung
bekannt.

Die QCD besitzt tatsdchlich ein Multiplett mit sehr leichten Teilchen, den Mesonen. Es
existiert allerdings nur ein Multiplett mit negativer Paritdt und keines mit positiver, was
die Vermutung nahelegt, dass die Ladungsoperatoren Q% den Grundzustand nicht ver-
nichten. Wird angenommen, dass a;” den Zustand |i, +) und b;” den Zustand |i, —) erzeu-

gen und dass [QY, a;] = —t&b;" gilt, so folgt

Q% i, +) = Q%4a;l |0) = ((Q% af] + af Q%) [0) = —t%b] 10), (1.97)
=0
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sofern der Grundzustand von Q% nicht vernichtet wird. Ist dies allerdings nicht mehr
der Fall, so ist der Grundzustand nicht mehr invariant unter der vollen Symmetrie-
gruppe, wie an Gleichung ersichtlich ist. Dies ist gleichbedeutend mit einer sponta-
nen Symmetriebrechung, welche Goldstone-Bosonen erzeugt. Diese Goldstone-Bosonen
¢“(x) besitzen Spin null und miissen sich wie Q% transformieren. Von VAFA und WITTEN
wurde gezeigt [29], dass der Grundzustand im chiralen Grenzfall von den Ladungsope-
ratoren (), immer vernichtet wird und damit invariant unter SU(3)y x U(1)y ist.

Es gibt noch einen hinreichenden aber nicht notwendigen Grund fiir eine spontane Sym-
metriebrechung in der QCD. Das nichtverschwindende Singulett-Quarkkondensat (gq).
Der Kommutator der Quarkdichten

Sa(y) = q(y)Aaq(y), a=0,...,8 (1.98)
Py(y) = G(y)1sraa(y), a=0,..,8 (1.99)

mit den Ladungsoperatoren Qf, ist

[QF-(t), So(y)] =0, (1.100)
[QV (1), Sb(y)] = ifareSe(y), a=1,..,8 (1.101)

welche auch bei spontaner Symmetriebrechung erhalten bleiben. ) ist hier die Einheits-
matrix. Die Kommutatorrelation des Oktetts kann so umgeformt werden, dass die skalare

Quarkdichte in Abhédngigkeit der Ladungsoperatoren geschrieben werden kann, ndmlich

8

Saly) = 5 S @4 (1), Su(w) (1.102)

b,c=1

woran leicht ersichtlich ist, dass S, (y) den Grundszustand wegen der noch vorhandenen
SU (3)y-Symmetrie vernichtet, d.h

(0[S2(1)]0) = (0[S4(0)[0) = (Se) =0  a=1,..8. (1.103)

Daraus folgt, dass die Oktettkomponenten des skalaren Quarkkondensates verschwin-
den miissen. Fiir a = 3 gilt dann
(uu) = (dd), (1.104)

und fiira = 8
(tu) = <dd> = (8s). (1.105)
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Fiir das skalare Quarkkondensat kann diese Rechnung nicht gemacht werden, da sie
mit dem Ladungsoperator vertauscht. Deshalb liegt die Annahme nahe, dass das skalare
Quarkkondensat nicht verschwindet und man erhélt mit Gleichung|(1.105

0 # (qq) = (uu + dd + 5s) = 3 (uu) = 3 (dd) = 3 (Ss) . (1.106)

Interessant ist die Wirkung der Ladungsoperatoren Q¢ bei nichtverschwindendem skala-
ren Quarkkondensat auf einen Grundzustand, der invariant unter SU (3)y ist. Das heif3t,

die Wirkung des Kommutators

au + dd, a=1,2,3

S ma uu + S8, a=4,5

i{Q%(t), Pa(y)] = < _ (1.107)
dd + 3s, a=26,7
\%ﬂu+c]d+4§s, a=38

auf den Grundzustand ist von Interesse

(OIQA(0), Pa(w)]0) = > (7). (1.108)

In Analogie zum vorherigen Kapitel bedeutet das, dass sowohl die pseudoskalare Dichte
als auch der axiale Ladungsoperator ein nichtverschwindendes Matrixelement zwischen
dem Vakuum und masselosen Einteilchenzustinden |®) haben miissen. Dieses Matrix-
element kann als

<0\Ag(0)\q>b(p)> = ip, Fyd® (1.109)

geschrieben werden, wobei Fjy ~ 93MeV die Zerfallskonstante der Goldstone-Bosonen
im chiralen Grenzfall ist.

1.2.3 Die Lagrangedichte der chiralen Storungstheorie

Wie im vorangegangenen Kapitel gezeigt wurde, entsprechen die leichtesten pseudoska-
laren Mesonen den Goldstone-Bosonen der QCD. Sie ordnen sich in einem Meson-Oktett
an und entkoppeln vollstindig von der QCD. Das bedeutet, dass sich zum Beispiel eine
Pion-Pion-Streuung nur durch die Goldstone-Bosonen selber beschreiben ldsst. Es muss

nicht auf die Wechselwirkung von Quarks und Gluonen zurtickgegriffen werden.
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Die Goldstone-Bosonen sollten also mit einer eigenen Lagrangedichte beschrieben wer-
den konnen, die im chiralen Grenzfall invariant unter SU(3)r x SU(3)r x U(1)y ist und
auch sonst alle Symmetrien der QCD beinhalten. Da die chirale Symmetrie ja spontan
gebrochen ist, sollten sich die Goldstone-Bosonen unter SU(3)y wie ein Oktett trans-
formieren. Um das richtige Transformationsverhalten und damit die Gestalt der neuen
Felder zu bestimmen, benétigt man eine nichtlineare Realisierung der Symmetriegrup-
pe. Wie die Struktur der Felder genau abgeleitet werden kann, ist zum Beispiel in [27] zu
finden.

Die neuen Freiheitsgrade haben die Gestalt einer SU (3)-Matrix, namlich

Ulx) = exp <¢‘I’(”“")), (1.110)
Foy
. '+ Vet V2K
B@) = > Aabalz)=| V2r -+ Jon V2KO |, (1.111)
ol VE. VIR 2y

wobei Fj zundchst ein freier Parameter ist, der durch zum Beispiel den Pionzerfall be-
stimmt werden kann [27]. Mit diesen Feldern kann eine Lagrangedichte erzeugt werden,
die alle Symmetrieeigenschaften besitzt, die gefordert werden. Die Lagrangedichte mit
der kleinsten Anzahl an Ableitungen ist

i

Less = 2 TH[0,U (@)U ()] (1.112)

Werden die Felder U(z) entwickelt, so entsteht in erster Ordnung die Lagrangedichte
1
Eeff = 56#@18“(1)@ + Lint (1.113)

In Kapitel wurde gezeigt, dass eine Anwesenheit der Quarkmassen dazu fiihrt, dass
die Goldstone-Bosonen Massen erhalten. Da die Mesonen eine Masse besitzen, sollte
auch ein Term in der Lagrangedichte vorkommen, der dem Rechnung tragt. Wird an-

genommen, dass die Massenmatrix

m, O 0
M=]|0 mqg 0], (1.114)
0 0 mg
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GRUNDLAGEN 1.2 Chirale Storungstheorie

welche eigentlich eine konstante Matrix ist, sich wie die Felder transformiert, so kann ein
weiterer Term der Lagrangedichte erzeugt werden, der die Symmetrie allerdings explizit

bricht, ndmlich
_ F#Bo

Ly Te(MUT + UMT). (1.115)

Die Konstante By ist mit dem chiralen Singulett-Quarkkondensat durch die Relation
3F; By = — (qq) (1.116)

verbunden.

Zu guter Letzt braucht man noch eine Moglichkeit, die Terme entsprechend ihrer Ord-
nung zu sortieren. Erst einmal steht ja nicht fest, dass ein Term in der Lagrangedichte mit
zum Beispiel vier Ableitungen eine andere Ordnung haben sollte, wie einer mit sechs.
Das heifit, es wird ein Zdhlschema benotigt. Das in der chiralen Stérungstheorie benutzte
ist das Weinbergsche Zdhlschema, welches durch eine Betrachtung der Feynmangraphen
der einzelnen Terme der Lagrangedichte hergeleitet werden kann [27]. Im Wesentlichen
werden die einzelnen Terme nach Impulsen sortiert, das heift

8# ~ O(p)7 mg ~ O(p2)7 (1117)

wobei m, stellvertretend fiir eine Quarkmasse steht. Damit ist die Lagragedichte nied-
rigster Ordnung, also O(p?), die alle Symmetrien enthélt

E? F2B

Lo=Lef+ Loy = 70 Te[0,U (2)0 U (2)] + Te(MUT + UMT). (1.118)

Mit dieser Lagrangedichte konnen viele Eigenschaften der Mesonen beschrieben werden,
wie der Pionzerfall, die Pion-Pion-Streuung und die Massen der Mesonen. Um allerdings
genauere Ergebnisse zu erhalten, braucht man die Lagrangedichte der nédchst hoheren
Ordnung. Da sie in dieser Arbeit wegen des anderen Zihlschemas im Epsilonregime
(siehe Kapitel nicht benétigt wird, wird sie hier nicht explizit aufgefiihrt. Insgesamt
konnen zwolf Terme konstruiert werden, die die Ordnung p* haben und alle die richtigen
Symmetrieeigenschaften haben. Jeder dieser Terme trégt eine eigene freie Konstante, wie
es auch schon bei der Lagrangedichte niedrigster Ordnung war. Dort waren es Fy und
By, die durch einen Vergleich mit experimentellen Daten bestimmt werden mussten. Das
heifit, in der ndchst hoheren Ordnung treten 12 Konstanten auf, die auf dieselbe Weise
bestimmt werden miissen.
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GRUNDLAGEN 1.3 Regime der chiralen Storungstheorie

Dies ist auch der grofite Nachteil, den die chirale Storungstheorie hat. Aus diesem Grund
liegt eine Verkniipfung mit der Gitter-QCD nahe, denn durch sie kann man die Konstan-
ten aus der chiralen Stérungstheorie mit Hilfe der QCD nicht perturbativ ableiten, ohne
Experimente bemiihen zu miissen. Wie genau die Verkniipfung zwischen diesen beiden
Theorien vonstatten geht, wird in den Kapiteln 1.4 und 2 genauer erldutert werden.

1.3 Regime der chiralen Storungstheorie

Um eine Verkniipfung zwischen Gitter-QCD und chiraler Storungstheorie zu schaffen,
muss man sich zundchst zweier Dinge bewusst werden. Gittersimulationen kénnen kei-
nen unendlichen Raumbereich abdecken und werden fast auschliefilich in einer eukli-
dischen Raum-Zeit definiert. Die Lagrangedichte aus Gleichung ist allerdings in
einem unendlichen Raumbereich definiert und aufferdem nicht euklidisch. Um also ei-
ne Verbindung zwischen den beiden Theorien zu schaffen, muss die Lagrangedichte der
chiralen Stérungstheorie zum einen im euklidischen Raum definiert werden und zum
anderen auf ein bestimmtes Raum-Zeit-Volumen begrenzt werden.

Der Ubergang von der Minkowski- zur euklidischen Metrik kann einfach durch eine
Wickrotation vollzogen werden. Bei der Eingrenzung auf ein bestimmtes Raumvolumen
muss zwischen verschiedenen kinetischen Regimen unterschieden werden, da diese un-
terschiedliche Simulationsmethoden benétigen [17].

Um den Ubergang zu einem endlichen Raumvolumen V zu vollziehen, wird fiir den
Raumbereich ein Torus mit der Langenskala L = Vi angenommen. Das Problem bei
diesem Ubergang ist, dass die spontane Symmetriebrechung verloren geht. Werden die
Quarkmassen Null gesetzt, so verschwindet das chirale Quarkkondensat im endlichen
Volumen, welches ja ein hinreichendes Kriterium fiir die spontane Symmetriebrechung
ist. Allerdings ist der Ubergang zu einem unendlichen Volumen bei Quarkmassen, wel-
che nicht null sind, fliefend. Ist der Raumbereich grofi gegeniiber der Comptonwel-
lenldnge des Pions, also des leichtesten Goldstone-Bosons, verhilt sich das System, als
sei es in einem unendlichen Volumen. Andererseits kann natiirlich das Volumen festge-
halten und die Quarkmassen gegen null geschickt werden, was die spontane Symme-
triebrechung wieder herstellt. Dies kann nur funktionieren, wenn die Quarkmassen von
der Ordnung 1/V sind.
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GRUNDLAGEN 1.3 Regime der chiralen Storungstheorie

Im Folgenden soll das Volumen grof3 gegentiber der QCD-Skala sein. Das hat zur Folge,
dass in niedrigster Ordnung dieselbe Lagrangedichte wie im vorangegangenen Kapitel
vorliegt. Dies kann sich allerdings durch die anderen Zahlschemata, die noch eingefiihrt
werden, dndern. Da hier allerdings alles in einem endlichen Volumen behandelt wird, ist
der Pionimpuls p nicht kontinuierlich, sondern entsprechend

pp=—n n, €72 (1.119)

gequantelt. Entwickelt wird im Pionimpuls und der Pionmasse m, im Verhiltnis zum
chiralen Cutoff A ~ 47 F'. Daraus folgt die Lagrangedichte:

2

F x e —i0 4
Lapr =~ T0,U9,U"] - mT Te[e™ U+ Ute ™ |+ 0 (%) . (1.120)

wobei die Quarkmassenmatrix als diagonal angenommen wird und fiir F} By abkiirzend
¥ steht. Der Vakuumwinkel 0 tritt hier explizit auf, da alles in einem endlichen Volumen
definiert ist und deshalb die Topologie der Eichfelder berticksichtigt werden muss [21].
Wird der quadratische Term der Wirkung in der Standardentwicklung U = 1 +
i\/(2)¢/F + ... in der Impulsdarstellung berechnet

S = g(pQ +m2) Tr[€?], (1.121)

so werden die Schwankungen der Felder {(x) gedampft. Diese Dampfung ist von der

1 1
© (W +mz>) ~0 <Vm> | (1.122)

Ist L von der Grofienordnung der Pionwellenldnge m%T, so verhilt sich das System im

Groflenordnung

endlichen Volumen im Prinzip so, wie im unendlichen, das heifst, die typische Impuls-
skala ist p ~ mg. Fiir m, > 1/L sind die Schwankungen viel kleiner als 1/ L? und die
Entwicklung um die klassische Losung ist eine Entwicklung in einer Grofse, die viel klei-
ner ist als 1/(LF)? < 1. Wird aber die Quarkmasse oder das Volumen kleiner, so treten
Volumeneffekte auf. Kann allerdings sichergestellt werden, dass m,L > 1, kann weiter-
hin die Standardentwicklung benutzt werden. Im Grenzfall, wenn also m, L ~ 1, wird die
Entwicklung um den klassischen Grenzfall von U(z) und die Entwicklung in p von der
selben Ordnung 1/F L sein. Diese Entwicklung findet im so genannten p-Regime statt, in
dem folgendes Zdhlschema gilt
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|‘£P| My p 1
~ s 1.12
F A A LF ( 3)

Wird die Pionmasse oder das Volumen weiter verringert, so dass die Comptonwel-

lenldnge des Pions grofier wird als die Lange des Raumbereiches, kann nicht mehr im
p-Regime entwickelt werden, da Pionen mit Impuls null auftreten konnen. Wird in Glei-
chung mrL? ~ 1, sind die Schwankungen der Pionen mit Impuls null, der so ge-
nannten Nullmoden ¢, von der Ordnung O(1) und sie kénnen nicht mehr entwickelt
werden. Allerdings sind die Schwankungen der nicht-Nullmoden von der Ordnung

0(5) <o (L), a2

was bedeutet, dass diese auch weiterhin noch perturbativ behandelt werden kénnen.
Diese Entwicklung findet im so genannten Epsilonregime statt, in dem folgendes

Zidhlschema gilt

My p2 1 9

AN~ EE~ (1.125)
Ein interessanter Effekt des Epsilonregimes ist, dass auch bei Berechnungen der
nachfithrenden Ordnung nur die Niederenergiekonstanten der Lagrangedichte der
fiihrenden Ordnung auftreten. Dies macht das Epsilonregime zu einer beliebten
Moglichkeit, chirale Stérungstheorie im endlichen Volumen zu betreiben.

Da die Schwankungen der Nullmoden von der Ordnung O(1) sind, liegt es nahe, die
Nullmoden zu separieren. Das heifst, das Feld U(z) wird in einen konstanten Teil Uy und

in einen x-abhéngigen Teil £(x) wie folgt aufgespalten

U(x) = Upexp {z%é@ } . (1.126)
Welche Konsequenzen das fiir die Lagrangedichte und vor allem fiir das erzeugende
Funktional haben wird, wird ausfiihrlich in Kapitel 3 besprochen.

Es ist auch moglich, eine Verbindung zwischen dem p-Regime und dem Epsilonregime
zu schaffen. Dies geschieht, wenn F'L >> 1 und die Quarkmassen im Bereich m,L ~ 1
liegen. In diesem Bereich ist mX~V ~ (FL)}(m,L)? >> 1 und die Ergebnisse sind im
Epsilonregime dieselben wie im p-Regime, wenn dort mXV grofs ist. AufSerdem ist es
moglich, verschiedene Quarks in verschiedenen Regimen zu behandeln. In [2] werden
zum Beispiel u- und d- Quarks im Epsilonregime behandelt und das s-Quark im p-
Regime.
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1.4 Verkniipfung von Gitter-QCD und chiraler Stérungstheorie

Die Verkniipfung der beiden Theorien lduft hdufig auf das Berechnen der Niederenergie-
konstanten der chiralen Storungstheorie, also zum Beispiel Fp, oder By, durch Gittersi-
mulationen, hinaus. Wie dies genau geschieht, sei hier am Beispiel des skalaren Singulett-
Quarkkondensates erldutert.

Das Pfadintegral der QCD im Kontinuum ist definiert als

Zocp = /D[AM]D[\II,\II] exp{/d4x£Q0D}, (1.127)

wobei Locop die aus den vorangegangenen Kapiteln bekannte Lagrangedichte der QCD
ist. Das Quarkkondensat kann durch eine Ableitung des Pfadintegral nach den Quark-

massen bestimmt werden:

Z Jln ZQCD

D)~ —(mutdd+ss)| = (00). (1.128)
g my=

=0
f=u,d,s my

Das Gleiche ldsst sich natiirlich auf der Seite der chiralen Stérungstheorie berechnen. Das

Pfadintegal der chiralen Stérungstheorie niedrigster Ordnung ist

Zy = / DI[U] exp{— / d%@}, (1.129)

mit der Lagrangedichte aus Gleichung [1.118] Auch hier kann nach den Quarkmassen
abgeleitet werden und man erhalt
_ F§Bo

5 8;HZ2‘m e %<TT[M(U+UT)]>‘T” _ = 3F§By+ ... (1.130)
feudys f=udys O !

Werden die Gleichungen [1.128|und |1.130] direkt miteinander verglichen, erhélt man

oln Z, InZ
S 71; QCD‘ =¥ aan 2’ : (1.131)
f=u,d,s mfg my=0 f=u,d,s mg my=0
1 _
= —g(wu+dd+ss) =% = F§By. (1.132)

Die Gleichung [1.132] ist auch bekannt als Gell-Mann-Oakes-Relation und eine
Moglichkeit aus Gittersimulationen das Quarkkondensat zu berechnen.
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Das bedeutet, dass die linke Seite von Gleichungnun auf dem Gitter definiert wird
und dann durch Simulationen berechnet wird, wéhrend die rechte Seite in einem Regime
der chiralen Stérungstheorie definiert wird.

Wird das Epsilonregime gewdhlt, so erhdlt man mit der Abkiirzung = mXV fiir das
Quarkkondensat in Sektoren mit fester topologischer Ladung v (siehe Kapitel 3):

X 0 Yy
Yo(p) = —=InZ.= —+ xu, (1.133)
=57 ;
by
it Xy = =+ ... 1.134
mi X 2(Nf—|—y)’u+ (1.134)

fur den Fall, dass i << 1. Es ist noch anzumerken, dass ¥, () Infrarotdivergenzen
enthélt, die Proportional zu % sind. Dies wird fiir die Verkniipfung der beiden Theori-
en wichtig werden, welche in Kapitel 2 vogestellt wird.

Xv ist bis zur nachfiihrenden Ordnung bekannt [5] und damit ist das chirale Quarkkon-
densat im Epsilonregime

N?_l B1

1
TN, P

Serf(V) =3 : (1.135)

wobei 3; eine volumenabhingige Grofe ist und L = Vi ist.
Auf der QCD-Seite kann das Quarkkondesat in einem Sektor mit fester Topologie (siehe
Kapitel 2 und 3) geschrieben werden als

(vy)
Ny

> pv(A) v
v _9 d\ = v 1.136
" /0 m24+ A2 Vm X ( )
wobei p,, () die spektrale Dichte des Diracoperators [21] ist und auch hier eine Divergenz
in 1/m aulftritt. Beseitigt man die Divergenzen durch Renormierung, so kénnen x, und
X» direkt miteinander verglichen und so das Quarkkondensat berechnet werden.
Weitere Methoden Fy und By durch eine Verkniipfung von Gitter-QCD und chiraler

Storungstheorie zu bestimmen, sind in [23]] ausfiihrlich beschrieben und erldutert.

31



PROBLEMSTELLUNG

Kapitel 2
Problemstellung

Im ersten Kapitel ist allgemein auf die Gitter-QCD und die chirale Stérungstheorie, sowie
die Verkniipfung der beiden Theorien eingegangen worden. Dies wird im Folgenden
fiir die Beschreiebung der AI = 1/2-Regel benétigt werden. Dazu wird zuerst auf den
Hamiltonoperator in der QCD und der chiralen Storungstheorie eingegangen, der fiir
AS = 1-Uberginge verantwortlich ist. Danach wird die Verkniipfung zwischen Gitter-
QCD und die chiralen Storungstheorie fiir dieses Problem beschrieben.

2.1 Der Hamiltonoperator des AS = 1-Ubergangs

Der Zerfall eines Kaons in zwei Pionen wird durch eine V-A Strom-Strom-

Wechselwirkung, also einem W-Boson, iibertragen. Sie kann wie folgt definiert werden

1 N _ _
Sw = 59% > (Vis)Vaa / d'z d'y (57, P-q)(x) Dy (x — y) (@ P-d)(y). 2.1)
qg=u,c,t
D,,, ist der Propagator des W-Bosons, (V,,)* und V,q sind Elemente der CKM-Matrix,
P_ = (1 —v5) und g, = 4V2G M3, die Kopplungskonstante der schwachen Wechsel-
wirkung. Die moglichen Betrdge durch das Topquark sind um drei Groffenordnungen ge-
geniiber denen des Upquarks unterdriickt und kénnen aus diesem Grund vernachlassigt

werden. Es wird nur noch tiber das Upquark und das Charmquark summiert.
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PROBLEMSTELLUNG 2.1 Der Hamiltonoperator des AS = 1-Ubergangs

Da die grofiten Beitrdge zu S, von dem Bereich  ~ y stammen, kann eine Operator-
Produkt-Entwicklung in der inversen W-Boson-Masse gemacht werden. Die Wirkung
geht dann {iber zu

2
Sw & / d*z Hy(x),  Hu(r) = 4M2 Vus) uth On( 2.2)

wobei h,, dimensionslose Wilson-Koeffizienten sind, die vom Renormalisationsschema
abhéngen. Die Operatoren O, (z) konnen durch eine Symmetriebetrachtung [8] aller glo-
balen Symmetrien bestimmt werden. Da nur zwei Quarkfamilien betrachtet werden, soll-
te der Hamiltonoperator CP-erhaltend sein. Man erhilt explizit fiir ein aktives Charm-
quark [17]

o==+1

Hy, = 2V2G (Vi) ud{ Z %, ([0w)uua — [Owl%eea) +hm[0m]5d} + H.c. (2.3)

mit den Wilson-Koeffizienten hfj, hum, deren Werte in fithrender Ordnung hfj =1,h,=0
sind. H.c. steht fiir den komplex konjugierten Anteil des Hamiltonoperators. Die Schreib-

weise der Operatoren aus Gleichung [2.3]ist eine Abkiirzende, die fiir

[Ow]rsuv = %([Ow]rsuv + U[Ow]rsvu); (24)
[Owlrsun = (Vryu P-0,,) (Vs P, ), (2.5)
[Om)sa = (m2 —m2) {ms (U P_Ug) + my(TPLT,)} (2.6)

steht, wobei u, s, d, ¢ physikalische und 1, s, u, v generische Flavourindizes sind.

Es existieren verschiedene Methoden, um den Zerfall mit diesen Operatoren zu beschrei-
ben. Die einfachste Methode ist, anzunehmen, das Charmquark sei so leicht wie die drei
anderen Quarks. Dadurch besitzt die Lagangedichte eine chirale SU (4)-Symmetrie.
Dieser Fall ist allerdings unphysikalisch, da das Charmquark bei weitem schwerer
ist als Up-, Down- und Strange-Quark, weshalb man diese Rechnungen nur als erste
Néherungen betrachten darf.

Um das Charmquark als schweres Quark behandeln zu kénnen, kann der Hamiltonope-
rator vom SU (4) symmetrischen Fall in irreduzible Darstellungen der SU(3)1, x SU(3)r

Flavour-Gruppe zerlegt werden.
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Da der Hamiltonoperator wie ein Singulett unter SU (3) r transformiert, kann er auf eine
irreduzible Darstellung der SU(3)-Symmetrie mit den Projektionsoperatoren aus An-

hang A projeziert werden und man erhalt

. . 1 P
Hyy = 2V2G r (Viis)*Viua {h;[ow]juud + 5h; [Ru]l; — hoy[Rul oy~

l(hfg - h;)[OW]Scdc + him [Om]sd} + H.c. (27)

(h’L—Z + h;)[Ow]sccd - 9

1
2

mit den Operatoren

[OAw]juud = %{[Ow]suud + [Ow]sudu - é Z ([Ow]skdk =+ [Ow]skkd)a } (28)
k=u,d,s
[Ruliy = % > <[Ow]skdk + [Ow]skkd>- (2.9)
k=u,d,s

Der erste Operator des Hamiltonoperators aus Gleichung 2.7] transformiert unter dem
27-Plet der SU(3)r-Subgruppe, das heifit, er ist symmetrisch unter Vertauschung von
Quark-Antiquark-Indizes und auflerdem spurlos. Die {ibrigen Operatoren gehoren der
irreduziblen Darstellung der Dimension 8 an und transformieren damit unter 3* ® 3.

Es existieren zwei Moglichkeiten, das schwere Charmquark auf Seiten der Gitter-QCD zu
behandeln. Zum einen kann das Charmquark ausintegriert werden [7] oder aber es kann
explizit mit simuliert werden [17]. Fiir die chirale Storungstheorie macht dies keinen Un-
terschied, da nur der SU(3)-Fall betrachtet werden muss, wobei es auch hier méglich ist,
das Charmquark auszuintegrieren [16].

Der Anteil der starken Wechselwirkung kommt in der chiralen Stérungstheorie durch
ihre Lagrangedichte zum tragen, die in fithrender Ordnung im SU (3)-Fall gegeben ist als

F? 3 40 —i6
Lapr = — Tid,U0,U" - mT Trle™ U + Ute ™r ). (2.10)

Der zu Gleichung 2.7 korrespondierende Hamiltonoperator der chiralen Stérungstheorie
fiir AS = 1-Ubergénge ist

5
Hy = 2V2GrV, Vi, {3927027 + 29305 + 29é0é} + H.c. (2.11)
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mit den Operatoren

3 2
Oa7 = [Ow]:uud = g([OW]SUdu + g[OW]suud)a (212)
1
Os = [Rwliy =5 > [Owlskhds (2.13)
k=u,d,s
F4
[OW]rsuv = T(a,uUUT)ur(a,uUUT)vs» (214)
F2 0 —i6
(0] = Z-m¥(e™1 U + U'e ™). (2.15)

2.2 Korrelationsfunktionen

Den Ubergang von einem Kaon zu zwei Pionen wird durch die Vier-Punkt-

Korrelationsfunktion
(rm|OR|K) (2.16)

beschrieben, wobei Or einer der generischen Operatoren des vorangegangenen Kapitels
reprasentieren soll. Allerdings ist es nicht moglich, den physikalischen Inhalt der eukli-
dischen Korrelationsfunktion zu rekonstruieren [22]]. Deshalb wird auf die Berechnung

der Zwei- und Drei-Punkt-Funktionen
(m|OR|K), (0|Og|K) (2.17)

zuriickgegriffen. Die Kombination dieser beiden Korrelationsfunktionen liefert die sel-
ben Informationen wie Gleichung und kann dazu benutzt werden die Amplituden
Ap und A, zu bestimmen [1]].

Kaonen und Pionen kénnen fiir konkrete Berechnungen durch linkshdndige Strome

J¢ = UT%, P_¥ (2.18)

oder pseudoskalare Dichten
P = Uy T*W (2.19)
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ausgedriickt werden. Die einzige Eigenschaft der Erzeugenden der Symmetriegruppen,
der Ts, die fiir diese Berechnung benétigt wird, ist ihre Spurlosigkeit. Das heifst, sie
kénnen dazu verwendet werden, um die richtigen Flavourindizes fiir Kaonen und Pio-

nen zu erzeugen (siehe Kapitel 3). Die Korrelationsfunktion
(J3(@) OR(0) Jh(w)) (2.20)

ist schon erfolgreich fiir AI = 1/2 und Al = 3/2-Uberginge sowohl im SU(4) [8] als
auch im SU (3)-Fall [17], [15] berechnet worden. Der Unterschied zur Verwendung von
pseudoskalaren Dichten gegentiber der von linkshdndigen Stromen besteht in den unter-
schiedlichen Simulationsmethoden. Somit verfiigt man iiber eine Méglichkeit die Grofie
des Charm-Quark-Beitrages der Al = 1/2-Regel auf unterschiedliche Weise zu berech-
nen und die Ergebnisse gegenseitig zu kontrollieren.

Die zu berechnende Korrelationsfunktion mit zwei pseudoskalaren Dichten in einem

Sektor mit fester topologischer Ladung v ist

[Crly (20 = 20,90 — 20) = lim (mV')? / d’z / @y (0, P (2)OR(2)000 P'()) . (2.21)

Die zeitlichen Ableitungen treten auf, um Beitrdge der Lagrangedichte hoherer Ordnung
und damit eine Kontamination mit weiteren Niederenergiekonstanten zu vermeiden [3].
Um eine bessere Statistik der Gitter-QCD-Simulationen zu erhalten, wird noch tiber alle
Gitterpunkte summiert, was auf Seiten der chiralen Storungstheorie einer Integration
tiber den Raum entspricht.

Die Korrelationsfunktion aus Gleichung ist auf der QCD-Seite des Problems nur
dann ungleich null, wenn einige der auftretenden masse-behaftete Quarkpropagatoren
Sy, mit Nullmoden abgesittigt sind [14]. Die Quarkpropagatoren konnen mit den Null-
moden auf QCD-Seite, welche Element des Kerns des Diracoperators sind, v;(z) € K
durch ihre spektrale Darstellung

V(T UT
Sml@,y) = w + ... (2.22)
€L

ausgedriickt werden. Die Nullmoden sind entsprechend der Vorschrift

/U;r(x)vl(:n) =V (2.23)
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normalisiert, wobei V' das Volumen des betrachteten Raumbereichs ist.

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass die Dimension des Kerns des Diracoperators
K der Betrag der topologischen Ladung v ist. Aus diesem Grund werden die Korrela-
tionsfunktionen auch in Sektoren mit fester Ladung betrachtet. An Gleichung ist
ersichtlich, dass die Korrelationsfunktion auf QCD-Seite Pole in 1/(mV)", n € N enthalt.
Die Residuen dieser Pole sind numerisch weniger aufwéandig umzusetzen als die gesam-
te Korrelationsfunktion, denn es ist nicht mehr nétig die Propagatoren zu simulieren.

Die Residuen der Korrelationsfunktion erhilt man mit

Resn + .., Res, = lim (mV)"C,(z1, x2, ...). (2.24)

Cl,(-Tl,IEQ,---) = (’I?’LV)N m—0

Die auftretenden Pole der Korrelationsfunktionen sowohl in der Gitter-QCD als auch in
der chiralen Stérungstheorie [3] sind von der Ordnung 1/(mV)?, weshalb die Residuen
zu dieser Ordnung explizit berechnet werden.
Aus praktischen Griinden, die spédter deutlich werden, werden die auftretenden Drei-
Punkts-Korrelationsfunktionen noch auf die Zwei-Punkts-Korrelationsfunktionen

— i TH{T T B, (w0 — 20) = lim | (04, P"(2)15(2) ) (2.25)
normiert. Diese wurden fiir das Epsilonregime in [14] schon berechnet. Mit der pseudo-
skalaren Dichte und dem linkshdndigen Strom in chiraler Stérungstheorie

P = ST (N — Ut (2.26)
a F2 a
=~ T[T (Ua,UM)] (2.27)

erhilt man fiir die Zwei-Punkt-Funktion

TB, (w0 - 20) = Iv{1+ 0oy (\u\ - 1) i)} (2.28)

(FL)? Ny
Die Funktion h;(7;) ist in Anhang C erldutert, p = T/L und 7, = (z9 — 20)/T. Fiir
den generischen Vier-Fermion-Operator aus Gleichung[2.4]ist diese Korrelationsfunktion
im SU(4)-Fall [14] berechnet worden. Fiir die Projektion der Operatoren auf die irredu-
zible Darstellung der SU(3)-Symmetrie werden die Korrelationsfunktionen in dieser
Diplomarbeit berechnet.
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Kapitel 3
Fiihrende Ordung

Um die Korrelationsfunktionen der einzelnen Operatoren mit den pseudoskalaren Dich-
ten berechnen zu kénnen, miissen zunéchst alle auftretenden Objekte entsprechend des
Zidhlschemas im Epsilonregime entwickelt werden. Die Operatoren O27 und Og werden
durch die Projektionsoperatoren, welche in Anhang A aufgefiihrt sind, aus demselben
Operator O, 4, projeziert, was nahe legt, zu Beginn so allgemein wie moglich zu arbeiten.
Wenn alle Kontraktionen ausgefiihrt sind, wird die Korrelationsfunktion auf die irredu-
zible Darstellung der SU(3), projeziert. Danach werden die generischen Flavourindizes
durch physikalische ersetzt und sowohl die Mittelung tiber den Raum als auch die zeit-

lichen Ableitungen berechnet.

3.1 Vorarbeit

Wie im Kapitel [1.3|erldutert, kann das Feld U(z) in einen x-unabhéngigen Teil, die Null-
moden Uy, und einen x-abhdngigen und spurlosenTeil £(z) entsprechend

U(z) = @/ Fy, (3.1)
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FUHRENDE ORDUNG 3.1 Vorarbeit

aufgespalten werden. Da die Felder £(x) im Epsilonregime von der Ordnung O(e) sind,

liegt es nahe U(z) zu entwickeln

Ulr) = {1+ 2E(@) — 25€(@)* — 5 p€(@)° + O}, 62
U(e)! = U1~ 26(0) — (o) + 5 (@) + O(eh). (33)
Haufig treten auch Ableitungen, welche auf die Felder wirken, auf, die in der Entwick-
lung
9
0,U(2) = { 50,6(0) ~ 3 OE)E(0) + €8N~ 53 Qo) (o)
+€(2)0u8(2)8 () + €(2)°0ué () + O(€”) } Uo (3.4)

ergeben. Fiir den generischen Operator O,.¢,,, wird noch das Produkt aus den Gleichun-

gen 3.2 und B.4]benotigt
OUT! =20,8(x) — 15 (QuE@)E(x) + E(),E())
T E@E)? + E@)EE) + (@)D, ()
F g EE) + e (DE@EE) + E(2)D,E@)E))
(e ()
21 2
=% ué( )+ 13 (0u€(2)€(2) — £(2) 0,8 (2))
3F3 FOUE@)E@)? + E(@)20u(x) — 2(2)0u (2)E(@) - (3.5)
In die Lagrangedichte der chiralen Stérungstheorie

2

F S, 2
Loxpr = - TH[0,U0,U"] = 5= Te[e™ U + Ule ™| (3.6)

konnen die Entwicklungen der Felder eingesetzt werden, was zu

L2 =T {0,6(0)0,6(0)} + 525 T { (0uE@IEE))? — (Oue()) €(0)?)

+ ETm Tr {(U()Ug +H.c.)— %5(1‘)2 (UoUp + h.c.)} + O(€), (3.7)
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FUHRENDE ORDUNG 3.1 Vorarbeit

—if
fithrt, wobei fiir e V7 jetzt Uy abkiirzend steht.

Wird Gleichung [3.7|in die Gewichtsfunktion der Korrelationsfunktion eingesetzt, kann
diese auch entwickelt werden

exp{—/d4XE2} =
= exp {_ / d*x Tr {aug(x)aﬂg(x)}} exp {mYV Re Tr [UpUg]}

y {1 o [T {0ue@e@)? - @) 6w} -

_m /d4xTr {&(2)* (UoUp + He)} + 0(63)} : (3.8)

Auch das Integrationsmaf [d U] selbst muss entwickelt werden. Die Methode fiir die
Entwicklung ist in [11] ausfiihrlich beschrieben und man erhilt bis O(€?)

U] = d p(U)[d€] (1 - oo [ e [5@:)2]) - (39)

Das bedeuetet, dass sich das erzeugende Funktional Z in ein Produkt Z; x Zg aufspaltet,
wobei die Faktoren in der Entwicklung gegeben sind als

Ze = / [d¢] exp{— / d4xTr[8u§8u§]}, (3.10)
Zp(mXV) = /SU(N )du(Uo) exp {mXV Re Tr[UpUy|} . (3.11)
!

Damit vereinfacht sich das erzeugende Funktional fiir die Nullmoden zu einem Grup-
penintegral tiber die Gruppe SU(Ny) mit dem Haar-Mafs dyu.(Up).

Die Topologie der Eichfelder spielt im Epsilonregime eine wichtige Rolle und man kann
durch eine Fouriertransformation vom Vakuumwinkel § zu Sektoren mit fester topologi-
scher Ladung v gehen [21]]. Die Transformation ist definiert als

27
Z,(uxV) = L / A6 e Zy(muV), (3.12)
27T 0
und damit -
Zy = Z ez, (3.13)
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FUHRENDE ORDUNG 3.1 Vorarbeit

Da in allen Ausdriicken nur das Produkt aus Uy und U, vorkommt, ist es sinnvoll sie zu

kombinieren. Daraus folgt

¢ = UMY 1 = UMY (det Up)” = (det Uplp)” = (det )" (3.14)
Das Produkt aus Uy und Uy ist an dieser Stelle mit U’ abgekiirzt. Wirkt die Fouriertrans-
formation auf das erzeugende Funktional, so ergibt sich fiir Sektoren mit festem topolo-
gischen Index:
1 2

Z,(uxV) = — [ dé d pu(Up) €9 exp {mEV Re Tr[UpUy]}
2 Jo SU(Ny)

= / d p(U")(det U")"e™? exp {mEVReTx[U"]} . (3.15)
U'€U(Ny)

Ab jetzt wird fiir das Produkt U’ nur noch abkiirzend U verwendet.
Auch die pseudoskalaren Dichten miissen entsprechend dem Zidhlschema entwickelt

werden.

P*=XTr {T“ B(U —h.c.)+ %(fU + h.c.)

23

2 pa— —_—
&°U — h.c.) oV

1
— 7 (U = h.c) + 0(54)} } (3.16)
Jetzt fehlen nur noch der generische Operator O,4,, und der Operator Of. Bei beiden
Operatoren sind die fithrenden Terme von der Ordnung €* und es wird bis zur Ordnung

€% entwickelt. Fiir O} erhélt man

F2

Og = mY {2 (U + h.c.) g, +iF(EU — h.c.)gs — (£2U + h.c.)ds} , (3.17)

wobei hier schon explizit physikalische Indizes eingesetzt wurden, da dieser Operator

nicht mehr projeziert werden muss. Fiir O, ., erhélt man:
Orsuv — {auUUT]ur [auUUT]vs -
21 2
— {50 + 2 (D E(@E )

—ﬁ;ﬂ%a@a@ﬂm+g@y@g@mw—ﬂﬂ@%ﬂ@ﬂ@“”}
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FUHRENDE ORDUNG 3.1 Vorarbeit

{10 e + 3 (0D ~ [ e}
0L + 60,0 e — 2 DOE DS )
= 5[0 0,6
+ 2 A0 (D @Es — [E)E )]s}
0@ — [EE)OEE) o} 04}
+ oo (0@ {106 s + 6V e @]es — AE@OEDE) o)
IS i+ (6000 = A} 016
+ 2 {0 @EE r — (6@} (DD — EDOEDs} . (318)

Zusammenfassend sind noch einmal alle Entwicklungen der vorkommenden Terme nach
ihrer moglichen Odnung und damit der Anzahl der Felder in Tabelle|3.1{geordnet.

Operator | Ordnung | Anzahl der Felder

O(eh) 2

Orsuwv 0(65) 3
O(€%) 4

O(eh) 0

04 O(e%) 1
O(€%) 2

0(1) 0

Dichte O(e) 1
O(€?) 2

0(1) 0

Wirkung O(€?) 2
0(1) 0

Maf3 O(€?) 2

Tabelle 3.1: Ordnung der einzelnen Terme und ihre Anzahl der Felder
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FUHRENDE ORDUNG 3.2 Oy sup vor der Projektion

3.2 O,y vor der Projektion

Da nach der Kontraktion zeitliche Ableitungen auf die Korrelationsfunktionen wirken,
konnen nur Graphen auftreten, in denen die pseudoskalaren Dichten verbunden sind.
Der Operator Oz; kann aufierdem in fithrender Ordnung keine Flavour-Singulett-
Schleife bilden, da dann Deltas entstehen, die beim Ubergang zu den physikalischen
Indizes verschwinden. Das heifit, die fiihrenden Beitrdge sind im Epsilonzdhlschema
von der Ordnung €5 und setzten sich aus O, 4, der Ordnung e* und zwei pseudoskalaren
Dichten der Ordnung ¢! zusammen. Der zugehérige Graph ist in

0 O O

Abbildung 3.1: Graph zur fithrenden Ordnung von O,,,. Ein ungefiillter Kreis re-
présentiert den Operator O, 4, und ein ungefiilltes Quadrat eine pseudoskalare Dichte.

Werden alle Entwicklungen entsprechend der Ordnung im Epsilonregime in die Korre-
lationsfunktion eingesetzt, ergibt in fithrender Ordnung.

(P(2)Orsun(2)P(y)) = 2(Tr [T (&(z)U + UT¢(x)) ]
Xap,g(»z)ur ,u§ )
x Tr [T (£(y)U + UTE(y))]) (3.19)

Die Gruppenintegrale, in denen sowohl ein U als auch ein U vorkommen, treten, wie
im Anhang B beschrieben, nicht auf und kénnen daher schon an dieser Stelle beim Aus-
multiplizieren der Spuren vernachlédssigt werden. Wird alles mit Indizes ausgeschrieben,

ergibt sich:

= 22Tz(;Tfrm (Ui omf(x)jk‘f(y)noauf(Z)uraug(z)ur+
HURU £ @)k () omOp€ (2)ur O (D ) (3.20)

Die Felder konnen nach der Vorschrift [15]

(G(z — 2)0udjr. — E(x — 2)0ij0k1) (3.21)

N | =

(€(2)ij&(2)m) =
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FUHRENDE ORDUNG 3.2 Oy sup vor der Projektion

kontrahiert werden. In dem hier betrachteten Fall gilt E(z — z) = N%G (x — 2).
Jeweils ein Feld aus der pseudoskalaren Dichte wird mit einem Feld aus dem Operator
kontrahiert, was fiir jeden Summanden aus Gl. zwei Kombinationen ergibt

22

= ST 0uG w — 2)0,Gly — 2) %
1 1
UiUom 57‘5 u — a7 Y5k0ru nsYov — 77 Ynolvs
(U | (3181 738G = i)+
(51600 — 55008 ) (GrarGow — ——OoBur )+
js9kv Nf jkOvs )\ InrPou Nf noQur

P ot Y 1
+Uijno |:(6k:r51u 5k15u7‘)(5085mv Nf 5om5vs)+

Ny
(st — —— i) (Gor G — ——Bomur) (322)
ksiv Nf kiOvs or9mu Nf omOur . .

Bevor die Deltas auf die U und die T angewendet werden, sollten die Gruppenintegrale
berechnet werden, da sie im Wesentlichen auch nur auf Deltas fithren. Dadurch entsteht
eine kompakte Tensorstruktur, welche leicht zu projezieren ist. Wie die vorkommenden
Gruppenintegrale berechnet werden, ist in Anhang B ausfiihrlich dagestellt. AufsSerdem
kann ausgenutzt werden, dass eine Projektion von 4,6, immer null ergibt und deshalb
diese Terme schon hier vernachléssigt werden konnen. Mit der abkiirzenden Schreibwei-
se

T} =TT + TYT (3.23)

konnen alle Deltas ausgefiihrt werden und es entsteht eine kompakte Form des Korrela-
tors

lim (mV)? (P(2)Orsuo(2) P(y)) = (3.24)

m—0
vl

= 9,G(z — 2)9,G(y — 2) <V2T{aTb; — |l + 2L | rlertls,, 4 T{?‘T”}@)SD :

ur + v us +or Nf vi T is ut ~ar

welche leicht projeziert werden kann.
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3.3 Der Operator Oy; in fithrender Ordnung

Die Projektionsoperatoren sind in Anhang A angegeben und ihre Wirkung wird dort ge-
nauer erlautert. Da allerdings der Ubergang zu physikalischen Indizes gemacht werden
soll, treten bei P;” und P; weniger Terme auf. Das heifit, P;" ist gegeben als

TSUV;TSUV Nf 4
Wie in Anhang A erldutert, wird O27 mit der Projektion

[027]F§ﬂﬁ = (PQJFP1+ Orsuv (326)

) TSUV,rSUv
aus O,y gewonnen. Fiihrt man diese aus, so erhilt man fiir den Korrelator

lim (mV)2 (P(x)O27(2)P(y))

m—0
1
= 5(7/2 = WDO.G(x — 2)0uG(y — 2)
5
{ab} {apb} us a b
x (Tm T+ TETL - {T T }) . (3.27)

Alle Indizes sind bis jetzt noch generisch und miissen entsprechend Gleichung in
physikalische Indizes gedndert werden. Aufierdem kann noch eine spezielle Wahl fiir
die T getroffen werden. Mit dieser Rechnung sollen Kaonzerfille beschrieben werden,
was nahe legt, die T so zu wihlen, dass sie Kaonen und Pionen beschreiben. Konkret
bedeutet das

T3 = 0ibjs < P = uyss, (3.28)
T}y = 6iadju < P’ = dysu. (3:29)

Werden die Gleichungen und in Gleichung eingesetzt und wird Ny = 3
gewdhlt, so erhdlt man fiir den Tensorteil % und insgesamt fiir die Korrelationsfunktion

lim (mV)? (P(z)O27(2)P(y)) = %(ﬂ — |v)0,G(x — 2)0,G(y — 2). (3.30)

m—0
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FUHRENDE ORDUNG 3.4 Der Operator Oy in fithrender Ordnung

Damit die Ergebnisse mit denen aus der Gitter-QCD zusammengefiigt werden kénnen,

fehlen natiirlich noch die raumliche Mittelungen und die Zeitableitungen
0l [ [ Jim (mV ) (P(2)0zr(2)Ply) =
xJy
2
= 25202~ o, / 0,G(x — =) 0y, / 9,G(y — 2). (331)
x y

Die auftretenden Integrale sind schon in [14] berechnet worden und werden in Anhang

C aufgefiihrt. Das hier auftretende ist gegeben als

[ / 0,G(x —2) = % (3.32)
und es ergibt sich
2 (v? —
Oy =0ty [ [ immV 2 (P@)0m( P = 3 a3

Als letzter Schritt muss mit der fithrenden Ordnung zweier Zwei-Punkt-Funktion aus

Gleichung normiert werden und man erhilt

[Carlu(wo — 20,40 — 20) 2 < B 1>
By(to— 2)Bu(wo—0) 5\ o) (3.34)

3.4 Der Operator Oy in fithrender Ordnung

Die Rechnung fiir Og ist analog zu der fiir Oy7 bis auf die Projektion. Auf Gleichung

angewendet, erhdlt man

1 2
ﬂllilrno(mV)2 (P(x)Os(2)P(y)) = 5(1/2 + §|V|)8MG((L‘ —2)0,G(y — 2) {T“, Tb} . (3.35)
Werden sowohl die physikalische Indizes entsprechend GI. als auch die T entspre-
chend Gl und gewdhlt und fithrt man die rdumliche Mittelung und die Zeita-

bleitungen aus, erhilt man das Endresultat

1%+ 3|y|

5 (3.36)

(Cily = Dy / / lim (mV')? (P(x)Os(2) P(y)) =
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FUHRENDE ORDUNG 3.5 Der Operator Oy in fithrender Ordnung

Mit der Normierung folgt daraus:

[Cs]u(z0 — 20,40 —20) _ 1 ( 2)
By(z0 — 20)By(yo — 20) 2 1+ 3] ) (3.37)

3.5 Der Operator Oy in fithrender Ordnung

Der einzig mogliche Beitrag von O} zur Ordnung €° ist in Abbildung dargestellt.
Werden alle Kontraktionen ausgefiihrt, so ist die Korrelationsfunktion proportional zum

VN

Abbildung 3.2: Graph zur fithrenden Ordnung von Og

Propagator G(z — y).

Dieser muss sowohl {iber x als auch tiber y gemittelt werden. Mit der Darstellung|[C.T|des
Propagators erhélt man:

1 ep(z—y)

aa:oayo / G(:U - y) = aﬂvoayo / V Z 9 . (338)
X,y X,y P20 p

Die Raumintegrationen konnen ausgefiihrt werden und es entstehen Deltadistributionen

etPo(zo—yo)

1 etro(zo—yo) i - 1
amoayov Z - .2 / ey / e = amoayov Z 725(3) (p)5(3) (p) (339)
p#0 b x x p#£0 p

Werden die Deltas und die zeitlichen Ableitungen angewendet, kann explizit tiber den
Impuls null summiert werden und man erhalt

‘1/%: (eipo(xo—yo) — 1) (5(3)(]0) — % (T§(wo — yo) — 1) NE) (). (3.40)

Das Ergebnis entspricht einem Kontaktterm, welcher allerdings vernachldssigt werden
kann, da die Dichten nicht am selben Ort sind. Das bedeutet, es gibt keine Beitrdge von
04 in fithrender Ordnung.
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Kapitel 4

Nachfiihrende Ordnung

Die Berechnung der Korrelationsfunktionen der nachfiihrenden Ordnung verlaufen
wie die der fithrenden Ordnung. Zunichst wird die Drei-Punkts-Funktion des gene-
rische Operators O,,, allgemein berechnet und dann auf O; und Og projeziert. In
nachfiihrender Ordnung tragen auch Funktionen des Operators Og bei. Zum Abschluss
wird noch eine Methode vorgestellt, wie es im Prinzip moglich sein konnte, die Nieder-
energiekonstante g; durch Berechnung der Zwei-Punkt-Funktionen einer pseudoskala-

ren Dichte mit dem Operator O direkt zu bestimmen.

4.1 O,y vor der Projektion

Die Entwicklungen aller Terme, die in nachfiihrender Ordnung beitragen kénnen, sind
in Kapitel 3.1 ausfiihrlich behandelt worden. In Tabelle 4.2 sind alle moglichen Beitrége
zur nachfiihrenden Ordnung des Operators O,.5,, kompakt zusammengefasst. Die bei-
tragenden Graphen mit zugehorigen Korrelationsfunktionen sind vor der Projektion, der
raumlichen Integration und den zeitlichen Ableitungen in den Gleichungen [4.1| bis
dargestellt. Die Gruppenintegrale (und damit die Berechnung der Residuen) sind ent-
sprechend Anhang B schon ausgefiihrt worden. Es treten hier zusatzliche Beitrdge des
Massenterms (gefiillter Kreis), des Mafsterms (Kreuz) und des kinetischen Terms (Schlei-

fe im Propagator) auf.
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NACHFUHRENDE ORDNUNG 4.1 O,y vor der Projektion

Dichte | Operator | Dichte | Masse | Kin. | Ma | Gleichung

O(e) | O(eh) | O | O() | 0(1) | OQ1)
O(e) O(e') | O(e) | O(1) | O1) | O(e)
O1) | O() | O() | O(1) |O() | O1)
O(e) : O(eh) O(e) o) | 0(1) | O1)
O(e?) O(eh) O(e)? | O(1) | O(1) | O(1)
O() | O(e) | O(e) | O(1) | 0(1) | O(1)
O(e) O(&) | O | 0(1) | 0(1) | O(1)

Tabelle 4.1: Beitridge zu O, 5, der Ordnung €®

€> G(0)(N} - 1)
F\\\O///iwm = —7ﬁﬁ%ff@0@—amgw—@x

x4{y27{“7*}—-h4zﬂafﬁ}+

ur - vs vr T us

ot (surlert) 4 o,TT) ) (4.1)

us ar
f

- Ny 4
o % o 0 = “grm /d s(G(y— 5)0uG (s — 2)0,G(x — 2) + = < y) X

x4{y21{“7b}——h4I{WTH-+

ur - vs vr T us

V|

o (0 THTY + 0. 15T ) | (42)

ui " ar
f

1
O Py o o = TN /d4s (G(m —9)0,G(s — 2)0,G(x — 2) + x — y>

x{ vl (Nf + 2% = (NF = 2) ) T} +

ur - vs

v
2
x[(v + W) (TETES s + TET6us) +

ut=—1s LT

)
+(v = W) (T TES s + THTESus)] —

+(NF =2 = 3N TS| + (2 + Nylw]) x

Ut~ 18 vLTar

v
_W [(V(4 +Ne(v—1))+(2+ 4Nf1/)|y|)) X
X (TaTb (sur + Ta'T'b 51}5) -

VLTS ur=—ar

—(Z/(NJ% — 4+ Nyv) + (2 = ANgv)|v])) x
X (TETbwr + TiTi00)] | 4.3)

V1 1S ur—ar
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0 _ _% / &*s{RGO)C(s — 9)0,C(s — 2)9,Ge — ) +

+G(0)0,G (s — ¥)8,0,G (s — 2)0,Gl(a — 2) + 7 — y} X

Q
(]

X {VQT{aTb} — [y|TloTt} +

ur —vs

N
Ny
<O> = L{|V|T{aTb} —Arlert) 4
0 3F2 ur - vs vr ~us
v {arb} {ab}

+? <6TUTui T'is + 5U3Tm' Tir ) } X
x{ - G(s—x)G(s —y)0,0,G(s — 2)0,0,G(s — z) —
—0,G(s — x)0,G(s —y)0,G(s — 2)0,G +
+0,G(s — x)G(s — y)0,0,G (s — 2)0,G +
+G(s —2)0,G(s — y)0,0,G (s — 2)0,G

2(2N?% — 3)
Q - _ﬁ G(0) 0uG(x = 2)0uG(y — 2) X

X {I/2T{aTb} — |7} +

(6T T + 6, TET) | (4.4)

s —Z

s§—Z

(s—2)
(s—2)
(s=2)} @5

Q
g

ur - vs

it (orer) + 0.1 ) (@6)

EE N - —%{[G@—y)@uG@—Z”Q*xHy}X

x{% (VQT{aTb} - \u|TjﬁT5§) +

ur - vs

1%
+4nyyy [(”(QNfV —3) + ) (TLTESur + THTEus) +

F V2NV + 3) + By |) (TE T80 + ThTi0us)| -

3v
oA L0+ AN = D) TETE b+ T 00) +
!

(v + |+ Nl ) (T3 TE0w + ThTS600) | @)

/C\_I = —%G(m —9)0uG(z — 2)0,G(y — 2) %

D (2 Ny Tems) — (v + 2y zfert)) -
f
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— (N 4 o)) (0 T T + 0, T T +)

2
+

SRR

(0 TSTY + 80, TETY ) }

o Q a = _i{(A—(3+4nyyy))T{aTb} -

3F2 ur *vs
—(Ajv| — (4N — 3\1/\)B)T{“Tb}} -

vr T us

—6—;2{#@1 — 3B)(TYOT 6, + THT 6,) +

ut 1S
+8B|V|(TUT 6, + Tv{iaTiZ}%r)}
In Gleichung .11 wurden die Abkiirzungen

A= 3367(0) Gz —2)G(y — 2)
B = G(0) 0,G(x — 2)0,G(y — 2)

verwendet.

(4.8)

(4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)
(4.13)

Dass die Graphen 4.9/ und nicht beitragen, liegt an der Tensorstruktur des Operators

der Ordnung €°.

Der Graph {.1| spielt eine gewisse Sonderrolle, denn er ist der einzige, der auch unver-

bundene Anteile enthalten kann, die ausschliefilich Beitrdge zum Vakuum liefern. Physi-

kalisch relevant sind allerdings nur die verbundenen Anteile. Dies soll durch den Index

verb. in Graph angedeutet werden. Allgemein gilt fiir den Erwartungswert zweier

beliebige verbundener Operatoren O; und O

(0102)yepp,. = (0102) — (01) (O2) .

(4.14)
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NACHFUHRENDE ORDNUNG 4.2 Oy7 in nachfithrender Ordnung

Da die Schleife im Massenterm nur noch Nullmoden enthilt, miissen die beiden Gup-

penintegrale
<Uk,-UomUaa + U;kU,IOUjm> und <UkiUom + U}kUJw> <Uaa + U;a> (4.15)

berechnet und von einander abgezogen werden. Das Ergebnis ist in Gleichung |4.1|abzu-
lesen. Anstelle einer Schleife des Massenterms konnte man sich auch einen Beitrag eines
verbundenen Graphen mit einer Schleife des Mafiterms vorstellen. Hier ist es allerdings
so, dass sich die rechte Seite von Gleichung direkt weghebt, da die Summanden
offensichtlich gleich sind.

4.2 Oy in nachfiihrender Ordnung

Nach der Projektion auf O»7; und dem Ersetzen der T ergibt sich fiir die Graphen des

vorangegangenen Kapitels

32 G(0
GLEd — ' F(,Q)@G(:r —2)9,G(y — 2)(V* — |v]), (4.16)
1
GLED — oo [ d's (G( — $)9,G(s — 2)0,G(x — 2) + @ <—>y> (2 — |v])(4.17)
4
GLE3 — 5FV /d4s(G(ac —y)0,G(s —2)0,G(x — z) + x < y> X

><|V|(5+3y2 —8|v|), (4.18)
Q@ — % / @' (B2G(0)G(s — 1)2,G(s — 2)8,C(x — =) +

+G(0)0,G(5 — 1)0,0,G (s — 2)0,G(z — 2) + o y)(l/ —|v)), (4.19)

GLEE — —%(V2 — |v]) x
x{ — G(s — 2)G(s — 1)0,0,G (s — 2)9,0,G(s — 2) —
—0,G(s — 2)0,G(s — y)0,G(s — 2)0,G(s — z) +
+0,G(s — )G (s — y)0,0,G(s — 2)0,G(s — z) +
+G(s — 2)0,G(5 — 1)0,0,G (s — 2)9,G (s — z)}, (4.20)
Qi — =90, 6 29,6y - 20— ). @)
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GLED — b (G~ 1)0uGly — A + 2 < y) (2 ~ o)), @22)
GLAS — ﬁ(}(x —9)0,G(x — 2)9,G(y — 2)(v* — |v]), (4.23)

GLEID — 152]?2 (326(0) Gz~ )Gy — =) -
~15G(0) 8,G(x — 2)8,G(y — z)) W2 — |v)). (4.24)

An dieser Stelle miissten die raumlichen Mittelungen und die zeitlichen Ableitungen
berechnet werden. Die meisten dieser Berechnungen sind in Anhang C dargestellt,
allerdings sind diese fiir den Graphen zum jetzigen Zeitpunkt noch nicht be-
kannt. Es muss darauf geachtet werden, dass die Ordnung der Korrelationsfunktion in
nachfiihrender Ordnung durch die rdumliche Mittelung, welche von der Ordnung 1/¢®
ist, nur noch von der Ordnung € ist.

Da nicht alle Terme der nachfiihrenden Ordnung bekannt sind, wird die Normierung auf
Zweipunktfunktionen an dieser Stelle nur exemplarisch vorgefiihrt.

Die Normierung ist gegeben als

[Cor]u (20 — 20,90 — 20) _
By (x0 — 20) By (yo — 20)
[Cor]u (0 — 20, Y0 — 20)

|l/|{1+ (F27Lp)2 (|7/| - A%) hl(Tz)} X |y|{1_|_ (1727[?)2 (|I/| o Nif) hl(Ty)}’ (

wobei die Funktionen 7, und h; in Anhang C genauer beschieben sind. Der Bruch kann

nun entsprechend dem Zahlschema im Epsilonregime entwickelt werden und man erhalt

1 2p 1 .

= 5[027]1,(130 — 20,Y0 — ZO) X (1 — W <|V| — Nf) (hl(Tx) + hl(Ty)) + O(E ))(426)
Beim Ausmultiplizieren muss darauf geachtet werden, dass die Ordnung nicht {iber €2
hinaus geht, da man ansonsten aus der Dreipunktsfunktion auch noch Terme der Ord-
nung €' benétigen wiirde.
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NACHFUHRENDE ORDNUNG 4.3 Og in nachfithrender Ordnung

4.3 Osin nachfiihrender Ordnung

Nach der Projektion auf Og und dem Ersetzen der T ergibt sich fiir die Graphen

GLED — 8;;;2)8 G(z — 2)0,G(y — 2)(3v% + 2|v), (4.27)
— 4 — — —
GL[4.2 12F2V /d s(G(y $)0,G(s — 2)0,G(z — z) +

e y) (302 +2[v), (4.28)

_1 4
GLE3 — SRV /d s(G(:c —9)0uG(s — 2)0,G(x — 2) + « y) X
x|V (10 — 21y — (20 - 3u(5 + 12u))), (4.29)

GLEA — L 302 o)) / 0*s (B2G0)G(s — 1)2,G(s — )80z —2) +

+G(0)0,G(s — 4)0,0,G(s — 2)0,G(x — 2) + & < y), (4.30)
GlLls — 25 (302 +2Jv|) x
x{ — G(s — 2)G(5 — 1),0,G (s — 2)9,0,G(s — z) —
—0,G(s —)0,G(s — y)0,G(s — 2)0,G(s — z) +
+0,G(s — x)G (s — y)0,0,G(s — 2)0,G(s — z) +
+G(s — 2)0,G (s — 1)0,0,G (s — 2)uG(s — z)}, (4.31)
GLES — “;ig ) 0, Ga = 2)9,Gly — 2)(32 + 2w)), (4.32)
GLE7D — 36_]*{2 ( Gz —9)0,G(y — 2)]> + 2 — y) (602 — |v| + 5v), (4.33)
GlLE§ — 36F2G(a: — 9)0,G(x — 2)0,G(y — 2)(9* + 26|v|), (4.34)
GLET — — (a%:( ) G(z — 2)G(y — 2) +
+5G(0) 8,G(x — 2)3,G(y — z)) (302 + 2|v)), (4.35)

Auch die Korrelationsfunktion zu dem Operator Og kann noch nicht normiert werden,
da auch hier die entsprechenden Integrale, wie im vorangegangenen Unterkapitel be-
schrieben, noch nicht berechnet worden sind.
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4.4 Og in nachfithrender Ordnung

4.4 Oj{in nachfiihrender Ordnung

Alle moglichen Beitrdge zu dem Operator Oy sind in Tabelle 4.2| zusammengefasst und
dann in den Gleichungen [4.36|bis [4.41|berechnet.

Dichte ‘ Operator ‘ Dichte ‘ Wirkung ‘ Maf3 ‘ Gleichung

O(e) O(€%) O(e) o(1) o(1) 4.36
O(€?) O(€%) O(e) (1) O(1) 4.37
O(€?) O(e*) O(€?) o(1) o(1) 4.38
O(e) O(eh) O(e) O(e) | O(1) | |4.39)]4.40
O(e) O(eh) O(e) o(1) | 0(é?) 4.41

Tabelle 4.2: Beitrdge zu O} der Ordnung ®

0
o
]
|

2
WG(&? —2)G(y — z) %
XTITH {120 + || (11 + 9%} (4.36)
2
WG(@' —y){Gly—2)+ Gz — z)} x
XTITH {120 + || (11 + 9%} (4.37)
G-y (1502 - 11) (4.38)
9IF2V di

1 a
~GOFIV2 /d4s G(x —s)G(s — y)Tji Iﬁ} X

x {4v7(63v7 — 44) + |v|(596 + 3v°(39v — 139))}  (4.39)

_Vi"Q <y2 + ;M) /d4s {agG(O)G(:r —s)G(s—y)+
+G(0)0,G (@ — 5)0,G(s — ) }THTY) (4.40)

1 4 _ {agb} (21
FQV/d sG(x —s)G(s —y)T,, T;, <1/ —|—3|1/| (4.41)

55



NACHFUHRENDE ORDNUNG 4.5 Direkte Bestimmung von g

Der zweite Summand aus Gleichung ist ein Kontaktterm und kann aus diesem
Grund vernachldssigt werden.
Werden alle Terme aufsummiert, erhdlt man fiir die Korrelatiosfunktion

Ouuti | Jim(m <x>og<z>Pb<y>> =

m—>0

ng { (4 24 \u\( S ?) Oy /x,y [G(x — )Gy —2)+

+G =)0 =)+ 0= 2)]) ~oudh | [ a'sGle =) )

X [ (u2 + ;) (252 92G(0 )) + ﬁ{ V2 (6307 — 44)+ (4.42)

+|v| (596 + 3v*(39v — 139)) 18axoay0 / (1502 — 111/\)}

Um die Korrelationsfunktion mit Ergebnissen aus der Gitter-QCD vergleichen zu
konnen, miissen noch die Raum-Mittelungen und die Zeitableitungen der Nicht-
Nullmoden-Propagatoren berechnet und die Korrelationsfunktion normiert werden. Das
wird in dieser Arbeit allerdings nicht mehr dargestellt.

4.5 Direkte Bestimmung von g

Das generelle Problem bei der Bestimmung der Niederenergiekonstanten gs und gj ist,
dass die Korrelationsfunktion des Operators Og auf QCD-Seite einer Linearkombinati-
on aus den Korrelationsfunktionen der Operatoren Og und Of auf Seiten der chiralen
Storungsrechnung entspricht. Das bedeutet konkret fiir den Fall mit zwei linkshdndigen

Stromen
[ [ @y (5@hs0s0)530)) = gslC8 0. u0) + ICH (o). @)

In [17] wird eine Methode vorgestellt, auf welche Art und Weise es moglich ist, dieses
Problem mit Zweipunktfunktionen aus einem linkshdndigen Strom und dem Operator

04 zu losen.
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NACHFUHRENDE ORDNUNG 4.5 Direkte Bestimmung von g

Dazu werden die Korrelationsfunktionen
(Cal*(an) = [ % (J§(2)0n(0) (4.44)

fur die Operatoren Op = Os und Or = Of berechnet. Die Verkniipfung von Gitter-
QCD und chiraler Stérungstheorie geht hier analog zu der in Gleichung[4.43] Es ist nun
allerdings so, dass die Korrelationsfunktion fiir den Operator Og sowohl in fithrender
als auch in nachfiihrender Ordnung keinen Beitrag liefert und somit g5 direkt bestimmt
werden kann.

Wird anstelle eines linkshdndigen Stroms eine pseudoskalare Dichte gewdhlt, so gibt es
bereits in fithrender Ordnung Beitrdge von beiden Operatoren und die Methode ist nicht
mehr anwendbar. Dies wird im Folgenden gezeigt.

Der Graph zur fithrenden Ordnung der Korrelationsfunktion des Operators Og und einer
pseudoskalaren Dichte ist in Abbildung dargestellt.

e

(a) Graph zu Os (b) Graph zu Og

Abbildung 4.1: Graphen der Ordnung €® zu Og und O} mit einer pseudoskalaren Dichte.
Ein leeres Quadrat steht fiir einen der Operatoren und ein leerer Kreis fiir eine Dichte.

Man erhilt als Ergebnis nach Ausfiihren aller Kontraktionen, Berechnung der Gruppen-
integrale und Wahl von physikalischen Indizes

5 2
lim (mV') (P%(x)0s(0)) = —Zy[aua(x)} 79, (4.45)

m—0

Fiir den Operator Oy ist der Graph in4.1(b)|abgebildet, die Korrelationsfunktion lautet

lim (mV') (P*(x)04(0))

2 a
Jim, _ vayu + Ny |v|)G(z — 2)T5.. (4.46)

Da beide Terme keine Kontaktterme sind, konnen die Niederenergiekonstanen nicht so
einfach entkoppelt werden wie in dem Fall mit einem linkshdndigen Strom. Es sei noch
angemerkt, dass 77, in diesem Fall ein neutrales Kaon darstellt, da fiir ein geladenes Kaon

der Ubergang zum Vakuum aus Griinden der Ladungserhaltung verboten ist.
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Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit sind die Dreipunktfunktionen fiir die Operatoren Os7, Og und Oy in
chiraler Storungstheorie berechnet worden. In fithrender Ordnung entspricht die Korre-
lationsfunktion des Operators Oy; bis auf einen Faktor 2/5 denen aus [14]. Das war zu
erwarten, da die dort vorgestellte Rechnung vom SU (4)-Fall ausgeht und der dort vor-
kommende Operator nicht projeziert wird.

Auch das Ergebnis der Korrelationsfunktion des Operators Og verwundert nicht, da im
SU(4)-Fall Terme vernachldssigt worden sind, die proportional zu Deltas mit generi-
schen Indizes waren. Fiir eine SU(4)-Symmetrie kann dies gemacht werden, da alle ge-
nerischen Indizes als unterschiedlich angenommen werden konnen. Fiir die Projektion
auf die irreduzible Darstellung der SU(3)-Symmetrie diirfen diese Terme jedoch nicht
vernachlassigt werden und liefern zusétzliche Beitrdge zur Korrelationsfunktion.

An dieser Stelle konnen leider keine Abschdtzungen der Korrekturen, die von der
nachfithrenden Ordnung stammen, gemacht werden, da dazu noch die rdumlichen Mit-
telungen des Graphen [f.5|berechnet werden miissen. Aus dhnlichen Griinden muss dar-
auf verzichtet werden, die Beitrage des Operators O zu quantifizieren.

In Kapitel 4.5 wurde eine Methode vorgestellt, auf welche Art es moglich ist, die Niede-
renergiekonstante g5 direkt aus der Zweipunktfunktion eines linkshandigen Stroms und
des Operatos Of zu berechnen. Es wurde gezeigt, dass diese Methode mit einer pseudo-
skalaren Dichte und diesem Operator nicht funktioniert, da zusitzliche Beitrdge des Ope-
rators Og zu erwarten sind. Aus diesem Grund muss eine andere Methode herangezogen

werden, um diese Niedererngiekonstanten zu bestimmen.
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Es wire zum Beispiel moglich, die Beitrdge der beiden Operatoren zu trennen, indem
eine sehr hohe Zeitauflosung in den Simulationen der Gitter-QCD angestrebt wird [17],
was allerdings technisch sehr anspruchsvoll ist. Auflerdem muss man zwischen der nu-
merischer Effizienz und der Berechnung der Beitrdge von O} abwégen.

Zusitzlich zu den Berechnungen der rdumlichen Mittelungen miissen die Korrelations-
funktionen noch auf Seiten der Gitter-QCD simuliert werden.

Eine Machbarkeitsstudie ist im Rahmen einer Diplomarbeit von Thomas Tilli [28] durch-
gefiihrt worden. Entsprechende Produktionsldufe auf grofieren Gittern mit hoher Statis-
tik werden nétig sein, um die physikalischen Informationen zu extrahieren. Nachdem
dies geleistet worden ist, konnen die Ergebnisse der Gitter-QCD mit denen aus der chi-
ralen Storungstheorie verglichen werden.

Damit lassen sich dann die Niederenergiekonstanten berechnen, wodurch sich der Bei-
trag des Charmquarks zur Al = 1/2-Regel bestimmen lésst.
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Anhang A
Projektionsoperatoren

Die Projektionsoperatoren spielen eine wichtige Rolle, um die Gitter-QCD mit der chi-
ralen Storungsrechnung zu verbinden. Aus diesem Grund werden sie hier ausfiihrlich
besprochen. Zunéchst seien der Operator O, .5, der unter N;? ® NJ’E ®@Ny® Ny der SU(Ny)
transformiert, und der Operator O,,,, der unter N}‘ ® Ny transformiert, gegeben.
Diese beiden generischen Operatoren miissen auf die irreduzible Darstellung der
SU(Ny)r, mit den Projektionsoperatoren [17]:
(PP s = § G50+ 007ads) (o + 00005) (A1)
1
(N¢+20)(Ny +0)

= 57:T5§s(5ﬂu5f)v + (&’ﬂdéf) + 05f66§11) 5ru65v

)
( 2 J73av;rsuv

_ Ni—lk 5 (5Fa5§s5ﬁv5ru + 05507050050 + 00750550000 + 0’(557](57:T(5@u(55v) , (A.2)
f g
1
(P3)7:frru = 67~'T6ﬂu - 757”%5117'7 (A3)
) Nf

projeziert werden. Es gibt drei Operatoren O27,05 und Og

[027]F§ﬁ17 = (P2+P1+)F§fu7,rsuv Orsuvs (A4)
[Oét] U = (P3)Fﬂ;f'ﬁ (Pli)fgﬂgmsuv OT’SUU7 (A5)
[0/8] U = (P3)7717,;7'u O:“’u,? (A6)
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welche das richtige Transformationsverhalten besitzen. In Kapitel 3 und 4 treten letzt-

endlich nicht beliebige generischen Operatoren O, 4, auf, sondern sechs verschiedene

faktorisierte Formen,

Qur Rus,
Qus Ror,
Our Rys,
Ous Ror,
OurOus)
OusOvr

(A7)
(A.8)
(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

wobei Q und R Kombinationen der 7% beziehungsweise T° sind. Nach der Projektion auf

SU (3), ergibt sich fiir diese sechs Terme

[P35 Py 01,4 = S7su (@, R),
[Py PO, g = 0 Sffsuv(@ R),
[Py Py O3], gy =

[P35 P{ 04l = 0,

[P P{Os),., = 0,

[PS PY Og),.5s = O,

mit der abkiirzenden Schreibweise

1
STSUUU(Q) R) = Z {Quers + stR
2 (5u55v7" + 5ur5vs)

[P3P10.Ol]ru - T:;;(Q’ R)7
[P3P1002]ru = O—Tr?u(Qv R)7

[P P O3], = U7, (R),
[PsPY O4),, = oUZ,(R),
[P3Py Os),.,, =0,

(P3P Og),,, = 0,

ur T O (Quser + erRus) +

(Nf +0’)(Nf +20)
({Q, R}us + Tr[Q] Rus + Qus Tr[R]) —

Our
N+2
Ous
N+2
Our
N+2
dus
N—|—2

(Tr[QR] + o Tr[Q] Tr[R]) —

{Q R}vr + Tr[Q]er + Qur TI“[RD -

({Q R}vs + Tr[Q]R”US + Qus TI“[R]) -

61



PROJEKTIONSOPERATOREN

TE(QR) = (o{Q Rhu + Que TH{R] + TQIRu) -
5ur
g (TIQI TR + o THOR).
URR) = N+ 20) (R = 2R

(A.15)

(A.16)
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Anhang B
Gruppenintegrale

Es gibt verschiedene Methoden die auftretenden Gruppenintegrale zu berechnen [11],
[20], [10], [4]. Die hier verwendete ist allerdings sehr handlich und praktikabel. Der Vor-
teil dieser Methode ist, dass man mit ihr beliebige Gruppenintegrale auf Integrale iiber
Spuren der Nullmoden zurtickfiihrt. Aus diesem Grund wird damit begonnen, Grup-
penintegrale iiber Spuren der Gruppenelemente zu berechnen [9], [3]. Ausgangspunkt
ist das erzeugende Gruppenintegral bei festem v, welches bekannt ist

Z,(u) :/ du(U) (det U)” erReTrU, (B.1)
UcU(N)

Dieses Gruppenintegral kann durch eine Determinante iiber eine Ny x Ny Matrix ausge-

driickt werden [9]], deren Eintrége (i, j) die modifizierten Besselfunktionen I, ;_; sind
Zy(p) = det [I4;-i] - (B.2)

Die konkreten Gruppenintegrale konnen durch Ableitungen nach p dargestellt werden,
deshalb bietet sich eine abkiirzende Schreibweise an:

So(p) 10
> :Ff%any(,u). (B.3)

o (1)
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Da im Epsilonregime die Massen sehr klein sind und man nur an den Polen der Grup-

penintegrale interessiert ist, kann o, (¢) fiir nichtverschwindendes v gendhert werden

ol

Wie im Haupttext wird auch hier die abkiirzende Schreibeweise

erU(N) dp(U) (...) (det U)? epReTrU
du(U) (det U)” epReTrU

(e (B.5)

erU(N)

fiir Erwartungswerte verwendet. Allerdings werden die Indizes bei (...)!) weggelassen.
Mit der Definition einer Gruppenableitung wird eine Identitét aufgestellt, mit deren Hilfe
die Gruppenintegrale berechnet werden konnen. Diese Ableitung in einer bestimmten

Darstellung kann entweder nach rechts
F(Ue*™) = F(U) + ¢, VEF(U) + ... (B.6)

oder nach links
F(e"U) = F(U) + &V F(U) + ... (B.7)

wirken, wobei die t* Erzeuger der Gruppe U(Ny) sind. Fiir die weiteren Berechnungen
reicht die Ableitung nach links vollkommen aus. Aus diesem Grund wird der Index L
weggelassen. Man sieht leicht, dass die Ableitung durch

0

ij

(B.8)

gegeben ist. Durch komplexe Konjugation erhilt man die Wirkung der Ableitung auf die
komplex-konjugierten Felder
veut = —iutte. (B.9)

Die Ableitung aus Gleichung erfiillt zwei wichtige Relationen. Zum einen gehorcht
sie einer Lie-Algebra
[va, vb] — pabeyge (B.10)

mit der Strukturkonstante f9*¢ und zum anderen erfiillt sie die Leibnitzregel

V*(FG) = (V*F)G + F (V'G). (B.11)
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Da das Haar-Maf3 invariant auf der Gruppenmannigfaltigkeit ist, ist die Identitat
/ AUV F(U) = 0 (B12)

offensichtlich. Mit Hilfe der Leibnitzregel bekommt man eine einfache Vorschrift zum
Berechnen der Gruppenintegrale

/ dU Tr [tava <F(U) (det U 5U >>} , (B.13)

wobei hier
SU) = g Tr [U + UT] . (B.14)

Mit der Vollstandigkeitsrelation it = %51'15]'1@ der Generatoren t* der Gruppe U(Ny)
und der Normalisierung der Generatoren Tr (t°¢%) = 16° konnen die Gruppenintegrale
berechnet werden. Wahlt man F(U)=U, so erhilt man

AN +9) iy (B.15)

(12 [U7]) = N, -
Da das Integrationsmaf in Gleichung fiir v # 0 nicht reell ist, folgt die Identitét fiir
UT nicht automatisch. Konkret erhilt man

<Tr {(UT)QD = Ny — W <ﬁ UT> . (B.16)

Wie man sieht, kann das komplex-konjugierte Gruppenintegral durch eine Ersetzung
von v durch —v erhalten werden. Dies gilt generell, auch wenn nicht nur Spuren vor-
kommen.

Die Berechnungen der vorkommenden Gruppenintegrale werden im Folgenden aufge-
listet. Allerdings ist zu beachten, dass nur die Pole von Interesse sind und somit auch nur
diese hier angegeben werden.

lim (mVE) (T U)) = Np(lv| ~ ) (8.17)
hm (mVE (Tr [U?]) = —2Ny(Ny+v)(jv| —v) (B.18)
Tim (mV%)? < [UTD ~ 0 (B.19)
lim (mV'%) < 2> = —2N;(1+ Np)(jv| - v) (B.20)

65



GRUPPENINTEGRALE

lim (mVE)P(Tr [U°]) = 4Np(1+ N7+ 3Npv+0v7)(jv|—v) (B21)

lim (mVE)P(Tr U] Tx [U?]) = 4Np(2Nj+ (2+ Nj)v + Npv®)(Jv| — UB.22)

Tim (mVe)* (T (U] e [U2]) = 0 (B.23)
Tim (mV%)* <(Tr [U])3> — AN{(2+ 3N+ N2 (|| - v) (B.24)

Tim (mve)* (T [Ut] (Tr [U2))") = 0 (B.25)

Da alle notwendigen Integrale iiber Spuren von Nullmoden bekannt sind, konnen die fiir
die Korrelationsfunktionen benétigten Integrale berechnet werden.

Auf Grund der Invarianz des Integrationsmafies kann jedes beliebige Gruppenintegral
mit zwei Gruppenelementen A und B der Menge {U, U'}als

(AijBri) = 1045081 + 2000 (B.26)

dargestellt werden [14]. Werden bekannte Gruppenintegrale gewéhlt, so ensteht ein li-
neares Gleichungssystem, welches einfach gelost werden kann. Ganz konkret kann man

zum Beispiel, einsteinsche Summenkonvention vorausgesetzt,
<TT[AB]> = <AljB]Z> = Cl(sij(Sji + CQ(SZ‘Z‘(SJ‘J' = NfCl + NJ%CQ (327)

und
<TI‘[A] Tr[A]> = <AiiBjj> = 015“‘(5]‘]' + CQ(SZ‘jéjz‘ = N}Cl + NfCQ (828)
wihlen, was als Losung die Koeffizienten

1

o = Ny NVI- 1) (Ny (Tr[A] Tr[B]) — (Tr[AB])) (B.29)
- Nf(N1f2—1) (N (TY[AB]) — (Tv[A] T¥[B])) (B.30)

liefert. Daraus konnen die benétigten Integrale berechnet werden
(UijUp) = c10i0k1 + c205105 = (v —1v]) (v 6501 + dudjn) (B.31)

(v + [v]) (v 650k — Gudjkc) - (B.32)

Rl o R w0

<Uz‘Tlell> = CJ{(Sij(Skl + 025115]'1@ =
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Fiir drei Felder ist die Berechnung etwas komplizierter, da man sechs Gleichungen

benotigt. Aus der Invarianz folgt

(AijBriCn) =

Fiir die Koeffizienten ergeben sich dann folgende Werte

— Ny(Az2 + Az + Ag) + (N7 = 2)A4

Z

4—5N7 + N})

— Ny A1+A5+A6)+(N?*2)A4

Z

2 4
4—-5N?+N})

=

f

Ay + As + Ag) + (N7 = 2)A3

Z

2 4

2

4—5N} + N})
Ay + Az + Ag) + (N7 —2) 45

=

f

Z

4—5N7 + N})

2(As + Ag)
cl1 =

2(A2 + Ag)
Cy =

2(A2 + A4) —
Cy3 =

2(A3 + A4)
Cq4 =

2(A1 + Ag) —
Cy =

2(A; + As)
cg =

Hier wurden die Abkiirzungen

€10:j0k10mn + €204j0knOim + €30k10in0jm +
+ €40mndi10jk + €50;k01mOni + €60jmOnkOi;-

I

)

)

Y

)

— Ny A2+A3+A4)+(N]%—2)A6

Z

2 4
4—-5N?+ N}

A = (DA (B Tx[C),
Ay = (T[ABTX[C)).
A3 = (T[ACITM(B)),
Ar = (T[BCITx[A)),
A5 = (T[ABC)),

A = (TACB]),

(
(
(
(
(
(
— N(A1 + A5 + Ag) + (N7 —2) Ay
(
(
(
(
(

(B.33)

(B.34)
(B.35)
(B.36)
(B.37)
(B.38)

(B.39)

(B.40)
(B.A1)
(B.A2)
(B.43)
(B.44)
(B.45)
(B.46)

verwendet. Mit diesen Koeffizienten ist es moglich, beliebige Gruppenintegrale mit drei

Feldern zu berechnen. Wird fiir A, B und C zum Beispiel

A=B=C=U

(B.47)
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gewdhlt, so erhdlt man mit den Integralen aus den Gleichungen [B.21} [B.22| und |B.24| fiir

C1

42
a1 =—5(v[-v) (B.48)
]
Auch an dieser Stelle sei nochmals angemerkt, dass Integrale, welche nicht vollstandig

aus U oder U' bestehen, nicht beitragen konnen, da Integrale iiber die Spuren (wie m
und [B.25) nicht beitragen.
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Anhang C

Raumliche Mittelung der
Propagatoren

Der Propagator fiir die Nicht-Nullmoden ist definiert als

G =53 (1-63)

1pT

p2

und gehorcht der Differentialgleichung

— 8%G(x) = 6(x) — %

(C1)

(C2)

Um die rdumliche Mittelung des Propagators zu bestimmen, wird zunédchst die Funktion

m(r) = [ G

(C.3)

definiert. Diese Funktion kann aus der Differentialgleichung berechnet werden, in-
dem diese tiber den Raum gemittelt wird. Mit der Definition [C.3|erhilt man so eine neue

Differentialgleichung fiir hy(7)

d2
— W}’Ll('r) = 6(7’) — ].,

(C.4)
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welche im Intervall —1 < 7 < 1 die allgemeine Losung
1 1,
hi(1) = 3 (|7] — 5) 4+ by + boT| . (C.5)

besitzt. Der Koeffizient b; ist gleich null, da h(7) unter der Ersetzung 7 — —7 gerade ist.
Aus

/1 d7hi(t) =0 (C.6)
0

folgt auferdem by = — 5.

Alle benétigten rdumlichen Mittelungen lassen sich mit Hilfe der Definition des Propa-
gators und der Differentialgleichung bestimmen. Mit den Abkiirzungen 7, =
(xo — 20)/T und 7, = yo — 20/T erhdlt man konkret [14]:

Oz, / G(r — 2) = b (1), (C.7)

8%/8 Gz —2) 5 (C.8)

Oyo / /(%G(y —5)G(s — z) = =0,0Thi(1y), (C.9)
J

Do / /a DGy — $)0,Cls — ) = — 12, (C.10)

Mi(ry) +2) p2cp(7y)c;,<7y)] } ., (C.11)

v p#0
DonDye /x Gl — 1)0,G(w — )9, Gy — 2) —

o {Hh )R ) + B (e = 7) [ (72) = B ()] + P = 7)) =
= H (7, 7y), (C.12)
Doy / (Gl — )Gy — $)9,0,G(s — 2)0,0,G(s — )+

(
+0,G(x — 5)G(y — 5)0,G (s — 2)0,0,G(s — z)+
+0,G(z — $)0,G(y — $)0,G(s — 2)0,G(s — z)+
+G(z — 5)0,G(y — 5)0,G(s — 2)0,0,G(s — 2)] =
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_ 3GT(2) + % {Py (ra ) (ry) + THY (72 = 1) [ (72) = B ()] =

=3[ = 7y) + ha(7e) + ha(my)] = 4[f1(7e) + fi(m)l} =

—é ; {1 (12 — 7)Ip* [Co (7)) Ch(7y) — Cp(72)Ch(7a)] } - (C.13)
p#0

Die Funktionen f; ist definiert als

A = RO+ PO ()2 + Co(r)?] (C.14)
p#0
ebet oy OBl =), (el ) s
PUT) = olp[sinh([p|/2)” PY 0T 2lp[sinh(|p|/2)” '
Die Identitit

R (72) B (1) + B (1 — 7) [hll(Tm) —h] (Ty)] = hi (72 — 7y) + h1(72) + hi(7y) (C.16)

ist niitzlich beim Zusammenfassen der einzelnen Feynmangraphen. Zu guter Letzt wird

noch der Ausdruck fiir den Propagator an einem festen Ort benétigt

1

GO)=-—=, 9GO =1,

vV !

wobei 31 von der Geometrie des betrachteten Raumbereiches abhdngt. Weiteres zu den

(C.17)

Propagatoren ist in [12] und [11] zu finden.
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Anhang D

Tensorstruktur mit physikalischen

Indizes

Durch die konkrete Wahl der T

T — diuljs (D.1)
TZI; — 0ia0ju (D.2)

konnen nur bestimmte Indexkombinationen beim Ubergang von generischen zu physi-
kalischen Indizes tiberleben. Beim Operator O, ist die Ersetzung nach den Gleichungen

2.12lund

s — u, U — u. (D.3)

Wird beachtet, dass die T spurlos sind und dass Deltas mit zwei gleichen Indizes eins

sind, sind die Tensorstrukturanteile

T'I?ST'ST - Tc‘lLuT'SS = O’ TI()IT‘TQZZS - TgST’LZZ’U, = O’ (D‘4)
T’SST’ST‘ - Tgqubs = 07 T’;:LTT’LZJ)S - T’SLSTdbu = ]'7 (D'S)
T5iTy — T4 T =0, T3Ty; — TiTg = 1. (D-6)
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Fiir den Operator Oy ist die Ersetzung der Indizes etwas anders, da iiber den generischen

Index s explizit summiert wird. Es wird
r— S, u—d (D.7)
ersetzt, was fiir die Tensorstruktur

ToTy = TgTh =0, TiTy =TTy =1 (D:8)
bedeutet. Da der Operator O nur ein Zweiquark-Operator ist und die Korrelationsfunk-
tion direkt mit physikalischen Indizes berechnet wird, muss keine Ersetzung vorgenom-
men werden und es kann direkt mit den physikalischen gerechnet werden. Die Beitrédge
der Tensorstruktur sind die selben wie in Gleichung
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Anhang E

Mathematica Notebook eines
Graphen des Operators O

Die Berechnung des Graphen aus Gleichung soll hier genauer vorgestellt werden, da
er der einzige ist, der vier Nullmoden enthilt. Der Ubersicht wegen ist der Graph noch
einmal in Abbildung [E.1I|dargestellt. Die Korrelationsfunktion dieses Graphen ist

RN

Abbildung E.1: Der zu berechnende Graph

i (V)2 (P*(2)O4(2) PH(y) ) =

2374
L om~Y
= T}ggo(mV) 72

[t (1 [1(e(a) + UTe(a))] W+ UL)x

X Tr [T E()U + UTew)| T [¢()2(U + UT)] ) =
4

2
L om~Y
= nlllgl(](mV) 7

7588 [ @ts(UiUonUaUsa(2)1E 1)k (5)as (5)a +

+U]]‘LkUTTLOU;SUiag(x)kif(y)omf(S)Qﬂf(s)gy> . (El)
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Auch bei vier Felder ist es so, dass Mischterme aus U und U nicht beitragen konnen, da
die Integale tiber die Spuren verschwinden oder sich die U gegenseitig autheben und
das so entstandene Integral nicht mehr die richtige Ordnung in p hat.

Die Berechnung der Korrelationsfunktion und damit der Gruppenintegrale ist recht
kompliziert, da fiir die Berechnung der Gruppenintegrale ein lineares Gleichungssys-
tem mit 24 Gleichungen gelost werden muss. Aus diesem Grund ist das vollstindige
Mathematica-Notebook hier dargestellt und wird ausfiihrlich erldutert.

Alle Eingaben in das Notebook sind fett gedruckt, die Ausgaben stehen direkt anschlieflend
in geschweiften Klammern.

Zuniichst werden die Ersetzungen Us und Udaggers definiert. Sie sorgen dafiir, dass vier Nullm-
odenfelder mit beliebigen Indizes in die 24 Konstanten cl1-c24 mit zugehoriger Deltastruktur
umgeschrieben werden. Die vier Felder sind in einem Vektor zusammengefasst, da eine einfache
Multiplikation die Reihenfolge nicht beachten wiirde, was beim Losen des Gleichungssystems zu

Problemen fiihrt. Auflerdem wurde wegen vereinfachter Schreibweise Ny durch N ersetzt.

Us = {Ui_,j_, U 1, Un_ns Uo_,p_} — €1 %0 j * Op1 * Omn * Oop + C2% 05 j * Op 1 * O p * Op o+
+3 % 8; j * Omn * Ok p * 00 + C4 % 0; j * 8o p * O * Opm + €5 * O g * O * O p * 60+

€6 * O 1 * Oop * i * Ojm + C7 % Oy * Oop * 0;1 * 0k + C8B % 8; j * O m * On,o * Op k+

+€9 % 0; j * 010 * Opm * Op g + CLO * O g * Ojm * Ono * Opi + CL1 % Oy * 0.0 * Opm * O i+
+C12 % O * Ojk * 0,0 % Op i + C13 % Oy * 0o * Op i * O + €14 % 0o p * Oj k * Opm * O i+
+c15 % 8o p * Ojm * Ok * 015 + C16 % 051 * Oj k * Omp * Ono + C17 % 0i 1 * Ojm * Ok p * Op 0+
+c18 % 8; p * 0j,0 * O * Opm + C19 % Ok * Opm * Onyo * Opi + C20 % 0 * Op o * Op i * Op i+
+€21 % 8.0 * Opm * Ok * 015 + C22 % 0 o * Op k * Oy * Oni + C23 % 0k * 010 * Opm * On i+
+C24 % 0jm * On k * 01,0 * Op i3

Udaggers = {Udaggeri_’j_,Udaggerk_,l_, Udaggerm_,n_,Udaggero_’P_} —
cldagger * 0; j * Ok * O * op + c2dagger  0; j * Op 1 * Omp * Onot+
c3dagger * 0; j * O * O p * 010 + cddagger * 0; j * 0o p * Ok n * Opm+
cbdagger  0x1 * Om.n * 0ip * 05,0 + cOdagger * Ox 1 * dop * Oin * Ojm+
c7dagger * Oy * Oop * 051 * 01 + c8dagger * 6; j * Oy .m * On,o * Op k+
c9dagger * 0; j * 81,0 * Opm * On k + clOdagger * Ox; * 0jm * Ono * Op i+
clldagger * 6x * 0j,0 * Opm * On,i + cl2dagger * Om n * 0k * 80 * Op i+
cl3dagger * 6mn * 6,0 * Op i * 815 + cl4dagger * 0o p * 0k * Opm * On i+
cl5dagger * o, * 0jm * On i * 01; + cl6dagger * 0;; * 0j k * O p * On o+
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cl7dagger * 8; , * 0jm * Opp * 010 + c18dagger * 0; * 00 * O n * O m+
cl9dagger * 6; i * O1m * On,o * Op; + c20dagger * 0 m * 0n 0 * Op i * Oy i+
c21dagger * d;, * Op,m * On i * Oy; + c22dagger * 0; o * Op k. * Opm * On i+
c23dagger * d; i * 81,0 * Opm * On i + c24dagger * 6y * On i * 010 * Opi;

Als niichstes werden die Gruppenintegale iiber alle moglichen Kombinationen der Spuren der
Nullmodenfelder definiert.

Al = 8—;11\—’(1/ — Abs[V])(1 + Nv)(2 + Nv)(3 + Nv);

A2 = B (y — Abs[V])(N +v)(2 + Nv)(3 + Nv);

A3 = B¥ (v — Abs[]) (1 + N? +3Nv +172);

A4 =2 (v — Abs[]) (2 + N3v + 42 + 2N? (2 + %) + Nv (10 +12)) ;

A5 = 8%{\—’(l/ — Abs[v]) (5+ N? + 5Nv +1?);

Aldagger = %A—’ —v — Abs[v])(1 — Nv)(2 — Nv)(3 — Nv);

A2dagger = 8—;41\—’(—1/ — Abs[v])(N —v)(2 — Nv)(3 — Nv);

A3dagger = & (—v — Abs[v]) (1 + N? - 3Nv +1?);

Addagger = & (—v — Abs[v]) (2 — N3 + 4% + 2N? (2 +1%) + Nv (=10 +1?));
A5dagger = & (—v — Abs[v]) (5 + N? - 5Nv +1?);

Die Abkiirzungen sind wie folgt:

Al = (Tr[U]*), A2 = (Ty[U?| Tx[U]?), (E.2)
A3 = (Ty[U°]| Tx[U]) , A4 = (Te[U?]), (E.3)
A5 = (Tx[UY]). (E4)

Aldagger-A5dagger sind die komplex-konjugierten Gruppenintegrale zu A1-A5.

Als niichstes werden die Kontraktionen der Deltas definiert.

Kron =6, p_* Q- p. = Qcya;

Kronl = ép_a * Q_p. — Qca;
Kron2 =4, p_*Qy_c. — Qa,c;
Kron3 = 6b_,a_ * Q—b_,c_ = Qa,c
Kron4 = 4,_, * Q_a_’b_ — Qa,a;
Kron5 = 6b_,a_ * Q—b_,a_ - Qa,a3
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Mit dieser Vorarbeit konnen die notwendigen Konstanten c1-c24 und cldagger-c24dagger berech-
net werden. Dazu wird ein Gleichungssystm mit allen moglichen Kombinationen aus Integralen
iitber Spuren aufgestellt. An dieser Stelle ist es wichtig, jeweils vier U in einem Vektor zusammen-
zufassen und nicht nur zu multiplizieren, da die Reihenfolge, wie die U in Deltas umgeschrieben
werden, wichtig ist. Die Konstanten werden dann in den Variablen Ersetzenl und Ersetzen2
gespeichert.

Solve[

{Al == {Ui4,Uj j, Uk, U1} , A2 == {Ui3, Uj j, Umn, Unym }

A2 =={U;;,Unn,Unm,Uj;},A2 == {Unn,Unm,Uii, Uj;},

A2 == {Unn,Ui;i,Ujj, Unm} , A2 == {Ui i, Umn,Ujj, Unm}

A2 == {Um,n, Ui,i; Unm, Uj,;} , A3 == {Ui,i, Um,n, Un,0, Uom} ,

A3 == {Ui;i, Umn,Uom, Un,o} y A3 == {Umn, Uii, Un,o,Uom}

A3 == {Um,m Ui,i, Uo,m, Un,o} ,A3 == {Un,oa Um,n, Ui,i, Uo,m} )

A3 == {Un,o, Uo,m7 Ui,i, Um,n} ,A3 == {Uo,m, Um,n, Un,o, Ui,i} )

A3 == {Uom, Un,0, Umn, Ui} , A% == {U; 3, Uj i, Umn, Unm} ,

A4 == {Un.m, Ui ;,Usi,Unn} , AL == {Ui.j, Umn, Uji, Unm}

A5 == {Ui j, Ujm; Unn>Uni} , A5 == {Us ;, Ujm, Uniis Unmin} »

A5 == {Uij, U n, Um>Uni} A5 == {Ujm Ui j, Umm, Unsi} ,

A5 == {Un,t, Unm Uym: Uiz} , A5 == {Un, Um, Umm, Ui} }//.Us/ / Kron
// Kronl// Kron2//Kron3//.Kron4// Kron5//.6p . — N// .63_’3_ — N

{c1,c2,c3,c4,c5,c6,c7,c8,c9,c10,cll,cl2, cl13, c14,cl5,cl6,cl17,c18,cl19, c20, c21, c22, c23, c24}];

%/ /Simplify;

Ersetzenl = %/ /FullSimplify

{{d - —N<_36+N2(1_7+N2)2>#48 (48 — 2N (75 + N(—83 + N (15 + N)))+
+2N (159 + N (=754 46N —8N?3)) v +2 (24 + N (=15 + 110N — 24N?)) v*+
+N (18 + 33N2 — 14N* + N®) %) (—v + Abs[v]),
2 — — -8(8 —2N(=25+ N(17+ (=5 + N)N))+

(—36-+N2( 7+N2))
+2N (=114 N (254 2N (=7+ N?))) v+ (=28 + N (10 + 9N — 2N3 + N°)) v+
+2N (- 3+2N2) %) (—v + Abs[v]),
S Ty v T +N2)) i8(8 =2N(=25+ N(17 + (=5 + N)N))+
+2N (—11+ N (25 +2N (=7+ N?))) v+ (=28 4+ N (10 + 9N — 2N? + N?)) 12
+2N (=34 2N?) %) (—v + Abs[v]),
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4 —

36+ N2 7+N2) Yt i8(8—2N(=25+ N(17+ (=5 + N)N))+
11+ N (254 2N (=7+ N%))) v+ (—284+ N (10 4+ 9N — 2N3 + N?)) v+
3+2N2) #) (—v + Abs[v]),

-8(8 —2N(-25+ N(17+ (=5 + N)N))+

+2N
+2N
ch —

-

(-

(-

— (—36+N2( 7+N2))

+2N (—11+ N (25 42N (=74 N?))) v+ (=28 + N (10 + 9N — 2N® + N5)) v+

+2N (- +2N2) %) (—v + Abs[v]),
(-
(-
(-
(-
(-
(-

c6 — —

RETYEY 7+N2)) -8(8 —2N(-25+ N(17+ (=54 N)N))+
114+ N (25+2N (=7+ N?))) v+ (=28 + N (10 + 9N — 2N3 4 N?)) 2
3+2N2) 3) (—v + Abs[v]),

+2N
+2N
c7 —

S6TN 7+N2) 7, -8(8 —2N(—25+ N(17+ (-5 + N)N))+
+2N (—11+ N (254 2N (=74 N?))) v+ (=28 + N (10 + 9N — 2N? + N°)) v+
+2N (=34 2N?) %) (—v + Abs[v]),
8 — N(736+N2(177+N2)2)u48 (N4 (=10 + (15 — Tv)v) + 24 (1 + v?) + NO (=1 + 3v2) +
+N5 (34 6v + 1) + N3(18 + v(—49 + 3v)) + 3N2(5 4+ v(5+ 8v))+
+3N (5+v (35 + v+ 3v%))) (—v + Abs[v]),
e 36+N2 RS 78 (NH(=10+ (15 = Tv)v) + 24 (1 + %) + N® (=1 + 3% +
+N5 (34 6v + %) + N3(18 + v(—49 + 3v)) + 3N2(5 4+ v(5 + 8v))+
+3N (54 v (35 4+ v + 3v?))) (—v + Abs[v]),
1 4 2 6 2
cl0 — e 36+Nz,(_HNQ)Q)Még (N4 (=10 + (15 = Tv)v) + 24 (1 + v?) + N® (=1 + 3v2) +
+N5 (3+6v+13) + N3(18 + v(—49 + 3v)) + 3N?(5+ v(5 + 8v))+
+3N (54 v (35 4+ v +3v?))) (—v + Abs[v]),
1 4 2 6 2
cll — TR DL (NH(=10+ (15 — Tv)v) + 24 (1 + v?) + NO (=14 3v2) +
+N5 (34 6v+ 1) + N3(18 + v(—49 + 3v)) + 3N2(5 4+ v(5+ 8v))+
+3N (54 v (354 v+ 3v?))) (—v + Abs[v]),
cl2 — N(_36+N2(1_7+N2)2)#48 (NY(=10+ (15 = Tv)v) + 24 (1 + v2) + NO (=14 3v2) +
+N5 (34 6v +1%) + N3(18 + v(—49 + 3v)) + 3N2(5 4+ v(5+ 8v))+
+3N (5+ v (354 v+ 3v%))) (—v + Abs[v]),
c13 — N(736+N2(177+N2)2),u48 (N4 (=10 + (15 = Tv)v) + 24 (1 + v?) + N® (=1 + 3v2) +
+N5 (34 6v + 1) + N3(18 + v(—49 + 3v)) + 3N2(5 4+ v(5+ 8v))+
+3N (54 v (35 4+ v+ 3v?))) (—v + Abs[v]),
1 4 2 (§ 2
W~ ) (N* (=10 + (15 = Tv)v) + 24 (1 + v2) + N® (=1 + 3v2) +
+N5 (34 6v + 1) + N3(18 + v(—49 + 3v)) + 3N2(5 4+ v(5 + 8v))+
+3N (54 v (354 v+ 3v?))) (—v + Abs|v]),

9 —
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cl5 — N(—36+N2(1—7+N2)2)u48 (N4(—10+ (15 — Tv)v) + 24 (1 + v2) + N® (=1 + 302) +
+N5 (34 6v+ %) + N3(18 + v(—49 + 3v)) + 3N?(5+ v(5 + 8v))+
+3N (54 v (354 v +3v?))) (—v + Abs[v]),

cl6 — N(—36+N2(1—7+N2)2)u48 (—ANS® — N7+ N°(4 + 6v) — 48 (1 + v?) —
—2N?(=T+v(15+2v)) + 2N (94 2v(5+ 6v)) — 6N (5+ v (17+ v+ 3v%)) +
+N3(14 + v(55 + 4v(1 + 3v)))) (—v + Abs[v]),

17 — N(_36+N2(1_7+N2)2)#48 (=4N® — N7y 4+ N5(4 4+ 6v) — 48 (1 + 12) —
—2N?(=T+v(15+2v)) + 2N (94 2v(5+ 6v)) — 6N (5+ v (174 v+ 3v%)) +
+N3(14 + v(55 + 4v(1 + 3v)))) (—v + Abs[v]),

c18 — N(736+N2(177+N2)2)#48 (—4NS — N7y + N°(4 + 6v) — 48 (1 + 1) —
—2N?(=T+v(15+2v)) + 2N* (94 2v(5+ 6v)) — 6N (5+ v (17+ v+ 3v?)) +
+N3(14 + v(55 + 4v(1 + 3v)))) (—v + Abs[v]),

c19 — — (736+N2(j7+N2)2)#48 (—28 4+ N°(1 —2v) + 82 + N4 (=12 + v(5 + 6v))+
+N2(60 4+ v(5 + 14v)) + N3 (6 + v (21 + v + 3v%)) +
+N (5+v (23 +v+3v?))) (—v + Abs[v]),

20 — — (_36+N2(_17+N2)2)“48 (—28 4+ N°(1 —2v) + 82 + N4 (=12 + v(5 + 6v))+
+N2(60 + v(5 + 14v)) + N? (6 + v (21 + v + 3%)) +
+N (5+v (23 +v+3v?))) (—v + Abs[v]),

21 — — (—36+N2(—17+N2)2)u48 (=28 + N5(1 — 2v) + 82 + N*(—12 4+ v(5 + 6v))+
+N2(60 + v(5 + 14v)) + N3 (6 + v (21 + v + 3v?)) +
+N (5+ v (23 + v+ 3v?))) (—v + Abs[v]),

22 — — (_36+N2(_17+N2)2)“48 (=28 + N°(1 — 2v) + 82 + N*(—12 4+ v(5 + 6v))+
+N2(60 + v(5 + 14v)) + N® (6 + v (21 + v + 3v%)) +
+N (5+ v (23 + v+ 3v?))) (—v + Abs[v]),

23 — — (_36+N2(_17+N2)2)#48 (=28 + N°(1 — 2v) + 8v% + N* (=12 + v(5 + 6v))+
+N2(60 + v(5 + 14v)) + N? (6 + v (21 + v + 3v%)) +
+N (5+v (23 +v+3v?))) (—v + Abs[v]),

24 — — (736+N2(717+N2)2),u48 (=28 + N°(1 — 2v) + 8v%2 + N* (=12 4+ v(5 4 6v))+
+N2(60 4+ v(5+ 14v)) + N3 (6 + v (21 + v + 3v%)) +
+N (5+v (23 +v+3v?))) (—v + Abs[v]) }}
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Solve[
{Aldagger == {Udagger.

;- Udagger; ;, Udagger, ,, Udagger; l} ,

7

A2dagger == {Udaggeri,i, Udagger; ;, Udagger,), .., Udaggern’m} )
A2dagger == {Udaggeri’i, Udagger,, ,, Udagger, ., Udagger, j} ,

A2dagger == {Udaggerm,n, Udagger,, ,,, Udagger, ;, Udagger; j} ,

A2dagger == {Udaggerm’n,Udagge ;. Udagger; j,Udaggern,m} ,

A2dagger == {Udaggeri’i, Udagger,, ., Udagger; ;, Udaggern’m} ,

Udagger,, .., Udagger; ; } ,

1,87 n,m?’

A2dagger == {Udaggerm’n, Udagge

m,n’

A3dagger == {Udaggerm., Udagger,, ,,, Udagger,, , Udaggero’m} ,

A3dagger == {Udaggeri’i, Udagger,, ,, Udagger, ., Udaggern,o} ,

A3dagger == {Udaggerm’n,Udagge ;.00 Udagger,, O,Udaggero,m} ,

A3dagger == {Udaggerm,n,Udagge z.’i,Udaggero,m,Udaggern’o} )

A3dagger == {Udaggern’o, Udagger,, ,,, Udagger; ., Udaggero’m} )

myn’

A3dagger == {Udaggern’o, Udagger, ,,, Udagger, ;, Udagger, , . ¢,
A3dagger == {Udagger »m» Udagger, ., Udagger, ,Udagger, ¢,
A3dagger == {Udagger om> Udagger, ,,Udagger, ., Udagger,;,
Addagger == {Udaggeri, ;> Udagger, ;, Udagger,, ., Udagger, . ¢,

Addagger == {Udaggern’m, Udagger, ;, Udagger, ;, Udagger,,

N (]

Addagger == {Udaggeri’ ;- Udagger,, ., Udagger, ;, Udagger, . ¢,
Abdagger == {Udaggeri, ;- Udagger; ., Udagger, ., Udagger, .,

m? )

)
)
}
)
)
)
)
)
)
)

Abdagger == {Udaggeri, ;- Udagger; ., Udagger, ., Udagger, . ¢,
Abdagger == {Udaggeri’ j»Udagger,, ., Udagger, ., Udagger, .,
Abdagger == {Udagger ;m> Udagger; ., Udagger, , ., Udagger, . ¢,

Abdagger == {Udaggern’i, Udagger.

m.n» Udagger im Udaggeri’ j} ,
Abdagger == {Udaggern,i, Udagger; ., Udagger,, ,,, Udagger, ]}} //.Udaggers

// Kron// Kronl//Kron2//.Kron3//.Kron4// Kron5//.6p_p_ — N//.&ﬁ . — N,
{cldagger, c2dagger, c3dagger, c4dagger, c5dagger, cbdagger, c7dagger, c8dagg:er, c9dagger,
cl0dagger, c11dagger, c12dagger, c13dagger, cl4dagger, c15dagger, cl6dagger, c17dagger,

c18dagger, c19dagger, c20dagger, c21dagger, c22dagger, c23dagger, c24dagger}|;
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%/ /Simplify;
Ersetzen2 = %/ /FullSimplify

{{cldagger — N<_36+N2(1_7+N2)2)M48 (—48 + 2N (75 4+ N(—83 + N (15 + N)))+

+2N (159 + N (=75 + 46N —8N?3)) v 42 (—24 + N (15 — 110N + 24N?)) 2+
+N (=18 + 27N? — 14N* + NY) 13) (v + Abs[v]),

c2dagger — (_36+N2(_17+N2)2)#48 (=8 +2N(-25+ N(17+ (-5 + N)N))+
+2N (=114 N (254 2N (=7+ N?))) v — (=28 + N (10 + 9N — 2N3 + N5)) 2+
+6N (1+ N?)1?) (v + Abs[v]),

c3dagger — (736+N2(j7+N2)2)H48 (=8 +2N(—25+ N(17+ (=5 + N)N))+
+2N (=114 N (254 2N (=7+ N?))) v — (—28 + N (10 + 9N — 2N? + N°)) 2+
+6N (14 N?) v®) (v + Abs[v]),

c4dagger — (736+N2(j7+N2)2)M48 (=8 +2N(-25+ N(17+ (=54 N)N))+
+2N (—11+ N (25+2N (=74 N?))) v — (=28 + N (10 + 9N — 2N3 + N5)) v+
+6N (14 N?)v?) (v + Abs[v]),

cSdagger — (_36+N2(_17+N2)2)N48 (=8 +2N(-25+ N(17+ (=54 N)N))+
+2N (=11+ N (25 +2N (=74 N?))) v — (=28 + N (10 + 9N — 2N3 + N5)) v+
+6N (14 N?)v?) (v + Abs[v]),

c6dagger — (—36+N2(—17+N2)2)u48 (=8 + 2N (=25 + N(17+ (=5 + N)N))+
+2N (=114 N (254 2N (=7+ N?))) v — (=28 + N (10 + 9N — 2N? + N?)) v+
+6N (14 N?)v?) (v + Abs[v]),

c7dagger — (_36+N2(_17+N2)2>H48 (=8 4+2N(—-25+ N(17+ (=5+ N)N))+
+2N (=114 N (254 2N (=7+ N?))) v — (—28 + N (10 + 9N — 2N3 + N%)) 2+
+6N (1+ N?)®) (v + Abs[v]),

c8dagger — —

N(_36+N2(1_7+N2)2)#48 (N®(1-3v%) —24(1+ %) + N° (=3 +6v+1v°) +
+N*(10+ v(15+ Tv)) = 3N?(5+ v(—5+8v)) —3N (5+ v (=35 + v+ 3v?)) +
+N3(—18 + v(—49 + 3v(—1 + 4v)))) (v + Abs[v]),

c9dagger — —N(736+N2(177+N2)2)u48 (N®(1-3v%) =24 (1+0v%) + N° (=3 +6v+1°) +
+N*(10+ v(15+ Tv)) = 3N?(5+ v(—5+8v)) = 3N (5+ v (=35 + v+ 3v?)) +
+N3 (=18 + v(—49 + 3v(—1 + 4v)))) (v + Abs[v]),

cl0dagger — —N(736+N2(177+N2)2)u48 (NO(1-3v%) =24 (1+v%) + N° (=3 +6v+0v3)+
+N*(10+ v(15 + Tv)) = 3N?(5+ v(—5+8v)) — 3N (5+ v (=35 + v + 3v?)) +
+N3 (=18 + v(—49 + 3v(—1 + 4v)))) (v + Abs[v]),
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clldagger — —N(_36+N2(1 TN ;8 (NO(1—3v%) —24 (14 1v2) + N° (=3 +6v+1°) +
+N4(10 4+ v(15 + 7v)) — 3N2(5 + v(— 5+8V))—3N(5+V( 35+ v+ 3v?)) +
+N3 (=18 + v(— 49+3u —1+4v)))) (v + Abs[v
N(_36+N2 N -8 (N6 (1-3v ) —24 (14 0v%) + N° (=3 +6v+13) +
+N4(10+V(15+7u))—3]\725+1/( 5+8y))—3N(5+y( 35+ v+ 3v?)) +
+N3 (=18 + v(— 49+3u —1+4v)))) (v + Abs[v
N(_36+N2 o 28 (N%(1-3v ) —24(1+ %) + N° (=3 +6v+1°) +
+N4(10—|—V(15—|—71/))—3N2(5+1/( 5+8V))—3N(5+u( 35+ v+ 3v?)) +
+N3 (=18 + v(— 49+3u —1+4v)))) ( I/+Abs

cl2dagger — —

cl13dagger — —

cl4dagger — —N(736+N2 o 78 (N6 (1 - ) —24 (14 0v?) + N° (=3 +6v + %) +
+N4(10 + v (15 + Tv)) — 3N2(5 + 1/( 548v)) —3N (5+v (-35+v+3v%)) +
+N3 (=18 + v(—49 + 3v(—1 + 4v)))) (v + Abs[v]),

cl5dagger — —N(736+N2(177+N2)2)u48 (NO(1-3v%) =24 (1+v%) + N° (=3 +6v+0v°)+
+N*(10+ v(15 + Tv)) = 3N?(5+ v(—=5+8v)) — 3N (5+ v (=35 + v + 3v?)) +
+N3(—18 4+ (=49 + 3v(—1+4v)))) (v + Abs[V]),

clédagger — *N(_36+N2<1_7+N2)2)u48 (AN® — N7y + N3(—14 + (55 — dv)v)+
+48 (1 + v2) + 2N5 (=2 + 3v 4+ 1) + 2N?(=7 + v(—-15+ 2v)) — 2N*(9 + 2v(—5 + 6v))+
+6N (5+ v (=17 + v+ 317))) (v + Abs[v]),

cl7dagger — —N(_36+N2(1_7+N2)2)u48 (ANS — N7y + N3(—14 + (55 — dv)v)+
+48 (1 + %) + 2N° (=2 + 3v + %) + 2N? (=7 + v(—15 + 2v)) — 2N*(9 + 2v(—5 + 6v))+
+6N (5+ v (=17 + v+ 3v?))) (v + Abs[v]),

cl8dagger — —N(_36+N2(1_7+N2)2)u48 (ANS — N7v + N3(—14 + (55 — 4v)v)+
+48 (14 v2) + 2N° (=24 3v + 1) + 2N? (=T + v(—15+ 2v)) — 2N*(9 4+ 2v(—5 + 6v))+
+6N (5+ v (=17 + v + 31?))) (v + Abs[v]),

c19dagger — (—36+N2(—17+N2)2)u48 (28 — 8% — N3(1 4 2v) + N2(—60 + (5 — 14v)v)+
+N*(12+ (5 - 6v)v) = N (5+v (=23 4+ v+ 3v2)) +
+N3(—6+v(21 + v(—1+ 7v)))) (v + Abs[v]),

c20dagger — oo (j7+ Ng)g)u48 (28 — 8% — N3(1 4 2v) + N%(—60 + (5 — 14v)v)+
+N4Y(12+ (5 —6v)v) — N (5+v (=23 + v +3v%)) +
+N3(=6+ v(21 + v(—1+ Tv)))) (v + Abs[v]),

c21dagger — (736+N2(717+N2)2)u48 (28 — 8% — N3(1 4 2v) + N%(—60 + (5 — 14v)v)+
+N*(12+ (5 —6v)v) = N (5+v (=23 + v +3%)) +
+N3(=6+ v(21 + v(—1 + Tv)))) (v + Abs[v]),
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c22dagger — (_36+N2(_17+N2)2)M48 (28 — 802 — N5(1 4 2v) + N?3(—60 + (5 — 14v)v)+
+N* 12+ (5—6v)v) = N (5+v (-23+v+3v?)) +
+N3(—=6 +v(21 + v(=1+ Tv)))) (v + Abs[v]),

c23dagger — (_36+N2(_17+N2)2)M48 (28 — 8% — N5(1 + 2v) + N?(—60 + (5 — 14v)v)+
+N*(12+ (5 —6v)v) = N (5+v (=23 4+ v+ 3v2)) +
+N3(=6 +v(21 + v(=1+Tv)))) (v + Abs[v]),

c24dagger — (—36+N2(—17+N2)2)u48 (28 — 8% — N°(1 + 2v) + N?(—60 + (5 — 14v)v)+
+N*(12+ (5 - 6v)v) = N (5 +v (=23 4+ v+ 3v2)) +
N3 (=6 + (21 + v(—1+ 7)) (v + Abs[v]) }}

Als niichstes werden die Kontraktionen der Nicht-Nullmoden-Felder definiert. Wick ersetzt zwei
Felder durch die Propagatoren. Hier wurde E(x) durch F(x) ersetzt, da Mathematica den Vari-

ablennamen E schon belegt hat.

Wick = 5 [Xx—]a_,b_f[YY—]c_,d_'>% (Ja,d‘sb,cG[xx - YY] - Ja,b‘sc,dF [XX - YY]) 5
Feynman = Flxx. — yy] — 4 Glbxx - yy};

Mit dieser Definition werden alle Wickkontraktionen der Felder des jeweiligen Summanden aus
[E.T|ausgefiihrt und in Teill bzw. Teil2 gespeichert.

Op1 = {{[sla,s,€[slsA }

P1 = {{[z];k};

P2 = {£[yln,o};

Term([1] = {P1 % Op1|[[1]], Op1[[2]] x P2}/ /.Wick;

Term[2] = {P1 % Op1[[2]], Op1[[1]] * P2}/ /.Wick;

Teill = Sum[Term|a|[[1]] * Term[a][[2]], {a, 1, 2}]// .Feynman/ /Simplify

vzGls — 2lGls — y] (3 (200,000,808, — N (d0.008.005.y + 0a,805,00vm)) +
N (=0n,0 (0ak95,508, + 0a,308,10v.5) + N (0a,008,k08,n0y,j + Sakdp,i08,00y,n))) }

Op1 = {£[sa,8,€[sls} 5

P1 = {{[z]xs};

P2 = {f[y]o,m} >

Term[1] = {P1 * Op1[[1]], Op1[[2]] * P2}/ /. Wick;
Term[2] = {P1 * Op1[[2]], Op1[[1]] * P2}/ /.Wick;
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Teil2 = Sum[Term|a|[[1]] * Term[a][[2]], {a, 1, 2}]/ /. Feynman/ /Simplify

{ﬁG[s — |G[s — y] (Ok,i (200,m00,308,y — N (0a,m08,008,7 + 0a,808,m0+,0)) +
N (—(50,m (50[’1'5@]45577 + 504”35572'5%@ + N (5a,m5ﬁ,i5ﬁ,05'y,k: + 50471(55,]@55,7”5%0)))}

In A und B werden jeweils die vier Nullmodenfelder gespeichert, nachdem sie durch die Konstan-

ten und Deltas ersetzt worden sind. Schon hier wird 045 null gesetzt.

A={Uqs,Uk;i,Uom)Uya} //.Us// Kron// Kronl// Kron2//.Kron3
//Kron4// Kron5//.645 — 0
B = {Udaggerd, s Udagger, ., Udagger, ,, Udagger, a} //.Udaggers

//.Us// Kron// Kronl// Kron2//.Kron3//.Kron4//Kron5/ /.04, — 0

1664,:0m 0000k + C1704m0in0kadso + C1804a0io0kmOsy + 6aadkibomdss
196; 60m ~0s k00d + C126; 700 mOskbad + C248;6m i0so0ad + 108k :0m0s.000.d
200; 46m 05 o0k + 226i00m 000k + C136;d00mOsndak + €230i0m.a0skdoo
1164 i0m.a0s 000 + €218;a0midss0a0 + C140io0m.adskbya + 764i00mOsidya
60410k 105,000 + C156; aBm k05,000

+ o+ o+ 4

clédaggerdg i0n,ador0s; + cl7daggerdy od;adr0s,n + cl8daggerdynd;odxndsy
cbdaggerdyad;ion,olsy + cl2daggerdy0nodsjda,a + cl9daggerdy ,do~9s jda.a
c24daggerdy 0o j0sn0a,a + clOdaggerd;;do,0sndad + c20daggerdy 4do~0snda,;
cl3daggerdy q0n,00s0a,; + c22daggerdy nd,ads0a,; + c23daggerdy 0o.qds, jdan

+ o+ o+

clldaggerd; 00,4051 0a,n + c2ldaggerdy 4o j0s0an + c7daggerdqin ols, jdy,a
cl4daggerdy, ,,00,40s,j0~,a + c6daggerdy o0, 10s nd,a + cl5daggerdy 40o,;0s nd~,a

Zu guter Letzt wird alles ausmultipliziert und alle Deltas angewendet. Auflerdem werden noch

die Konstanten ersetzt und N wird 3 gesetzt.

(T%) i * (T®) mn * (Teill x A + Teil2 + B)/ /Expand;

VorProjektion = %/ /.Kron// Kronl// Kron2// Kron3/ / Kron4/ / Kron5

/1. (T%) mm. — 0/ /.84 — 0//.854— 0/ /.55.5. — N//.82_o — N/ /FullSimplify;
VorProjektion1 = VorProjektion/ /.Ersetzenl//.Ersetzen2/ /Simplify
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{{{ st (N2 (—40 — 40N3 4 N® — 10N%0% + N* (7 - 202)) +
+ (=24 = 5N® 4+ 2N? (31 4 82) 4+ N* (=21 + 11v%) + N? (40 + 8% — 4%) —
—N® (=84 13)) Abs[v]) G[s — 2]G[s — y] (T) 1,5 (T°) ai + (T) aym (T°) ms) } }}

%//.N — 3/ /FullSimplify

{{{— g7 (407 (=44 + 630%) + (596 + 30%(—139 + 39v)) Abs[v]) x

xG[s — x]G[s — y] ((Ta) is (Tb) di+ (T%) am (Tb> mS)}}}

Das Endresultat ist in Kapitel 4, Gleichung zusammengefasst.
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