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Kapitel 1

Einfiihrung

Die zwei fundamentalen Saulen des Gebaudes der modernen theoretischen Physik
sind die allgemeine Relativitatstheorie einerseits und die relativistischen Quanten-
feldtheorien andererseits. Wihrend Erstere auf Einsteins geometrische Uberlegun-
gen zu Raum und Zeit zuriickzufiihren ist und sich ausschliellich mit gravitativen
Effekten auf kosmologischen Skalen beschéftigt, beschreiben Letztere die drei tibri-
gen bekannten elementaren Wechselwirkungen — die elektromagnetische sowie die
schwache und starke Kernkraft. Diese Krafte werden durch das sogenannte Stan-
dardmodell der Teilchenphysik zu einer vereinheitlichten SU(3) x SU(2) x U(1)-
Eichtheorie zusammengefasst, welche auf universellen Prinzipien wie der Quanten-
theorie, der speziellen Relativitatstheorie und der Clusterzerlegung basiert [Wei95].
Eichtheorien generieren durch ihre mathematische Struktur auf natiirliche Weise
Wechselwirkungen zwischen fermionischen Materiefeldern und bosonischen Aus-
tauschteilchen, deren Eigenschaften eng mit den Symmetrien der jeweiligen zu-
grunde liegenden Theorie verkniipft sind.

Materie lasst sich in zwei Kategorien einteilen: Leptonen —zu denen das Elektron,
Myon und Tau sowie deren Neutrinos und jeweilige Antiteilchen gehoéren — und
18 Quarks, die in sechs sogenannten flavors — up, down, strange, charm, beauty
und truth — und jeweils drei Farben mit entsprechenden Antiteilchen auftreten
[PRSZ09].

Die Arten von Wechselwirkungen, denen die Materiefelder unterworfen sind,
klassifizieren sich nach den Austauschbosonen. Die SU(2) x U(1)-Komponente
des Standardmodells steht fiir die elektroschwache Wechselwirkung, deren Aus-
tauschteilchen das masselose Photon sowie die massiven W- und Z-Bosonen sind.
Ersteres koppelt an elektrische, die beiden verbleibenden an sogenannte schwa-
che Ladungen [Ryd06; LP01; PS95]. Der fur diese Arbeit schliefllich interessan-
te SU(3)-Baustein beschreibt im Rahmen der nicht-abelschen Quantenchromody-
namik (QCD) die Wechselwirkungen Farbladung tragender Teilchen untereinan-
der, tibermittelt durch acht masselose Gluonen als Eichbosonen [GW73b; Wei73;
FGML73]. In der Natur finden sich ausschlielich farbneutrale Teilchen, sogenann-
te Hadronen, welche durch Zusammenschluss eines Quark-Antiquark-Paares (Me-
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sonen) oder dreier Quarks (Baryonen) entstehen. Dieses unter dem Begriff confi-
nement [GW73a] bekannte Phanomen ist eines der grofieren bislang ungeldsten
Probleme der theoretischen Physik und konnte noch nicht aus den fundamentalen
Prinzipien der QCD abgeleitet werden (eines der mit einer Million Dollar dotierten
Milleniumprobleme des Clay Mathematics Institute [JW; Doul).

Die laufende Kopplung der Quantenchromodynamik (running coupling constant)
lasst wegen der asymptotischen Freiheit nur im Bereich grofler Energien storungs-
theoretische Berechnungsmethoden zu [GW73a; GW73b; Pol73]. Im fiir uns re-
levanten Bereich kleiner Energien, unterhalb der 1 GeV-Grenze, versagen diese
jedoch, da keine entsprechenden asymptotischen Reihenentwicklungen existieren.
Eine Moglichkeit, jene Eigenart zu umgehen, ist die Verwendung effektiver Feld-
theorien — einer Art Abstraktion fundamentalerer Theorien —, wodurch sich die
Dynamik eines Problems auf effektive Freiheitsgrade einschrianken und somit ver-
einfachen lasst. Eine effektive Feldtheorie der Quantenchromodynamik ist die chi-
rale Storungstheorie (chiral perturbation theory, xPT) [Wei79; GL84; GL8&5], die
anstelle von Quarks und Gluonen Hadronen als effektive Bausteine ansieht. Das
Fehlen entarteter Teilchenmultipletts diametraler Paritat im Hadronenspektrum
legt die Schlussfolgerung nahe, der Grundzustand breche die volle Symmetrie der
QCD, wodurch die Existenz eines Satzes masseloser Goldstonebosonen [Gol61] —
der Pionen — impliziert wird, die aufgrund ihrer Symmetrieeigenschaften als eben-
jene effektive Freiheitsgrade der chiralen Storungstheorie verwendet werden.

Konstruktionsbedingt besteht eine effektive Lagrangedichte aus einer unendli-
chen Anzahl an Termen, da diese die allgemeinste, mit den Symmetrien der Theorie
zu vereinbarende, Lagrangedichte darstellen soll [Wei79]. Jeder einzelne Term wird
von einer Niederenergiekopplungskonstante (low energy coupling constant, LEC)
begleitet, so dass es fiir praktische Rechnungen essentiell ist, ein Ordnungssche-
ma — beispielsweise das Weinberg’sche power counting [Wei79] — zu entwickeln,
das die moglichen Terme ihrer Relevanz nach klassifiziert, um mit einem end-
lichen Teil der unendlichen Lagrangedichte auszukommen. Die Zahlenwerte der
LEC sollten prinzipiell aus der QCD abzuleiten sein; da diese bislang jedoch nicht
gelost ist, muss man sich darauf beschrinken, experimentelle Daten zur Parame-
terregression zu verwenden. Fine Alternative hierzu stellt die Gitter-QCD dar
[Cre90; MM97; Smi02; Rot05], welche durch eine Diskretisierung der Raumzeit
numerische Approximationen der LEC liefern kann [Nec07], im Rahmen dieser
Arbeit jedoch nicht weiter betrachtet werden soll.

Verwendet man die yPT zur Berechnung physikalischer Observablen, so sind
diese wegen der analytischen Struktur der Theorie a priori meist unendlich und
damit beziiglich ihrer Vorhersagekraft wertlos. Es existieren jedoch konsistente
Methoden, diese Unendlichkeiten durch Parameterredefinitionen zu absorbieren
und daher in Observablen nicht manifest beitragen zu lassen. Zusammengefasst



unter dem Begriff Renormierung sind diese Verfahren fiir eine Quantenfeldtheorie
unabdingbar, da nur durch sie die Moglichkeit besteht, Theorie und Experiment
zu vergleichen.

Die Konvergenzreichweite der yPT ist nach oben hin durch die Masse der nied-
rigsten, nicht eingebauten Resonanz limitiert. Durch explizite Berticksichtigung
der Rho- und Sigmamesonen sollte es moglich sein, den Giiltigkeitsbereich der
Theorie bis in eine Region von etwa 1 GeV zu vergroflern. Da es sich bei diesen
beiden Mesonen um beziiglich der starken Kraft instabile Teilchen handelt, die
jeweils primér in zwei Pionen zerfallen, sollte das complex-mass renormalization
Schema (CMR Schema) [DD06; DDRW99; DDRWO05] verwendet werden, um der
komplexen Masse zerfallender Teilchen Rechnung zu tragen.

In der vorliegenden Arbeit wird die CMR in der chiralen Storungstheorie mit
expliziten (vektor-)mesonischen Freiheitsgraden anhand der Pionenstreuung ana-
lysiert. Kapitel 2 beginnt mit einer kurzen Einfiihrung in die Quantenchromody-
namik und die relevanten Symmetriebetrachtungen unter besonderer Berticksich-
tigung der spontanen Symmetriebrechung des QCD-Grundzustandes, gefolgt von
einigen Anmerkungen zur Konstruktion der chiralen Storungstheorie sowie der
Ableitung relevanter Lagrangedichten. Kapitel 3 beschaftigt sich ausfithrlich mit
den Einzelheiten der Renormierung, sowohl unter dem Gesichtspunkt der Unitari-
tat der Theorie als auch der expliziten mathematischen Renormierungsmethoden
(BPHZ und Gegenterm). In Kapitel 4 werden die Grundlagen der Teilchenstreuung
dargelegt und samtliche fiir die Pionenstreuung in Frage kommenden Diagramme
aufgelistet. Daran anschliefend werden in Kapitel 5 die erzielten Ergebnisse prasen-
tiert und in Kapitel 6 das durch den Einbau der Resonanzen eventuell auftretende
Problem der Mehrfachzahlung (double counting) behandelt. Ein Ausblick auf mog-
liche weitere Analysen schlieit sich in der Zusammenfassung in Kapitel 7 an.



Kapitel 2

Quantenchromodynamik und
chirale Storungstheorie

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Grundprinzipien der Quantenchromo-
dynamik sowie ihrer niederenergetischen effektiven Feldtheorie, der chiralen Sto-
rungstheorie, erlautert. Die Darstellungen der Abschnitte 2.1 und 2.2 orientieren

sich an [Sch03].

2.1 Quantenchromodynamik

Die fundamentale Theorie der starken Wechselwirkung ist die Quantenchromody-
namik, eine nicht-abelsche oder Yang-Mills-Theorie, welche die Interaktion von
Materiefeldern untereinander, vermittelt durch masselose Eichbosonen, beschreibt
[GWT73b; Wei73; FGMLT73|. Die fermionischen Materiefelder sind 18 Quarks, die
in sechs flavors auftreten und jeweils neben Freiheitsgraden wie Ladung oder Spin
einen zusétzlichen, intrinsischen aufweisen, der der stark wechselwirkenden Mate-
rie vorbehalten ist — die Farbe (color). Nach aufsteigender Masse sortiert lauten
die sechs flavors

up down strange
Masse in MeV | 1.5-3.3  3.56.0 10412¢

charm beauty truth
Masse in GeV | 1.277097  4.200037 171.2+£2.1

[A+408]; die drei Farben werden mit rot, griin und blau bezeichnet. Die Eichbosonen
der QCD sind acht Gluonen, die durch eine lokale color-SU(3) beschrieben werden.
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2.1.1 Die Lagrangedichte der QCD

Werden die drei Dirac-Spinoren eines flavors f in der Form

- T
Q; = (Qp, Qf™, Q)

zu einem Vektor zusammengefasst, so lautet die Poincaré- und lokal eichinvariante

Lagrangedichte der QCD [LP01; PS95; MP78; Alt82; LP01; PS95]

2 : 1 a a, v
Zaon = Y, Q (' Du=My) Qf — 79,6 (2.1)
e

Lokale Eichinvarianz wird durch die kovariante Ableitung D,Q; gewahrleistet,
welche die acht Gluonenfelder Af, entsprechend den acht Generatoren einer SU(3)
in der Form

' 8 )@
D,Qs = <6M —ig, Z ?AZ) Qy
a=1

einfiihrt; die A sind hierbei die acht Gell-Mann-Matrizen (vgl. Anhang A.1), g5 die
starke Kopplungskonstante. G sind Gluonen-Feldstérketensoren, definiert gemaf

Gr, = O AL — 0, A5 — go [ AL A,

mit den antisymmetrischen SU(3)-Strukturkonstanten f®¢. Der in G quadratische,
kinetische Term der Lagrangedichte -Zcp lasst eine Eichbosonenselbstwechselwir-
kung zu, die eines der Hauptcharakteristika nicht-abelscher Eichtheorien ist.

2.1.2 Globale Symmetrien

In der oben aufgefithrten Quarkmassentabelle féllt auf, dass diese ein mit groflen
Liicken versehenes Parameterspektrum umfasst. Bezogen auf eine typische hadro-
nische Referenzskala von A = 1 GeV sind die ersten Quarks — up und down — sehr
leicht, die tibrigen vier jedoch relativ schwer;

M,, My < My, < 1GeV < M., M, < M;.

Es kann daher davon ausgegangen werden, dass im niederenergetischen Bereich
der QCD ausschlielich Erstere eine signifikante Rolle spielen, die Beitréage der an-
deren vier jedoch in Niederenergiekonstanten zu absorbieren sind. Dartiber hinaus
ist festzustellen, dass die Summe der Stromquarkmassen der leichteren Hadronen,
beispielsweise des Rhomesons oder Nukleons, sehr viel kleiner ist als die beobachte-
te Gesamtmasse. Es bietet sich daher an, die QCD-Lagrangedichte im sogenannten
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chiralen Grenzfall (xL) — im Falle verschwindender Quarkmassen — zu betrachten,
um eine nicht unerhebliche Vereinfachung der Gleichungsstruktur zu erzielen:

= 1 ,
Lyop = > 191" D.Qs — ZQZVQ“’“ : (2.2)
f=u,d

Die so modifizierte Lagrangedichte weist eine sehr fundamentale Symmetrie auf.
Definiert man zwei Projektionsoperatoren, P* und P%, welche die links- und rechts-
héndigen Helizititen der Quarkfelder herausprojizieren, und fithrt dariiber hinaus
in Gleichung (2.2) die Ersetzung

Qf_><1_275+1+275) Q= (P*+ P?) Q; = Q% + Qf (2.3)

durch, so zerfallt Z(s‘éD in zwei sich nicht mischende links- und rechtshandige
Komponenten

(5 . 1 ,
Ly = Y (91" D,Qf + Of+' D,QF) - (GG (2.4)
f=u,d

Da die kovariante Ableitung flavor-unabhéngig ist, ergibt sich — mit den Paulima-
trizen 77 — eine globale U(2), x U(2)p-Invarianz beziiglich der Quarkfeldtransfor-
mationen

3

LIR LIR AL|R .~ Tff LR LIR

Qf| — Uf}/ Qf/‘ = exp<—1 Zl %Qj IR _ 10L|Rllff/) Qf/‘ ) (2.5)
]:

Verwendet man das Noether-Theorem [Noel8] sowie die Methode von Gell-Mann

und Levy [GML60], so finden sich 3 +3 4 1+ 1 = 8 erhaltene Strome, LY, RY, L*

und R*, die in den Linearkombinationen

_ Ts _ Ts
V=R L =050 A =R L= Qa0
VH = RF L [F = Q,YMQ’ AP = R* —_ [H = Q,VM%Q’

d.h. in (Triplett- und Singulett-) Vektor- und Axialvektorstromen, zusammenge-
fasst werden konnen. Q entspricht hierbei dem zweikomponentigen Isospinor Q =
(Qu, Qa)". Die globale U(2), x U(2), zerfillt in eine SU(2), x SU(2), x U(1),, x
U(1) ,-Symmetrie, wobei die U(1),, der Baryonenzahlerhaltung entspricht. Die
U(1) , tberlebt durch Fluktuationen im Gluonenhintergrund eine Quantisierung
nicht und erzeugt eine hier nicht weiter relevante Anomalie [BJ69; Adl69; AB69];
die verbleibende SU(2), x SU(2) ist die chirale Symmetriegruppe der QCD fiir
zwei masselose Quarks.
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Die erwéhnten erhaltenen Strome Vj“ und AQ‘ implizieren Ladungsoperatoren
Qv; und @ 4;, die mit dem Hamiltonoperator im chiralen Grenzfall kommutieren
und daher die Existenz von degenerierten Zustéinden diametraler Paritat im Hadro-
nenspektrum nahe legen. Diese Zustande sollten sich in Multipletts entsprechend
der Dimensionalitat irreduzibler Darstellungen der chiralen Symmetriegruppe an-
ordnen. Empirisch beobachtet man jedoch keine sogenannte Paritatsverdoppelung,
daher kann davon ausgegangen werden, dass es in der QCD zu einem sponta-
nen Symmetriebruch kommt, der Grundzustand daher nicht mehr invariant unter
der vollstandigen chiralen Symmetriegruppe ist. Dem Coleman-Theorem zufolge
[Col66] bestimmt die Symmetrie des Grundzustandes die Symmetrie des Spek-
trums und umgekehrt sollten sich aus dem Spektrum Informationen iiber den
Grundzustand ableiten lassen. Sei ngy die Anzahl an Generatoren der Grundzu-
standssymmetrie und ng die Zahl der Generatoren der kompletten Symmetrie-
gruppe des Hamiltonoperators (also sechs fiir die SU(2), x SU(2)y), so folgt aus
dem Goldstone-Theorem [Gol61; GSW62] die Existenz von ng — ny masselosen
Goldstonebosonen. Da sich im Teilchenspektrum drei Pionen finden, die sehr viel
leichter sind als sdmtliche tibrigen nur aus up- und down-Quarks zusammengesetz-
ten Hadronen, identifiziert man dieses Triplett mit den Goldstonebosonen einer
spontan zur SU(2),, gebrochenen Grundzustandssymmetrie der Quantenchromo-
dynamik.

Ein zusatzlicher expliziter Symmetriebruch erklart die sehr kleine jedoch nicht
vollstandig verschwindende Pionenmasse. Betrachtet man die QCD-Lagrangedichte
aus Gleichung (2.1) im physikalischen, nicht im chiralen, Grenzfall, so ldsst sich
der Massenterm entsprechend

L =— > QiM;Q; = —-QMQ=-Q"MQ" — Q"M Q" (2.6)

f=u,d

zerlegen, wobei M die Zwei-flavor-Massenmatrix

M, 0
M_<O Md>’ Mu#Mda

bezeichnet. Dieser Term bricht offensichtlich die chirale Symmetrie, da eine Mi-
schung der Links- und Rechtsfelder auftritt, deren Starke durch die Groéfle der
Quarkmassen bestimmt wird. Die oben definierten Strome sind, bis auf den Vek-
torstrom V*#, nicht mehr erhalten und entwickeln die expliziten Divergenzen

i)

aﬂ‘/}u = IQ |:M7 2

} 9) und @Ag‘ =iQ {M,%}%Q.

Der Axialvektorstrom A* wird wegen der Anomalie ignoriert.
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2.1.3 Erzeugendes Funktional

Fiir quantenfeldtheoretische Rechnungen sind Vakuumerwartungswerte zeitgeord-
neter Produkte von Operatoren von grofitem Interesse, da diese direkt mit der
S-Matrix und daher wiederum mit physikalischen Observablen verkniipft sind.
Durch Symmetriebetrachtungen ist es moglich, Bedingungen an die Struktur die-
ser Green’schen Funktionen zu stellen oder Relationen zwischen ihnen abzuleiten,
sogenannte Ward-Identitaten (fir die QED beispielsweise in [War50] zu finden).
Eine elegante Methode, sémtliche Ward-Identitéiten aus einem Ausdruck zu extra-
hieren, ist die Einfiihrung externer Felder [GL84], die die Lagrangedichte der QCD
in der Form

i, 1 i}
& = Loin+Loa = Locn+ D (U“ + gvé) + ’Vsa“) Q—Q(s—iyp)Q (2.7)

modifizieren. Die hinzuaddierten Felder sind hermitesche, farbneutrale 2 x 2-Matri-
zen, parametrisiert durch

3 T 3 T 3 3
YR =G s=Yum p=LTom

(mit 79 = Low2). Zerlegt man diese externe Lagrangedichte analog Gleichung (2.3)
in Links- und Rechtsfelder und fordert dariiber hinaus Invarianz unter lokalen
SU(2), x SU(2) x U(1),-Rotationen, so erzwingt dies die Transformationseigen-
schaften

Vb at = Vg (0" + a") VE+ VROV, s +ip — Ve (s +ip) Vi,

ot —at =V (0t — )V iV RV s —ip— Vi (s —ip) Vi,
wobei V;, € SU(2), und Vi € SU(2),. ©/3 bezeichnet den gemeinsamen U(1)-
Phasenfaktor. Definiert man ein erzeugendes Funktional tiiber

exp(iZ[v,a, s,p]) = (0| Texp {i/d4x ofext} 0)X* (2.8)

so lassen sich die Ward-Identitaten durch Funktionalableitungen nach den externen
Feldern gewinnen.

2.2 Chirale Storungstheorie

Die Quantenchromodynamik ist eine nicht explizit geloste Theorie, d.h. es ist bis-
lang nicht méglich, aus der fundamentalen Theorie das vollstandige Hadronenspek-
trum abzuleiten oder sémtliche starke Wechselwirkungsprozesse mit beliebiger Ge-
nauigkeit zu beschreiben. Fiir grofle Energien, ab einigen GeV, ist asymptotisches
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Verhalten durchaus zu erwarten [GW73a; GW73b; Pol73], im niederenergetischen
Bereich hingegen ist eine perturbative Beschreibung der QCD mit den Quarkfel-
dern als dynamischen Freiheitsgraden nicht moglich. Eine etwaige Alternative hier-
zu stellt eine effektive Feldtheorie mit Goldstonebosonen — in diesem Falle Pionen —
als dynamischen Freiheitsgraden dar: Die chirale Storungstheorie (xPT).

Die Idee einer effektiven Feldtheorie lésst sich mit Steven Weinbergs Worten
zusammenfassen zu

...if one writes down the most general possible Lagrangian, inclu-
ding all terms consistent with assumed symmetry principles, and then
calculates matrixz elements with this Lagrangian to any given order of
perturbation theory, the result will simply be the most general possi-
ble S-Matriz consistent with analyticity, perturbative unitarity, cluster
decomposition and the assumed symmetry principles. [WeiT9]

Die Konstruktion der allgemeinsten Lagrangedichte liefert jedoch a priori eine un-
endliche Anzahl an Termen und zugeordneten Niederenergiekopplungskonstanten,
da beztiglich des Komplexitatsgrades neben den Symmetrien keinerlei weitere Ein-
schrankungen vorgenommen werden. Daher ist es unabdingbar, eine konsistente
Methode zu entwickeln, die die zur Verfiigung stehenden Terme nach ihrer Relevanz
klassifiziert, so dass mit einer endlichen Anzahl an Ausdriicken hinreichend genaue
Approximationen physikalischer Observablen berechnet werden kénnen. Bezeich-
net ¢ eine kleine Grofle — Quarkmasse oder Pionenimpuls — so konnen die Terme
einer effektiven Lagrangedichte durch eine Potenzreihe in 4/A — mit einer typischen
Skala der spontanen Symmetriebrechung von A ~ 1 GeV — in der Form

L= PO 4 P PO | (2.9)

entwickelt werden. Hierbei treten ausschliellich geradzahlige chirale Ordnungen
auf, da die Quarkmasse als kleinste Einheit proportional der quadrierten Pionen-
masse ist und Impulse, gleichzusetzen mit Ableitungen, nur in lorentzinvarianter
Form, d.h. kontrahiert und somit mindestens quadratisch, einflieen konnen.

Dartiber hinaus ist es angebracht, ein Schema zu entwickeln, das den Einfluss
eines einzelnen Feynmandiagramms vorhersagt, um so bereits im Vorfeld einer
Berechnung dessen Beitrédge abschatzen zu kénnen. Im mesonischen Sektor der
XPT wird das Weinberg’sche Zéhlschema [Wei79] verwendet, welches das Verhalten
der invarianten Amplitude unter linearer Reskalierung &uflerer Impulse, p; — tp;,
und quadratischer Reskalierung der leichten Quarkmassen, M, — ¢*M,,, untersucht
und dem Diagramm eine chirale Ordung O(¢”) gemaf

M<pj7 Mq) - M(tpjv tQMq) = tDM<pj7 Mq)
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zuweist. Bezeichnet N die Anzahl an Schleifen in einem Diagramm und Ny, die
Anzahl an .Z®")-Vertizes, so gilt allgemein

n=1

2.2.1 Mesonische yYPT-Lagrangedichte

Die dynamischen Freiheitsgrade der mesonischen xPT im SU(2)-Sektor sind drei
Pionenfelder. Die Transformationseigenschaften dieser Goldstonebosonen legen ei-
ne Parametrisierung durch eine unitiare 2 x 2-Matrix U in der Form

U =exp (%) , =11t = (\/g;_ \/_577:;)

nahe [Wei68; CWZ69; CCWZ69]; F steht fiir die Pionzerfallskonstante im chiralen
Grenzfall. Beziiglich der chiralen Gruppe SU(2), xSU(2) , transformiert die Matrix
U wie

U— VRUV), Vi, eSU?2),, Vg €SU?2),

und besitzt die chirale Ordnung O(q°). Weitere mogliche Bausteine einer Lagran-
gedichte sind, unter Verwendung von v* = £ (r* 4 *) und a* = % (r* — I*),

DIU =0"U — irtU +iUIF,  FR° = o"r" — "r —i[r", 1],
X =2B(s+1ip), FI" = oty — oVt —i[1",17],
mit den chiralen Transformationseigenschaften und Ordnungen
DMU — Ve DPUV]E, O(q');  Fi — VRFE'VE, O(¢?);
X= VeV, O@);  FIY = ViFPVE O(d).

Die Niederenergiekonstante B ist iiber 2F?B = — (QQ> mit dem skalaren Quark-
kondensat verkntipft.

Die allgemeinste, effektive Lagrangedichte niedrigster, d.h. zweiter, Ordnung —
ausschliefSlich konstruiert aus den hier genannten Bausteinen und kompatibel mit
samtlichen chiralen, Poincaré-, Ladungs- und Paritatssymmetrien — lautet

F? F?
2 = — DU (0'0)'} + - T {xU" + U} (2.11)

[GL&4]. Die Berechnungen der vorliegenden Arbeit beschrianken sich auf diese pio-
nische Lagrangedichte, daher werden die F ﬁ"R-Terme im weiteren Verlauf keine
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2.3. RESONANZEN IN DER xPT

Rolle spielen. Eine Lagrangedichte hoherer Ordnung wiirde wegen ihrer komple-
xeren Struktur neben den bereits eingefiihrten Niederenergiekonstanten F' und B
eine Vielzahl weiterer Koeffizienten enthalten, die nicht aus der yPT selbst sondern
aus der — bisher nicht gelosten — QCD abgeleitet werden miissten. Da man diese
Konstanten jedoch als freie, weil unbekannte, Parameter betrachten muss, liefert
eine Rechnung héherer Ordnung im Kontext dieser Arbeit ohne Beriicksichtigung
weiterer physikalischer Prozesse zur Parameterregression keinen nennenswerten
Vorteil. Weiterhin werden sédmtliche externen Vektor- (v*) und Axialvektor- (a*)
oder Rechts- (r*) und Linksfelder (I#) Null gesetzt, da diese fiir die Pionenstreuung
nicht relevant sind.

Mit der fir den isospinsymmetrischen Fall M, = My = M, giiltigen Relation
X = M?1,,, folgt die finale Form der hier verwendeten pionischen Lagrangedichte
(zur Massennomenklatur vgl. Anhang A.1)

L= F{ T{0,U (9"U)'} + % {Ut+ U} (2.12)

2.3 Resonanzen in der yPT

Bisher ist eine ausschliellich pionische chiralen Storungstheorie betrachtet worden.
Die Lagrangedichte % enthalt nur drei dynamische Freiheitsgrade, 7%, 7= und
70, verpackt in eine unitire 2 x 2-Matrix U. Der Propagator einer Resonanz lisst

sich, unter Vernachléssigung der Isospin- und Lorentzstruktur, in der Form

1 1 2 2\? (k2
P 1+W+<W> *(ﬁ) o

entwickeln. Solange diese Resonanz nicht explizit in die Theorie mit eingebaut wird,
werden die einzelnen Terme der Entwicklung fiir kleine k2 in die Niederenergiekon-
stanten der entsprechenden chiralen Ordnung absorbiert. Sollte die Resonanz je-
doch als expliziter, dynamischer Freiheitsgrad eingebunden sein, konnen auf einen
Schlag samtliche Ordnungen der Entwicklung berticksichtigt werden. Weiterhin
wird der Konvergenzbereich der Theorie durch die Masse des tiefsten, nicht expli-
zit eingebundenen Zustandes nach oben hin limitiert, so dass durch den Einbau
einer Resonanz eine Vergroflerung des Giiltigkeitsbereichs erreicht werden kann.

2.3.1 Lagrangedichte der Rhomesonen

Bereits frithzeitig wurde die enorme Relevanz von Vektormesonen, beispielsweise in
der Bescheibung von Nukleonformfaktoren im Rahmen des Vektormesondominanz-
modells [Sak69a; Sak69b], erkannt. Und auch im Hinblick auf die Pionenstreuung

11
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unter Verwendung des complex-mass renormalization Schemas ist der Einbau des
Rhomesons in die chirale Stérungstheorie ein durchaus vielversprechender Ansatz.

Das Rhomeson ist ein Vektor-Isovektor und erscheint in der Natur mit einer
ungeladenen und zwei geladenen Komponenten. Es besitzt bei einer Breite von
I', = (149.4 £ 1.0) MeV eine Masse von m, = (775.49 & 0.34) MeV und zerféllt
zu nahezu 100 % in zwei Pionen [A+08]. Da es sich um ein massives Teilchen mit
Spin eins handelt, Lorentzvektoren jedoch vierkomponentige Grofien sind, werden
Zwangsbedingungen benotigt, die die vier Freiheitsgrade des Lorentzvektors auf
die drei physikalischen des Rhomesons reduzieren. Es existieren verschiedene aqui-
valente Formulierungen effektiver Feldtheorien mit Vektormesonen [Bir96]; beginnt
man mit der Vektorfelddarstellung aus [EGL4-89], so folgt eine Lagrangedichte mit
bis zu vier Vektorfeldern und renormierbaren Wechselwirkungen in der Form

1
By == STV V) (m? 4+ 5 T} ) Te{ V)
+ 4ig Tr{VuVVV“VV} + 291 Tr{vﬂvy} TI‘{V“VV} (2.13)
+ 20, TH{V, VP Te{V, V"} .

Hierbei wurden Terme, die externe Felder beinhalten, ignoriert; die iibrigen Kom-
ponenten lauten

a g
V., :V;E, u? =U = exp (1 I ) ,
Viw =V,.V, =V, V,, u,, =i {u@uu — u@HuT} ,
1
V.V, =3V, + [, V], Ly =5 (4 +uduf),

o =ulyul £ uxlu.

g, g1 und g9 sowie ¢, sind Niederenergiekonstanten, welche a priori keinen symme-
triebedingten Einschrankungen unterworfen sind. Beziiglich der chiralen Gruppe
transformiert das Vektormesontriplett V,, homogen, d.h. V,, — KV, K, mit dem
Kompensator K = (RULY)"2R\/U und L € SU(2), sowie R € SU(2) .

Die Forderung, die oben genannte Lagrangedichte moge konsistent mit einem
Satz von Zwangsbedingungen an das System sein, fithrt zu g; = —g, = 9°/2 [DGS10]
und somit einer wesentlichen Vereinfachung der Gleichung (2.13):

1
Ly =— 9 Tr{VuV"} + <m2 * Czl_mTr{XJr}) Te{V,V*}, (2.14)

wobeil die neue Grofie

VMV - vﬂ‘/;/ - VVV;,L - 19 [V;m Vu] (215)
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eingefiithrt wird. Physikalische Observablen sind generell unabhéngig von etwaigen
Feldredefinitionen [KOS61], daher kénnen die Vektorfelder V,, geméf V,, — p, —
oI, umgeschrieben werden, um Konsistenz mit den Zwangsbedingungen Ordnung
fiir Ordnung zu gewéhrleisten. Die Wahl o = i/g, welche die storungstheoretische
Renormierbarkeit sicherstellt, sowie die KSRF-Relation m? = 2¢g? F% [KS66; RF66]
liefert schlieBlich die Lagrangedichte der Rhomesonen [DGKS09]

Lrp = <m2 + %) Tr{ (/)u - f—“) (p“ = ir—u> } —%Tr{puup“”} , (2.16)

g g
mit den Feld- und Feldstarke-Definitionen

7.(1

Pu = p277 Puv :aupu - &qu —1ig [pua pu] .

Der pionische Anteil verbirgt sich in Tr{y}, der im isospinsymmetrischen Grenz-
fall zu Tr{x.} = M?Tr{U' + U} umgeschrieben werden kann und die einzige
Komponente der Ordnung O(q¢?) darstellt; die iibrigen Bausteine sind O(¢°). Die
letztendlich eingefithrten Rhomesonfelder transformieren (wegen der Feldredefini-
tion) unter der chiralen Gruppe inhomogen, d.h. gemaf

pp — Kp K+ Ko, K.
g

Zur Lagrangedichte (2.16) lésst sich zusétzlich ein mit den Symmetrien vertrag-
licher Term der Ordnung O(g?), der im Rahmen dieser Arbeit ausschlieflich fiir
Einschleifenrechnungen relevant ist und voraussichtlich keine grofien Beitréige lie-
fern wird, hinzuaddieren: +id, Tr{p,, I**} mit I, = 0,I", — 0,T", + [T, T ).

2.3.2 Lagrangedichte der Sigmamesonen

Das Sigmameson — oder fy(600)-Resonanz — ist ein Skalar-Isoskalar mit einer Mas-
se von 400-1200 MeV und einer Breite von 600-1000 MeV, die eine eindeutige ex-
perimentelle Identifikation auBerordentlich erschwert [A+408]. Es zerfallt, soweit
beobachtet, in zwei Pionen, daher wird in diesem Abschnitt eine Lagrangedichte
des Sigmamesons mit Pionenwechselwirkungen abgeleitet.

Eine mogliche Sigmalagrangedichte dhnelt der skalaren ¢*-Theorie, ist von der
Ordnung O(¢°) und lautet in ihrer allgemeinen Form

Gy 4

&, = % (9,00"0 — m?*a?) + oo Gaa (2.17)

3! 40

Terme hoherer Ordnung in den Sigmafeldern spielen fiir die Pionenstreuung auf
Einschleifenniveau keine Rolle.
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Eine Wechselwirkung mit Pionen lasst sich durch Kombination der Pionenla-
grangedichte aus Gleichung (2.12) mit einem bzw. zwei Sigmamesonen und ent-
sprechenden Kopplungskonstanten k; bis k4 konstruieren und liefert schliefilich
den Ausdruck der Ordnung O(g?):

F2 2M2

Zﬂ'a — Z (/{10' + /‘€30'2) Tl'{aMU (a“U)T} +

(/{20 + /{402) Tr{UT + U} .
(2.18)

Wechselwirkungen von Rho- mit Sigmamesonen werden nicht betrachtet, da zum
Einen keinerlei Hinweis auf einen derartigen Zerfall vorliegt, zum Anderen die der

Referenz [EGL+89] entnommene Vektormesonlagrangedichte zumindest bis zur
chiralen Ordung vier keine Kopplung an Isoskalare zulésst.

2.4 Lagrangedichte der Pionenstreuung

Die vollstandige, fir diese Arbeit relevante, Lagrangedichte der Pionenstreuung
lautet

L =Lt Loyt Lo+ Ly

7 Tr{a U0"U)'} + %Tr{UT + U}

e ) )

; Tr{pnp"'} +id, Tr{p, "} + = (8 odl'o — m202) + (;3 ¢ %04
+ FI (/{10 + /@302) Tr{@uU (6“U)T} + M (/{20 + /{402) Tr{UT + U} ,
(2.19)

mit den Niederenergiekopplungskonstanten F'| c., g, d,, Gs, G4, K1, Ko, k3 und
k4 sowie der Pionenmasse M, Rhomesonmasse m und Sigmamasse m. Samtliche
Parameter und Felder sind bisher unrenormierte Grofien, im Sinne einer besseren
Ubersichtlichkeit wurde jedoch ein entsprechender Index 0 unterdriickt.

In den folgenden Kapiteln werden diese Lagrangedichte und die aus ihr abzu-
leitenden Diagrammstrukturen der maximalen chiralen Ordnung O(¢?) renormiert
und anschliefend mit physikalisch messbaren Observablen, speziell dem Wirkungs-
querschnitt der Pionenstreuung, verkniipft.
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2.5 Zahlschema der YPT mit resonanten
Freiheitsgraden

Wie in Abschnitt 2.2 erwahnt, ist es fiir eine effektive Feldtheorie naheliegend, ein
Zahlschema zu entwickeln, welches einzelne Diagramme nach ihrer Relevanz sor-
tiert. Wahrend dies im pionischen Sektor vergleichsweise einfach zu realisieren ist,
da es ausschliellich kleine Impulse oder Massen zu beriicksichtigen gilt, wird es
durch den expliziten Einbau des Rho- und Sigmamesons nicht unwesentlich verkom-
pliziert. Da die Resonanzmassen nicht als kleine Groflen angesehen werden kénnen,
ist es notwendig, fiir jedes einzelne Diagramm sémtliche Konfigurationen externer
Impulsfliissse durch interne Linien zu iiberpriifen. Die darauf folgende Zuweisung
chiraler Ordnungen der Propagatoren und Vertizes liefert fiir jede Flussmoglich-
keit eine im Allgemeinen verschiedene Gesamtordnung, wobei die kleinste dieser
Ordnungen als chirale Ordnung des Diagramms definiert ist.

Referenz [DGKS09] folgend z&hlt man einen Pionenpropagator, der nur kleine
Impulse trigt als O(g~?), fiir den Fall grofier Impulsiibertrige O(q"). Resonanz-
propagatoren zéahlen als O(¢") wenn sie kleine Impulse tragen, O(q~!) fiir grofe
Impulse. Pionenmassen sind von der Ordnung O(q'), Resonanzmassen O(q°).

Zur Ilustration wird exemplarisch das Diagramm

b1 ~ _a ~ D3
Ve
4 b\d f //
B O el
/C /4 \\
b2 -~ —A N~ D4

betrachtet. Da es sich um ein lorentzinvariantes Objekt handelt, konnen die exter-
nen Impulse so gewihlt werden, dass p; = (M, 0) = O(q'). Dies impliziert jedoch
einen groBen Impuls py, da die Gesamtenergie s = ¢*> = (p;+p2)? ~ m? mindestens
in der Groflenordnung der Rhomasse liegen sollte. Die beiden moglichen Fliisse des
groflen Impulses py sind durch die Konfigurationen A und B gekennzeichnet. Flief3t
in der Schleife der kleine Impuls k, so finden sich mit den oben genannten Regeln
die Zuweisungen

‘ a b ¢ d e f g Schleife ‘ Gesamt
Al+1 0 0 -2 0 0 O +4 +3
B{o -1 0 0 -2 0 0 +4 +1

Die niedrigste der moglichen Ordnungen entspricht der chiralen Ordnung des Dia-
gramms, in diesem Falle also O(g'). Verwendet wurden hierbei die Kombination

k AN BV 2%k-aq¥
N gw/ _ qm_QQ 2]{}” _ mQQQ qu 0
/x\/\/\/qoc(k—(q—k))u Z = Z +m:(’)(q)
ek -
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(symmetrisch beziiglich der Vertauschung von ¢ — k und k) und die Feynmanregel
des einfachen prm-Vertex (vgl. Anhang D).

Zur korrekten Klassifikation aller etwa einhundert Diagramme miissten mehrere
hundert solcher Impulskonfigurationen iiberpriift werden, was nur mit sehr groflem
zeitlichen Aufwand moglich ist. Da die simple Beriicksichtigung aller relevanten
Diagramme, unabhéangig ihrer Ordnung, sehr einfach realisiert werden kann, wird
auf die Anwendung des Zéhlschemas fiir Einschleifendiagramme verzichtet.

Zweischleifendiagramme sind jedoch konsequent hoherer Odnung und damit un-
terdriickt.
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Kapitel 3

Renormierung

Eine Quantenfeldtheorie wie die QCD oder yPT kann mit storungstheoretischen
Methoden untersucht und die durch die Theorie vorhergesagten Observablen (2
durch eine unendliche Reihe von (endlichen) Koeffizienten K; und Potenzen (der
Einfachheit halber nur) eines Entwicklungsparameters a bestimmt werden,

oo

Z (E, 1) o (E, ).

Hierbei steht E symbolisch fiir Energieabhéngigkeiten, u bezeichnet die Renor-
mierungsskala. Ist der Parameter o hinreichend klein, wird eine sehr gute Appro-
ximation bereits durch wenige Terme der Reihe erreicht. Analog hierzu werden
Observablen dariiber hinaus in der Anzahl an Feynmandiagrammschleifen in der
Form

:iﬁw>
k=0

entwickelt, da eine gréfere Schleifenordnung im Allgemeinen einen grofleren Ex-
ponenten des Entwicklungsparameters a bedingt. Eine Rechnung in mindestens
Einschleifenordnung bringt jedoch eine wesentliche Komplikation mit sich: Der ana-
lytische Ausdruck eines Feynmandiagramms auf Einschleifenniveau enthélt, nach
Elimination samtlicher Impuls-Deltadistributionen, mindestens ein meist unendli-
ches Integral der Form

/ k 5 X Teilch tor(en),
eilchenpropagator (en

hier speziell die in Anhang A.3 aufgefithrten skalaren Integrale Ay bis Dy. Da
physikalische Observablen endlich sind, muss eine konsistente Methode gefunden
werden, die Unendlichkeiten der Schleifendiagramme unter Kontrolle zu bringen.
Dieses Vorgehen gliedert sich in zwei Teile, Regularisierung und Renormierung.
Durch die Regularisierung wird es moglich, die Unendlichkeiten zu identifizieren

17



KAPITEL 3. RENORMIERUNG

bzw. die Integrale in eine Form zu bringen, in der die Divergenzen offensichtlich zu
Tage treten. Das Renormierungsschema definiert darauf hin physikalische Obser-
vablen auf eine Art und Weise, die die zuvor extrahierten Unendlichkeiten nicht in
messbaren Groflen erscheinen lasst. In der xPT wird fast ausschliellich die dimen-
sionale Regularisierung [tV72] verwendet, da sie, im Gegensatz zur Pauli-Villars-
oder Cut-Off-Regularisierung, die Poincaré- und Eichsymmetrie der QCD erhalt
[PS95; Ryd06].

Im klassischen Sinne wiirde man die xyPT als nicht-renormierbare Theorie be-
zeichnen, da Unendlichkeiten der Schleifenintegrale nicht durch Redefinition eines
endlichen Satzes von Feldern und Parametern beseitigt werden kénnen. Da man
es jedoch mit einer effektiven Feldtheorie, der die allgemeinste Lagrangedichte zu-
grunde gelegt wird, zu tun hat, lasst sich die storungstheoretische Renormierbarkeit
zumindest Ordnung fiir Ordnung sicherstellen [Wei95].

3.1 Dimensionale Regularisierung

In der dimensionalen Regularisierung wird die Raumzeitdimension von vier auf ein
allgemeines n erweitert und die potentiell divergenten Integrale durch analytische
Fortsetzung fiir nicht-ganzzahlige Dimensionen zur Konvergenz gebracht. Die phy-
sikalische Realitat wird darauthin durch den Grenziibergang n — 4 erreicht, der
die Unendlichkeiten manifest zu Tage treten ldsst. Beginnt man exemplarisch mit
einem Einnennerintegral, verallgemeinert das Integrationsmafl von vier auf n Di-
mensionen und verwendet dariiber hinaus einige fundamentale Integralrelationen
Gaufy’scher Exponentialfunktionen, so ergibt sich

d"k i
2y 1p-2 4-n
AO(M ) = 167 % /(277')” kQ _ M2 +10+

2 2 M2

Der Parameter A beinhaltet neben endlichen Termen die fiir n — 4 aufretende
Unendlichkeit des Integrals und lautet explizit
1 1 1
~ 1672 {n— 1~ g nlm = e+ 1]}’
mit yg = —I"(1). Der Parameter g mit dim(u) = dim(M) korrigiert die Massendi-
mension des n-dimensionalen Integrals. Das sogenannte modified minimal subtracti-
on-Renormierungsschema der yPT setzt A = 0 und entfernt somit diese Divergenz.
Vergleichbare Ausdriicke lassen sich ebenfalls fiir die im Anhang aufgefiihrten
Zwei- und Dreinennerintegrale ableiten, jedoch ist die Angabe analytischer Losun-
gen nur fiir den Fall des By-Integrals mit akzeptablem Aufwand moglich, die Cj
und D,y werden beinahe ausschlieilich numerisch berechnet.
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3.2 Complex-Mass Renormalization

Im nun Folgenden soll das complez-mass renormalization Schema etwas genauer
geschildert werden: Die eine Theorie beschreibende Lagrangedichte hangt in ihrer
allgemeinsten Form von einer beliebigen Anzahl an Quantenfeldern ®° sowie einem
endlichen oder unendlichen Satz von Kopplungskonstanten ¢° ab, & = Z(®°, ¢°).
Diese sind a priori unrenormierte Grofien (daher der Index 0), beinhalten daher
durchaus Unendlichkeiten und besitzen somit kaum unmittelbare physikalische
Aussagekraft. Berechnet man mit dieser Lagrangedichte messbare Groflen wie
Massen, Ladungen, Wirkungsquerschnitte, Formfaktoren, etc. — generisch mit o
bezeichnet — so sind dies natiirlich ebenfalls Funktionen von unrenormierten Pa-
rametern und lassen sich, mit einem geeigneten Regulator A, durch o = f°(¢°% A)
ausdriicken. Geht man von einer reellen Lagrangedichte aus und unterstellt dem
Regulator die Erhaltung der Unitaritat, so sind dementsprechend auch samtliche
Observablen, verkniipft mit einem S-Matrixelement Sz, < o, reell in dem Sinne,
dass STS = SST = 1.

Die ¢ konnen dazu verwendet werden, einen funktionalen Zusammenhang zwi-
schen den unrenormierten Kopplungskonstanten ¢° und wohldefinierten physika-
lischen Observablen herzustellen und so die unrenormierten Groéflen durch renor-
mierte, d.h. geeignet definierte, auszudriicken:

g% = 6(0,0) = 6(°(6° M), A) = 3(g° A) = ¢° = p(g", A).

Einsetzen dieser Relationen in die anféngliche Lagrangedichte liefert Observablen,
die ausschlielich von renormierten Kopplungen abhéngen,

o= [(g" A) = [*((g", M), A) = [R(g",A) . (3.1)

Sollten siamtliche f¥ nach Entfernen des Regulators endlich sein spricht man von
renormierbaren, andernfalls von nichtrenormierbaren Theorien.

Zur kurzen lustration dieser Prozedur wird die Quantenelektrodynamik hinzu-
gezogen, die nur einen Massen- sowie einen Ladungsparameter enthélt. Ausgehend
von der bekannten QED-Lagrangedichte Zorp = -Lorn (m®, €, 1, 1), A,) definiert
man die renormierten Parameter tiber den Pol des vollstédndigen Elektronenpropa-
gators sowie die 7y,-Struktur der Elektronvertexfunktion, vereinfacht notiert als

mb = @1(m0, e, A) , el = @g(mo, eO,A) .
Auflosen dieses Systems ist im Allgemeinen moglich und liefert

m° = cp1<mR, et A) , e = ¢, (mR, elt, A) .
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Ersetzt man in sdmtlichen physikalischen Gréflien bzw. in der Ausgangslagrange-
dichte die unrenormierten Parameter m" und € durch die entsprechenden ¢;, so
folgen Observablen der Form

0= fR<mR7 €R7 A)

und daher, da die QED eine renormierbare Theorie ist, nach Entfernen des Regula-
tors endliche Werte. Sollte die Regularisierung die Unitaritat der Theorie erhalten,
ist die auf diese Art renormierte Lagrangedichte ebenfalls reell.

Fiir die bisherige Diskussion ist davon ausgegangen worden, ausschlieflich reelle
physikalische Grofien und Kopplungen zu betrachten; jedoch lassen sich auch nicht
direkt beobachtbare Groflen w wie beispielsweise (Streu-)Amplituden oder kom-
plexe Massen durch renormierte Konstanten in der Form w = f%(g®) ausdriicken.
Hierbei sind diese f natiirlich komplexe Funktionen mit reellen Argumenten. Eine
ausreichende Anzahl solcher Relationen vorausgesetzt konnen renormierte Kopp-
lungskonstanten daher gemafl g% = ¢(w) notiert werden, woraus direkt

o= f(g") = f(pw)) = F(w) (3.2)

folgt. Physikalisch messbare Observablen werden daher durch einen Satz von reell-
wertigen Funktionen mit komplexen Argumenten beschrieben, die, in Analogie zu
Gleichung (3.1), Kopplungskonstanten genannt werden. Die durch diese complex-
mass renormalization [DD06; DDRW99; DDRWO05] definierten Kopplungen koén-
nen im Allgemeinen komplex sein; da beim Ubergang von reellen zu komplexen
Konstanten keinerlei Einschrankung vorgenommen wurde, bedeutet dies, dass die
Unitaritit der Theorie, welche vorausgesetzt worden war, an keiner Stelle verletzt
wird.

3.3 Renormierungsverfahren

Es gibt zwei gebrauchliche Formulierungen der Renormierungsdurchfiihrung, die
Gegentermmethode sowie BPHZ — benannt nach Bogoliubov, Parasiuk, Hepp und
Zimmermann — [Wei95], welche exakt die selben Ergebnisse liefern, sich jedoch
in der Berechnung dieser leicht unterscheiden. Da diese Arbeit beide Verfahren
verwendet, werden sie im nun Folgenden kurz vorgestellt.

Die Gegentermmethode beginnt mit einer reellen Lagrangedichte unrenormierter
Parameter und Felder, % = Z(¢°, ®°). Diese werden identisch umgeschrieben in
renormierte Parameter und Gegenterme,

g =gR+dg, O =VZOR= V120" = (1+ %+ )0k,
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3.3. RENORMIERUNGSVERFAHREN

wodurch die Lagrangedichte in einen renormierten und einen Gegentermteil zer-
fallt,

ZL(g", %) = L(g" + 69, VZ0°) = LR(g", &%) + £ (9,89,67,07). (3.3)

Diese beiden Teile sind, im Gegensatz zu .Z, im Allgemeinen nicht separat reell. In
ZST fliefen simtliche Terme ein, welche ein §¢g oder §Z beinhalten, auch gemisch-
te Strukturen. Durch geschickte Wahl der dg ist es moglich, ungewollte Beitréige
der Lagrangedichte zu physikalischen Observablen, beispielsweise Unendlichkeiten
oder zéhlschemaverletzende Terme, zu absorbieren und somit in renormierten Gro-
Ben nicht explizit auftreten zu lassen. Betrachtet man als Beispiel die physikalische
Masse eines beziiglich der starken Wechselwirkung stabilen Pions (unter Bertick-
sichtigung expliziter vektormesonischer Freiheitsgrade), die durch die Polposition
des vollstandigen Pionenpropagators,

p* = M - 3(p%) =0 & M3 =M +3(M,),

2 2
p?=Mg,

festgelegt ist. (p?) parametrisiert die (unendlichen) Selbstenergieeinschiibe (vgl.
Abschnitt 3.4.1). Durch Aufspalten der unrenormierten Pionenmasse in renormier-
te sowie Gegentermmasse, Mg = M3 + dM?, ergibt sich fiir die physikalische
Pionenmasse

M2, = M} +M? + (M3,

und somit — eine geeignete Wahl der 6M? vorausgesetzt — ein endlicher Wert;
die Unendlichkeiten der Selbstenergieeinschiibe konnen exakt durch Gegenterme
weggehoben werden. Weiterhin kénnte durch die Definition §M? = —3(M72)) die
physikalische gleich der renormierten Masse gesetzt werden, sofern dies gewiinscht
oder fiir die Rechnungen vorteilhaft ist.

Prinzipiell ist es nicht notwendig, die Gegenterme explizit zu berechnen, da die-
se ohnehin nur dazu verwendet werden, Schleifendiagramme an einer bestimmten
(kinematischen) Stelle von sich selbst abzuziehen. Die Alternative zum Gegenterm-
formalismus, BPHZ, macht von genau dieser Eigenheit Gebrauch: Anstelle explizit
Gegenterme in die Lagrangedichte hineinzudefinieren und somit die funktionalen
Zusammenhénge zu verkomplizieren, werden ungewollte Beitrage eines unrenor-
mierten Diagramms D(k, g°) durch Abzug seiner selbst, ausgewertet an einer be-
stimmten kinematischen Stelle &’ mit anschlieBender Ersetzung ¢° — g%, beseitigt.
Vereinfacht ausgedriickt ergeben sich so renormierte Diagramme D (k, gt), formal
geméf

D (k") = {D(k.o") - D(¥.4°)}

(3.4)

gO—gF
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KAPITEL 3. RENORMIERUNG

zu notieren. Ubertragen auf das Beispiel der Pionenmasse bedeutet dies
M2, = Mg+ S(M2) = M+ 38 (M,) = Mj + £(M,) - £(k?),

wobei die geeignete kinematische Stelle &2 natiirlich wiederum k2 = Mgh gesetzt
werden kann, um die renormierte der physikalischen Masse anzugleichen.

3.4 Renormierung relevanter
Diagrammstrukturen

Das folgende Kapitel 4 etwas vorwegnehmend werden in diesem Abschnitt jegli-
che fiir die Pionenstreuung relevanten Diagrammstrukturen nach dem Schema der
complex-mass renormalization renormiert. Simtliche Berechnungen finden auf dem
Einschleifenniveau statt, es werden sowohl die Gegentermmethode als auch BPHZ
verwendet.

Die unrenormierte Lagrangedichte der Pionen, Rho- und Sigmamesonen lautet
unter Beriicksichtigung der Definitionen in Abschnitt 2.3

Z :Ff Te{0,U0"U"} + % Te{U + U'}

(e 25,

1 1
= 5 Td{puw ™} +1d. Tr{p, T} + 5 (0u00"a — m*o?)

FQMQHQO'

F2:‘i10'

+ Tr{U+UT}.

{0,U0"U"} +

Wie in Kapitel 5 ausfithrlich dargelegt werden wird, steuert das Sigmameson kei-
ne grofen Beitrage zum in dieser Arbeit betrachteten Wirkungsquerschnitt der
Pionenstreuung bei, daher werden — um die Gesamtzahl an freien Parametern
tiberschaubar zu halten — die Konstanten k3, k4, G3 und G4 (vgl. Gl. (2.19)) gleich
null gesetzt, wodurch sich die Stuktur der Lagrangedichte nicht unwesentlich ver-
einfacht. Die tibrigen Parameter und Felder sind unrenormierte und werden durch
die Substitutionen

7w — Ly T, pgﬁ\/?ppg, a—>\/Z>U<7,

M? — My +6M?*,  m? —my+0m?, m*— mp+om? (3.6)
F— F+§F, Cp — Cp + 0C,, K1 — K1+ 0K1,
g — g+dyg, dy — dy + 0d,, Ko — Ko + 0Kg
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in renormierte Groflen iiberfiihrt. Die Feldredefinitionskonstanten Zr,, sind be-
liebig und lassen sich daher in der Form 1 + 6Z; )y, zerlegen. Sémtliche d-Terme
entsprechen Schleifenkorrekturen zu den renormierten Groflen.

Der einzige Gegenterm, der zu Demonstrationszwecken analytisch berechnet
wird, ist dg (Abschnitt 3.4.2). Die Massen-Gegenterme werden direkt mit den
Selbstenergieeinschitben kombiniert (Abschnitt 3.4.1), die endlichen Anteile der
Parameter 0F, c,, d,, k1 und ke werden durch nichtlineare Regressionsalgorith-
men numerisch an experimentelle Daten angepasst (Kapitel 5).

3.4.1 Propagatoren

Der freie (undressed) Propagator P/ beschreibt die raumliche und zeitliche Evolu-
tion eines Teilchen ohne Wechselwirkung zwischen zwei verschiedenen Raumzeit-
punkten. Er ist impulsabhéngig und definiert iiber die Fourier-Transformation

Plp) = [atwe (0| T(6/ (2),6/(0)) |0},

wobei das freie Feld ¢/ durchaus Isospin- oder Lorentzindizes tragen kann, die
jedoch fiir diese allgemeinen Betrachtungen aufler Acht gelassen werden. Der Ope-
rator T beschreibt das zeitgeordnete Produkt der Felder im Argument (definiert
in Anhang A.1).

Der vollstandige (dressed) Propagator P hingegen beinhaltet dartiber hinaus
eine unendliche Anzahl an Energieeinschiiben &, welche exakt der Summe aller
einteilchenirreduziblen Einschleifendiagramme mit zwei dufleren Linien entspre-
chen. Beschreibt der gefiillte Vertex den vollstandigen Propagator sowie der ge-
kreuzte Vertex die Energieeinschiibe (ohne duflere Linien), so gilt diagrammatisch
(durch Ausklammern eines Energieeinschubes)

@ = e S i - e S
= -eeoee- + -0 .

Formal lasst sich, sofern man samtliche Indexstrukturen aufler Acht lasst, aus
dieser Gleichung der vollstdndige Propagator in der Form

__O___ = -

extrahieren. Algebraisch tibersetzt sich dies in
P =P +Plepl 4 plepiep) +... =P/ +Plep (3.7)

und wird gemaf

(1-Ple)P=P = P=
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nach P aufgeldst. Sollten die oben genannten Felder ¢/ Isospin- oder Lorentzin-
dizes tragen, werden diese ebenfalls explizit in den algebraischen Ausdriicken der
freien Propagatoren auftreten, so dass eine Losung der Gleichung (3.8) durch ei-
ne allgemeine Parametrisierung der relevanten Komponenten mit anschliefendem
Koeffizientenvergleich zu erhalten ist.

Da in der Quantenfeldtheorie die Position der Singularitat eines vollstandigen
Teilchenpropagators der physikalischen Teilchenmasse entspricht, ist dadurch un-
ser Renormierungspunkt bestimmt: Die renormierte Masse gleicht der Polposition
des Propagators und daher der physikalischen Masse, einer im Falle der Rho- und
Sigmamesonen komplexen Gréfle (vgl. Anhang A.1).

Pionpropagator

Der freie, renormierte Pionpropagator, der aus den rein pionischen Anteilen der
Lagrangedichte (3.5) nach den Ersetzungen (3.6) folgt, lautet

AL (p) = gy

m,ab abp2 _ M}Q% :

Gegenterme werden entgegen den formalen Ausfithrungen des Abschnitts 3.3 von
nun an als zusétzliches Diagramm explizit in den Energieeinschiiben £ bertick-
sichtigt; diese werden mit der Selbstenergie ¥ gemifi £ = —iX(p?) verkniipft und
entsprechen der Summe der Diagramme in Abbildung 3.1. Die Beitrége der Dia-
gramme P2 und P3 konnen vollstandig durch das Gegentermdiagramm PGT ab-
sorbiert werden und spielen daher bei der Berechnung der Pionselbstenergie keine
Rolle. Fiir den vollstandigen Propagator folgt (vgl. Gl. (3.8)) direkt

i

iArap = 0q 3.9
nas = e 3~ 4) 3
und fiir die physikalische Pionmasse daher
2 2 2 _ 2 ar2 2
p* — M3 —3(p?) =0 & Mi=Mp+3(ME). (3.10)

2__ 2
p?=Mz,

Der Renormierungspunkt wird durch M3 = Msh bzw. E(Mgh) = 0 festgelegt.
Entwickelt man die Selbstenergieeinschiibe ¥(p?) um ein beliebiges p? = A%,

£(p?) = £(0) + (1 = 2) = (02) + (2 - N) £(p?), (3.11)

wobei in ¥ sdmtliche Terme héherer Ordnung zusammengefasst sind, so lisst sich
der vollstindige Propagator unter Verwendung von Gleichung (3.10) und dem
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P1 P2 P3
\ -7 \ -
P4 P5 PGT

Abbildung 3.1: Selbstenergiediagramme des Pions.  Gestrichelte,
Wellen- und Doppellinien stehen fiir Pionen, Rho- und
Sigmamesonen. PGT entspricht dem Gegenterm §M?2.

Entwicklungspunkt A = M), umschreiben zu
i

(v = M5) {1 =2 (M5) = (12 = M) 22}

=id, {% + S(pz) } + O(B?).

iA7r,ab :5ab
(3.12)
p*— MSh

Eine an die Feldredefinitionskonstante Z, gestellte Renormierungsbedingung setzt
das Residuum R, =1+ X'(M})) gleich eins.

Rhopropagator

Die reinen Rhomesonterme der Lagrangedichte aus Gleichung (3.5) liefern einen
renormierten, freien Rhopropagator der Form

LV

g =
3 f”u,l/ —_ 3 m
lAp,ab (p) = —l(sabﬁ.

Verkniipft man die Energieeinschiibe £, welche der Summe der Diagramme in
Abbildung 3.2 entsprechen, mit der Selbstenergie iiber & = ilT*/(p?), so lassen sich
die TI"**(p?) — zumindest in der vorliegenden Ordnung — in der Form

i (p?) = i{g™x + (pp” - p’¢" ) 1(p*) },

parametrisieren; X ist eine vom Teilchenimpuls unabhéngige Funktion. Die Dia-
gramme R2, R4 und RCX kénnen wiederum in das Gegentermdiagramm RGT
absorbiert werden. Verwendet man diese Parametrisierung, den vollstandigen Pro-
pagator geméfl der ersten der beiden Gleichungen (3.8) und dartiber hinaus eine
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— —

(
N w \r\/\/\/
f\/\/\/\/\ﬁ\/\/\/\/\/\ -
R3
'Mg}m ANANANANARNNNAN ~"NANNANGPINANNN
RCX RGT

Abbildung 3.2: Selbstenergiediagramme des Rhomesons. Gestrichelte
und Wellenlinien stehen fiir Pionen bzw. Rhomesonen.
Das Dreieck RCX steht fiir ¢, M2, RGT fiir den Gegen-

term dm2.

allgemeine Parametrisierung der Lorentzstruktur des Propagators selbst, A* =
A1g" + AgptpY, so folgt nach einem Koeffizientenvergleich

» L, 14+11(p?
e o

p?—mg — X + pAI(p?)

(3.13)

Der Pol des Propagators liefert erneut die physikalische Masse des Rhomesons,

P —m— X+ pPI(p?) =0 & my=X+mi-mlI(m},). (3.14)

2 12
p _mph

Als Renormierungsbedingung erhalt man X' = m2, II(m2, ).
Nach einer Entwicklung der Selbstenergie analog Gleichung (3.11) um p? = mf)h
und unter zusétzlicher Verwendung der Polposition aus (3.14) folgt schlieflich

v

g — B
AR (p) = — mabﬁﬁ — 11, — 11 ()} -
+ 0w {g" T (m2,) + (p°9™ — p"p") T(p?) } + O(K?),

Das Residuum R, = 1 — II(m2,) — m2,IT'(m2,) lésst sich durch geeignete Wahl
der Feldredefinitionskonstante Z, ebenfalls gleich eins setzen und muss daher nicht
gesondert beriicksichtigt werden. Diagrammatisch ergibt sich

O VIRV VIV VRSO (3.16)

wobei der Diamantvertex den polfreien Einschleifenbeitrag darstellt.
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Sigmapropagator

Der freie, renormierte Sigmapropagator ist — bis auf Isospinindizes — identisch mit
dem Pionpropagator und lautet
TN pp—

o pg _ m%
Die Argumentationskette des Pionpropagators kopierend erhélt man mit den Ener-
gieeinschiiben £ = —iZ(p?) — der Summe der Diagramme aus Abbildung 3.3 — als
vollstandigen Propagator

i

iA, =

_ — 3.17
P g~ 5 10

Hierbei werden die Beitrage der Diagramme S2, S4 und SK wieder in die Gegen-
termkomponenten absorbiert. Da fiir die hiesigen Betrachtungen die Parameter
G3, G4, k3 und k4 null gesetzt werden, spielen die genannten Diagramme sowie S1
ohnehin keine Rolle. Die Entwicklung (3.11) verwendend folgt analog Gleichung
(3.12)

iA, =i {% + é(pQ)} +O(h?). (3.18)

2 2
p _mph

Mit einem geeigneten 7, folgt R, = 1+ = (mph) = 1. Die diagrammatische Ent-
sprechung zu Gleichung (3.18) lautet

—o— = +—o—, (3.19)

der Diamantvertex steht wiederum fiir den polfreien Einschleifenbeitrag é(pQ).
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S1 S2 S3
S4 SK SGT

Abbildung 3.3: Selbstenergiediagramme des Sigmamesons. Gestrichelte
und Doppellinien stehen fiir Pionen bzw. Sigmameso-
nen. Das Dreieck SK steht fiir ks M?F?, SGT fiir den
Gegenterm dm?.

3.4.2 Vertizes

Vierpionenvertex

Der aus der Lagrangedichte in Gleichung (3.5) abzuleitende Vierpionenvertex ent-
hélt einen Koeffizienten 1/F2, der mit den Substitutionen (3.6) zerlegt werden kann
in

1 1 1 20F 9 1 20F 9

TR 10 =72 +O(h7) = 7 (1 fa ) + O(Rh%). (3.20)
Wiéhrend der Wert des renormierten Parameters F' = 0.092 GeV konstant ist, kann
der Gegentermteil dazu verwendet werden, die Diagramme, welche sich topologisch
auf einen Vierpionenvertex reduzieren lassen (die im folgenden Kapitel daher mit
Kontaktdiagramme bezeichneten, vgl. B2-B8 in Abbildung 4.1), so zu renormie-
ren, dass experimentelle Daten optimal beschrieben werden. Fur diese Arbeit wird
der endlichen Teil des Parameters dF als durch nichtlineare Regression anzupas-
sender, komplexwertiger Freiheitsgrad betrachtet ohne seinen Zahlenwert durch
theoretische Uberlegungen — wie beispielsweise der KSRF-Relation - analytisch
zu bestimmen.

Ausgedriickt durch die Formulierungen des Abschnitts 3.3 verwendet man BPHZ,
um die Kontaktdiagramme an einer bestimmten kinematischen Stelle zu subtrahie-
ren. Bezeichnet der ausgegraute den vollstandigen, renormierten Vierpionenvertex,
der gekreuzte die Summe aller einteilchenirreduziblen Einschleifendiagramme mit
Rhomesonen, so bedeutet dies

N

\\\ /// \\\ /// 25F \\\ /// AN ///
@ = X (1_T>+ r + ® . (3.21)
N 4 N ’ N p—0

’ N s N
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Da es fiir die folgenden Rechnungen vorteilhaft ist, an dieser Stelle die einteilche-
nirreduziblen Einschleifendiagramme mit Sigmamesonen (Abbildung 4.1, B9-B13)
in den renormierten Vierpionenvertex mit hineinzudefinieren, soll dies durch den
letzten Term symbolisch geschehen. Die Renormierung wird hierdurch jedoch nicht
beeinflusst, da das Sigmameson mit einem Isospin von null nicht durch den Pio-
nenvertex renormiert wird.

prm-Vertex

Die Kopplungskonstante der pmm-Wechselwirkung ist der Parameter g, der durch
die Renormierung (3.6) zerlegt wird in

g—g+9dg (3.22)

und die Stérke des Rhozerfalls nach zwei Pionen beschreibt. Als Renormierungsbe-
dingung zur expliziten Berechnung des Gegenterms dg fordert man, dass der voll-
standige prm-Vertex — einschliefllich Einschleifenkorrekturen und Gegentermen —
im chiralen Grenzfall der renormierten Kopplung g entspricht. Bezeichnet der aus-
gegraute den vollstandigen, renormierten Vertex, die Box den Gegenterm, das Drei-
eck einen durch die Renormierung entstehenden Feldredefinitionsterm sowie der
gekreuzte Vertex die Summe der in Abbildung 3.4 aufgefithrten Einschleifendia-
gramme im chiralen Grenzfall, so gilt

!

i5‘:abc (pz - pf>‘u g.

Die einlaufenden Pionenimpulse p! und péﬁ héngen hierbei mit dem Rhomesonim-
puls ¢* iber p; + py = —q¢ zusammen und werden im chiralen Grenzfall auf die
(reelle) Massenschale gesetzt, so dass p? = pfc = M?=0und ¢* = mﬁ.

Fiir den Gegenterm folgt schlieflich

§g=—g <5Z7r + %) ~1). (3.24)
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/ N\ 7N
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Abbildung 3.4: prr-Vertexdiagramme. Gestrichelte bzw. Wellenlinien
stehen fiir Pionen resp. Rhomesonen.

onm-Vertex

Der omm-Vertex enthélt, im Gegensatz zum prm-Vertex, zwei Kopplungskonstan-
ten, k1 und ko, welche prinzipiell analog zu g durch die Gegentermmethode renor-
miert werden konnten. Der Einfachheit halber soll an dieser Stelle jedoch BPHZ zur
Anwendung kommen, d.h. statt Gegenterme explizit zu berechnen werden sémt-
liche Einschleifen-orm-Diagramme an einer bestimmten kinematischen Stelle sub-
trahiert. Im Unterschied zum Kontaktvertex wird diese kinematische Stelle jedoch
festgelegt und nicht durch Regressionsalgorithmen bestimmt.

Bezeichnet der graue wiederum den renormierten Vertex, der gekreuzte die Sum-
me der Diagramme in Abbildung 3.5, so gilt

’ N v N ’ N v N
v N ’ N v
’ N s N ’

’ N
s N

N
N

¢?=m3

Die Diagramme SPP2, SPP4, SPP5, SPP6 und SPP7 spielen keine Rolle, da die
entsprechenden Kopplungskonstanten null gesetzt wurden (vgl. Gl. (3.5)).
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/N 7N
/N (
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SPP1 SPP2 SPP3 SPP4
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Abbildung 3.5: onrw-Vertexdiagramme. Gestrichelte bzw. Doppellinien
stehen fiir Pionen resp. Sigmamesonen.
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Kapitel 4

Pionenstreuung

Die Pionenstreuung als Prototyp einer Goldstonebosonreaktion wurde bereits friith-
zeitig als eines der wichtigsten Experimente zur Exploration hadronischer Stuktu-
ren erkannt. Pionen sind die leichtesten der Hadronen und ihre Eigenschaften eng
mit den Symmetrien der QCD verkniipft. Bereits in den 1960er Jahren sind im Rah-
men der Stromalgebra-Formulierung [Wei66| prazise Vorhersagen von Streuldngen
getroffen worden, die mit Ergebnissen der fiihrenden Ordnung der chiralen Sto-
rungstheorie konsistent sind. Berechnungen der néchsten (NLO) [GL84] sowie der
tibernéchsten (NNLO) [BCE+96; BCE+97] Ordnung und Kombination von chira-
len und dispersiven Darstellungen [Roy71; ACGLO1] liefert schlieflich die iberaus
prézisen, theoretischen Voraussagen [CGL00; CGLO1a]

ag = 0.220 £ 0.005,  af = —0.0444 £ 0.0010,

welche hervorragend mit experimentellen Daten, erhalten aus kombinierten Ana-
lysen der BNL-E865 [P+01; P+03] und NA48/2 [B406] Kollaborationen,

ag = 0.217 4 0.008x, & 0.006,

iibereinstimmen.

Weiterhin ist die Abschétzung einer oberen Grenze der skalenunabhéngigen LEC
I3, die im Kontext der physikalischen Pionenmasse der Ordnung O(q*) (die soge-
nannte Gell-Mann-Oakes-Renner Relation [GMOR68]),

Mz - o B

4 6
™ _327T2F2M _'_O(M )7

eine wichtige Rolle spielt [GMORG68], von grofler Relevanz. Sollten die Terme qua-
dratisch in M? im Vergleich zu denen fithrender Ordnung nicht unterdriickt sein,
wiirde dies das bestehende Zahlschema der yPT falsifizieren [KMSF95]. Da jedoch
|l3] < 16 [CGLO1b] summieren sich die Betrige der fithrenden Ordnung, d.h. des
skalaren Quarkkondensats, auf etwa 94%.

Eine korrekte Partialwellenanalyse ist mit nicht unerheblichem Aufwand verbun-
den, daher werden in dieser Arbeit Wirkungsquerschnittsdaten — gewonnen aus
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den Reaktionen 7tp — 7nf7~A*T und nfp — KTK~-A*TH [P+73] — zur Anpas-
sung der LEC verwendet. Die Ausfithrungen des Abschnitts 4.2 gelten jedoch fiir
allgemeine Streuamplituden und sind daher universell anwendbar. Ein Vergleich
mit anderen Arbeiten wird jedoch erschwert, da in neueren Publikationen primér
Partialwellenanalysen verwenden werden.

4.1 S-Matrix und LSZ-Reduktion

Physikalisch interessante Groflen wie die Streuamplitude lassen sich aus Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten von jeweils zwei Pionen im Anfangs- und Endzustand berech-
nen. Diese Ubergangswahrscheinlichkeit lautet

2

P(AB — CD) = , (4.1)

out <7Tc7TD | 7T-A7TB>in

wobei die in-Zustande einem Zweiteilchenzustand in ferner Vergangenheit, die out-
Zustande der fernen Zukunft entsprechen. Den Ausfithrungen eines jeden modernen
Lehrbuches iiber Quantenfeldtheorie — beispielsweise [PS95] oder [Ryd06] — folgend
ist es moglich, diese Wahrscheinlichkeit mit einer idealisierten Ubergangsamplitude
asymptotisch definierter Impulszustinde, _ . (Pspa|P1P2),,, zu verkniipfen. Fir
deren Uberlappung gilt

out (P3P4 | P1P2);, = (P3P4;t — 00 | p1p2;t — —00) = (PsP4 | S | P1P2) ,

wodurch die sogenannte S-Matrix, der unitare Grenzfall eines Zeitevolutionsopera-
tors, definiert wird. Diese Matrix kodiert die gesamte fiir die Teilchenstreuung re-
levante Information und ist somit Kernstiick einer quantenfeldtheoretischen Rech-
nung. Der Spezialfall einer ausbleibenden Wechselwirkung der ein- und auslaufen-
den Teilchen wird durch die Parametrisierung

S=1+iT (4.2)

beriicksichtigt, die den eigentlich interessanten Teil, die Streumatrix 7, definiert.
Jeder physikalische Prozess ist der Impulserhaltung unterworfen, daher sollte 7°
eine impulserhaltende Delta-Distribution beinhalten. Das invariante Streumatrix-
element M lasst sich darauf hin geméafl

(psp4 |i7T | p1p2) = (27)* 5@ (p1 + p2 — p3s — pa) M(p1, D2 — P3,P4) (4.3)

definieren. Diese Zerlegung trennt dynamische von kinematischen Strukturen. Von
jetzt an wird durchgéngig von vier einlaufenden Impulsen die Rede sein, die tat-
séchliche Wahl der Strahl- sowie der Streuteilchen wird durch die Nullkomponenten
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KAPITEL 4. PIONENSTREUUNG

der Impulse festgelegt; positive Energie fiir einlaufende, negative fiir auslaufende
Teilchen.

Die Verbindung zwischen Streumatrix und Green’schen Vierpunktfunktionen
wird durch die sogenannte LSZ-Reduktionsformel, benannt nach Lehmann, Sy-
manzik und Zimmermann [Wei95; PS95; Ryd06], hergestellt. Diese lautet fiir den
Fall der Streuung von zwei nach zwei Teilchen

(pspa [1T | p1p2) = (2m)" 6 (p1 + p2 + ps + pa)
X/ R1y/ R\ Ra\| Ry Gores " (p1, pa, ps, pa) ,  (4.4)

wobei die R; die Wellenfunktionsrenormierungskonstanten bezeichnen und dem Re-

siduum des vollstandigen Propagators des jeweiligen Teilchens entsprechen. Gggﬁf L

ist die amputierte Green’sche Funktion ohne Identitdt und duflere Teilchenlinien.
Vergleich mit Gleichung (4.3) liefert fiir das invariante Matrixelement M im

Spezialfall der Pionenstreuung mit vier identischen Teilchen

M(p1,p2 = ps,pa) = Rz Gops *(p1, D2, p3, pa) (4.5)

oder die diagrammatische Entsprechung

VR, <. VR,

N s

M(p1,p2 — p3,ps) = ]

s N

VR -~ v VR,

Der schwarze Vertex steht anschaulich fiir die Summe aller Einschleifendiagramme
mit vier duleren Pionenlinien, jedoch ohne auflere Pionenpropagatoren. Genau
diesen Vertex und somit das invariante Matrixelement M gilt es zu berechnen.

Da, wie bereits im vorhergehenden Kapitel 3 ausfithrlich diskutiert, eine Renor-
mierung der Schleifendiagramme vorgenommen wird, kénnen im weiteren Verlauf
R, R, und R,, abhingig von den gewahlten Feldredefinitionskonstanten, eins ge-
setzt und daher ignoriert werden.

4.2 Streudiagramme

In diesem Abschnitt wird die renormierte Streuamplitude aus den im vorhergehen-
den Kapitel renormierten Komponenten zusammengesetzt. Es ist darauf hinzuwei-
sen, dass samtliche in den Gleichungen (4.6), (4.7) und (4.8) genannten Diagramm-
gruppen aufgrund ihrer topologischen Struktur in Untergruppen, deren Elemente
sich lediglich durch Wahl der dufleren Impulse bzw. Isospinindizes unterscheiden,
aufgeteilt werden konnen. Beispielsweise bilden die drei Diagramme
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N 4 ~ g - ~ 7
N .
N 7/ d N7/
. \ un X
LN

B/’ D B--" <D B--~ D
eine gemeinsame Untergruppe, da sie zwar topologisch identisch, beziiglich der
auBleren Impulse jedoch unterschiedlich indiziert sind. Die Anzahl der einer Unter-
gruppe angehorenden Diagramme wird in dieser Arbeit Multiplizitat M genannt.
Bezeichnen der schwarze Vertex G * und die grauen Vertizes die renormierten
Diagrammkomponenten, so gilt

N s N s N ’ N s

M= @& = @ + ovowa@ + 0—0—G0 . (4.6)
e N 7 N 7/ N 7 N
Kontakt Rho Sigma

Die Kontaktdiagramme sind die in Gleichung (3.21) definierten und finden sich
in Abbildung 4.1. Die Rho- und Sigmadiagramme lassen sich wiederum in die
einzelnen Teile

N ’ N s N s N ’

N e N 7 N 7 N 7
N . N . N . N .
/ N / N
DN = B+ e+ @ (4.7)
7 N 7 N e N 7/ N
e N e N 7/ N 7 N
7 N e N e N 4 N
Rhovertex Rhopropagator Rhovertex
\ 7 N e AN / AY Ve
N e N 7z N 7 N 7
N e N 7’ N 4 N 7
7/ N 7/ N
—0—=a = — + —e= + —a@ (4.8)
e N 4 N 4 N 4 N
7 AN e N 7/ N 7/ N
4 N 7 N 7/ AY 7/ N
Sigmavertex Sigmapropagator Sigmavertex

zerlegen. Hierbei bilden die beiden Rho- und Sigmavertex-Gruppen jeweils eine ein-
zige, da sie sich topologisch gleichen und an dieser Stelle nur zwecks besserer Nach-
vollziehbarkeit unterschieden wurden. Die vollsténdigen Rhovertex-Diagramme fin-
den sich in Abbildung 4.2 und wurden in Gleichung (3.23) mit dem Ergebnis
aus (3.24) renormiert. Abbildung 4.3 zeigt den vollstdndigen Satz an Sigmavertex-
Diagrammen, renormiert durch die Bedingung in Gleichung (3.25). Die beiden
Propagatoren treten jeweils in drei Konfigurationen, analog dem oben genannten
Beispiel zur Untergruppendefinition, auf und werden geméfl den Gleichungen (3.16)
und (3.19) in einen freien Propagator sowie einen polfreien Anteil zerlegt.
Die (Isospin, Impuls)-Bezeichnung der dufleren Linien folgt der Konvention

a,pP1 ~~_ .-~ G D3

-~ ~ 9

- S - d’p4

b7p2 -7

welche eine allgemeine Parametrisierung der Streuamplitude M gemafl

M = Tcdab - Tl 5ad5bc + T25a05bd + T35ab50d
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Abbildung 4.1: Einteilchenirreduzible Kontaktdiagramme. Gestrichel-
te, Wellen- und Doppellinien stehen fiir Pionen, Rho-
und Sigmamesonen. Bl ist der 47-Vertex, welcher die
Schleifendiagramme B2 bis B8 renormiert. B6 ent-
spricht einem O(g*)-Vertex und wird daher ignoriert.

zuldsst. Selektion eines zu untersuchenden Isospinkanals erfolgt durch Linearkom-
binationen der T; nach den in Anhang B abgeleiteten Relationen, fiir die in dieser
Arbeit relevante 7 7~ -Streuung also beispielsweise

M(7T+7T7 — 7T+7T7) =T+ Ts. (4.9)
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Abbildung 4.2: Rhovertex-Diagramme. Gestrichelte bzw. Wellenlinien
stehen fiir Pionen resp. Rhomesonen.
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Abbildung 4.3: Sigmavertex-Diagramme. Gestrichelte bzw. Doppellini-
en stehen fiir Pionen resp. Sigmamesonen.
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KAPITEL 4. PIONENSTREUUNG

4.3 Berechnung des Wirkungsquerschnitts

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnitts betrachtet man je zwei ein- und auslau-
fende Teilchen im Schwerpunktsystem. Samtliche Impulse sind einlaufend gewahlt,
die Unterscheidung von Teilchen im Anfangs- und Endzustand wird durch das Si-
gnum der Nullkomponente des Impulses vorgenommen. Da man es hier mit vier
Pionen zu tun hat, wihlt man die explizite Kinematik

p1= (Elapl) = (E(P)ap), p2 = (E27p2) = (E(P), —P),

b3 = (E37 p3) = <_E<pl)7 _p/)7 Pa = (E47 p4) = (_E<pl)7 pl)a
wobei von der Massenschalenbedingung p?> = M? = E?(p) = M? + p? sowie
p = |p| Gebrauch gemacht wird. Die Teilchen 1 und 2 sind streu-, 3 und 4 gestreute
Pionen. Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist bekannt [PS95; Ryd06; GSS07]
und lautet
(2m)*6W(p +pa+ps+ps) dps  dpa

g\/(p1 “pa)? — M (2m)32F5 (27)32E,

do = |M<p17p27p37p4)|2'

Definiert man als kinematische Freiheitsgrade die tiblichen Mandelstamvariablen,

s = (p1 +P2)27 t=(m +p3)2, u=(m;m +p4)2>

und verwendet die Massenschalenbedingung, kombiniert mit der Impulserhaltung,
so lassen sich die im differentiellen Wirkungsquerschnitt auftretenden Phasenrau-
mintegrale teilweise berechnen (vgl. Abschnitt C.1); es folgt

1

do = ———
128725

| M (s, cos 0)| 9, (4.10)
mit dem p;-p3-Winkel 6. Aufgrund der sehr komplizierten Struktur des invarian-
ten Matrixelements ist an dieser Stelle eine analytische Berechnung des totalen
Wirkungsquerschnitts nicht moglich. Dieser lésst sich jedoch in der numerisch zu
integrierenden Form

o(s) = 6417TS /_11 d(cos @) |M(s,cosh)|? (4.11)

als Funktion der kinematischen Variable s angeben.
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Kapitel 5

Ergebnisse

Nachdem mit den bisherigen Uberlegungen die renormierte Streuamplitude be-
stimmt und mit dem Wirkungsquerschnitt verkniipft wurde, werden in diesem
Kapitel die abschlieBenden numerischen Berechnungen und Parameterregressio-
nen diskutiert. Verwendet wurde das Computeralgebrasystem Mathematica mit
den hierfiir geschriebenen Paketen FeynCalc, LoopTools und FeynArts [MBD91;
KEM92; HPV99].

Wegen der komplizierten analytischen Struktur des Wirkungsquerschnitts ge-
staltete sich die Berechnung einer nur von den freien Parametern abhangenden
Funktion o(s) im hochsten MaBe nicht-trivial und rechenintensiv. Weitere Anmer-
kungen zum verwendeten Algorithmus finden sich in Anhang C.2.

5.1 Parameterregression
Die durch Regression einzustellenden Variablen lassen sich in die vier Gruppen
‘ Rho Sigma

Baumdiagramme Cy K1, Ko
Schleifendiagramme | ¢, d,, 0F K1, Ko

einteilen. Wahrend in den Rho-Schleifendiagrammen samtliche Konstanten, die
sich aus der Vektormesonlagrangedichte ergeben, beinhaltet sind, ist der Parame-
tersatz der Sigmamesonen deutlich eingeschrénkt. Bis auf 0 F' werden alle Parame-
ter reell angenommen. Da fiir diese Arbeit die Regression mit einem nichtlinearen
x2-Test [AS64; PFTV92] durchgefiihrt wurde, bestand prinzipiell die Moglichkeit,
dass sich bei gleichzeitiger Variation mehrerer Parameter deren Werte gegensei-
tig kompensieren und somit nicht verldssliche Aussagen getroffen werden kénnen.
Um diesem Problem zu begegnen, werden zwei verwendete Regressionsreihenfolgen
vorgestellt. Begonnen wird in beiden Féllen mit der Anpassung des Parameters c,
durch die Rho-Baumdiagramme, gefolgt von:
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M1: Anpassen von d, und 0 F' an Rho-Schleifendiagramme mit anschlie-
Bender Regression von k1 und ko durch zuséatzliche Sigmaschleifen;

M2: Anpassen von k; und ko an Rho- & Sigma-Baumdiagramme mit
anschlieSender d,- und ¢ F-Fixierung.

Durch Verwenden der Baumdiagramme zur Anpassung des Parameters c,., der in
dieser Form unveréndert in die Schleifenrechnung tibernommen wird, entsteht ein
systematischer Fehler, der jedoch durch folgende Uberlegung als nicht signifikant
eingestuft werden kann: Der Wert einer jeden Kopplungskonstante ist — obgleich
nicht bekannt — durch die QCD festgelegt und lasst sich geméafl

CSQD — CmBaum + hc:(pl) + hQC:(BQ) 4= CEaum + O(h)

in Schleifen entwickeln. Da der Baumdiagrammwert bis auf Einschleifenniveau
mit dem QCD-Wert iibereinstimmt, ist es fiir eine Einschleifenrechnung irrelevant,
ob c¥P oder B2 verwendet wird, da deren Diskrepanz nur Stérungen héherer
Ordnung ausmachen kann.

Wird die Regression schliefilich mit Hilfe von experimentellen Daten aus [P+473]
und unter Verwendung der Konstanten

M, =0.139 GeV, mpn = (0.770 4 i0.075) GeV,
mpn = (0.450 +i0.250) GeV,  F =0.092 GeV

[A408] durchgefihrt, so erhélt man fir die Rhoparameter die Zahlenwerte

‘ Cy d, oF
M1 | 7.09+£0.14 0.64£0.05 (0.10+£0.01 + 0.05i + 0.02i) GeV
M2 | 7.09+£0.14 0.64£0.05 (0.10+£0.01 + 0.05i + 0.02i) GeV

fiir die Sigmaparameter

‘ aa! Ko

M1 ‘ (6.6245.96) GeV~!  (4.70 £3.97) GeV ! .

M2 | (2.66 +0.97) GeV—!  (9.04 + 1.21) GeV !

Offensichtlich sind die das Rhomeson betreffenden Anpassungen sehr stabil be-
zuglich der verwendeten Methode, d.h. die Regressionsreihenfolge spielt fiir c,, d,
und 0F keinerlei Rolle. Die Sigmamesonparameter reagieren jedoch recht emp-
findlich auf die verwendete Vorgehensweise und sind dartiber hinaus mit groflen
Fehlern behaftet, wodurch sich darauf schlieflen lasst, dass die Beitrage des Sigma-
mesons zum Wirkungsquerschnitt der Reaktion 77~ — 77~ sehr gering sind
(vgl. Abschnitt 5.3). Sémtliche Fehler der Parameter bedingen im Extremfall eine
etwa 5%ige Ungenauigkeit der Peakhohe und sind somit vernachlassighar.

40



5.1. PARAMETERREGRESSION
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Abbildung 5.1: Wirkungsquerschnitte der 77 -Streuung auf Baum-
und Schleifenniveau.

Fiir samtliche Visualisierungen wird, soweit nicht anders erwahnt, der generische
Parametersatz

gen = (¢, = 7.09, d, = 0.64,6F = 0.10 + 0.051, k1 = 4.50, k = 6.50)  (5.1)

verwendet, wobei d, und 0 F" ausschlieBlich in Schleifenordnungen auftreten.

Der Graph in Abbildung 5.1 zeigt die berechneten Wirkungsquerschnitte, auf-
getragen in mbarn gegen GeV?, sowohl auf dem Baum- als auch auf dem Ein-
schleifenniveau. Primér im mittleren energetischen Bereich, zwischen 0.4 GeV? und
0.7 GeV?, ist eine leichte Verbesserung der Schleifenrechnung gegeniiber der ein-
fachen Baumniveaukalkulation auszumachen, was durchaus als Erfolg angesehen
werden kann. Fiir Energien ab 0.9 GeV? bricht der Giiltigkeitsbereich der Theorie
augenscheinlich zusammen, da die Messpunkte von der theoretischen Vorhersage
abweichen. Dies kann jedoch teilweise durch die polynomiale Approximation des
Wirkungsquerschnitts begriindet werden, die ebenfalls die leichten Fluktuationen
des Funktionsgraphen bei hoheren Energien erklart.
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Abbildung 5.2: Schleifendiagramme mit dem generischen Parameter-
satz (renormiert) und der Modifikation §F = 0 (un-
renormiert).

5.2 Renormierungsbeitrage

Um die Relevanz der Renormierung der Pionzerfallskonstante F' zu bestétigen,
finden sich in Abbildung 5.2 Graphen des vollstandig renormierten Wirkungsquer-
schnitts sowie der Modifikation 6 F' = 0. Es ist offensichtlich, dass fiir eine korrekte
Beschreibung experimenteller Daten die ¢ F-Beitrage unerlasslich sind, da sonst,
zumindest im Energiebereich ab 0.7 GeV?, kaum Ubereinstimmung von Theorie
und Experiment erreicht werden kann.
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Abbildung 5.3: Geméafl Gleichung (5.2) normierte Peakhohe fiir s
0.6 GeV? und variablen Kopplungen s und k.

5.3 Sigmamesonbeitrage

Zur Quantifikation der Sigmamesonbeitrage ist in Abbildung 5.3 der auf den Peak
normierte Wirkungsquerschnitt, abhéngig von den Konstanten x; und ko, fiir den

kinematischen Punkt s = 0.6 GeV? gemaf3
o (K1, K2)
Ki,Kg) = ———— 5.2
f( ! 2) cr(gen) 5=0.6 GeV2 ( )
eingetragen. Sogar fiir relativ grofe Werte der Kopplungskonstanten summieren
sich die Sigmaanteile nur auf bis zu etwa 7%, daher werden die Beitrage selbst

sowie die Grofle der Konstanten als unwichtig angesehen.
Weiterhin spielen die Sigmamasse und -breite, wie in Abbildung 5.4 ersichtlich,

keine gravierende Rolle. Eingetragen ist wiederum ein entsprechend

o(mg, To) (5.3)

moara =
4 ) o(gen) ls=0.6Gev?

normierter Wirkungsquerschnitt auf einem 16 x 16-Raster moglicher Massen und
Breiten. Generell ist zwar eine Tendenz zu grofleren Betragen fiir groflere Werte
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Abbildung 5.4: Gemafl Gleichung (5.3) normierte Peakhohe auf einem
16 x 16-Raster moglicher Sigmamassen und -breiten.

auszumachen, diese belauft sich jedoch ebenfalls auf gerade einmal bis zu 6% und
spielt keine Rolle.

AbschlieBlend lasst sich sagen, dass der Einbau des Sigmamesons fiir die Beschrei-
bung des Wirkungsquerschnitts der 77~ -Streuung keine nennenswerten Vorteile
bietet.
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Kapitel 6
Problem der Mehrfachzahlung

Vom expliziten Einbau von Resonanzen in die xPT verspricht man sich eine Ver-
groflerung des Konvergenzbereichs hin zu hoheren Energien. Jedoch muss an dieser
Stelle, um Konsistenz zu gewéhrleisten, das Problem der Mehrfachzéhlung (dou-
ble counting) einzelner Resonanzen untersucht werden. Betrachtet man eine Zwei-
Nach-Zwei-Pionen-Streuamplitude in einer rein pionischen xPT, so sollte diese
in ihrem Giiltigkeitsbereich keinerlei Singularititen aufweisen, da dies auf nicht
eingebaute Resonanzen hindeuten wiirde. Bindet man jedoch beispielsweise das
Rhomeson explizit ein, so miisste sich der Konvergenzradius der Theorie dahin-
gehend verbessern, dass Singularitdten, wenn iiberhaupt, erst jenseits einer — im
Vergleich zur pionischen yPT grofleren — Schwelle auftreten.

Untersucht wird dieses Problem durch eine Streuamplitude, die durch eine un-
endliche Anzahl von s-Kanal-Pionenschleifen iterativ berechnet wird, um Effekte
héherer Ordnung mit zu berticksichtigen. Resonanzen sollten als Singularitaten in
dieser Amplitude in Erscheinung treten.

6.1 S-Kanal-Pionenschleifen

Die s-Kanal-Amplitude wird durch Summation einiger in Frage kommender s-
Kanal-Diagramme berechnet. Schematisch entspricht dies der Iteration

4 N : N s N s N (6_1)

Benennt man die vier einlaufenden Impulse mit p; bis p4 und versieht deren Linien
mit den Isospinindizes a bis d, so lautet der einfache Vierpionenvertex (oder das
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Streupotential),

Vedab(P3; Pas P1, D2)
iCk
= @{%débc (=p1 P2 —p1-ps+2p1-pa+2pa-p3— P2 Pa— D3 Pa)
+0acObd (—P1 - P2+ 2p1 - P3 — D1+ Pa — P2 P3 + 2p2 - Pa — P3 - Pa) (6.2)
+0ab0ca (2p1 - P2 — P1 - P3 — P1 - Pa — P2+ P3 — P2 - Pa+ 2p3 -p4)}
iCy M?
3F?
Fiir den Parametersatz Cx = 1 und C); = 1 erhélt man den rein pionischen Vertex,
fir Cx = —1/2 und Cj; = 1 den Vertex mit expliziten Rhomesonfreiheitsgraden.
Die Ubersetzung der Gleichung (6.1) in einen algebraischen Ausdruck lautet

d™k
Tedab(P3, P1; P15, P2) =Vedab(P3, Pa, D1, D2) + / W Veday(P3, 01, k,p — k) (6.3)

X Gk p k)T~ —p + i pr. o),

{5ad5bc + 5a05bd + 5ab($cd}-

wobei die Abkiirzung p = p; + ps = —p3 — p4 sowie die Propagatoren
0™ iov*

VYW _ —
GV (k,p — k) k2 — M2 410t (p— k)2 — M2 4 i0+

verwendet wurden. Die Isospinstruktur des Streupotentials V' und der Streuampli-
tude T' lasst die bereits bekannte Parametrisierung

Vedab = Vidada0be + Vadacdpa + V30ap0ed,
Tcdab - Tl 5ad5bc + T25a05bd + T35ab5cd

zu, welche — nach Einsetzen in Gleichung (6.3) — vereinfacht

Ty =V, + ViGT, + VoGTh,
T, = Vo + VIGT + VoG T, (6.4)
T3 = V3 + ViGT3 + VoGT3 + V3GTy + V3GT5 + 3VaG1T3

liefert. Mit den Streuamplituden physikalischen Isospins 7¢) folgt
TO =Ty +Ty, TO=Ty—-Ty,, TO =T, 4T, + 3T}

(vgl. Anhang B und insbesondere Gl. (B.1)), wodurch die Gleichungen (6.4) ent-
koppeln und sich schliellich in der sehr einfachen Form

T = vy yOard) (6.5)
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zusammenfassen lassen; die V() lauten explizit

Cx (20 M?

VO vy =L — o - . . .

2+ Vi = 3F2< Cr P1 P2+ D1 P3stP1-PatP2oP3
+p2~p4—2p3-p4>,

v oy = 10k (6.6)

=Vo—V1 = FQ( ps—pl'p4—p2'p3+p2'p4)7 :

Ck (5Cy M?

VO = Vi + 15 + 3V = Apy - ps— 21 -

1+ Vot oVs = 3F2< Cr +4p1 - p2 — 2p1 - p3

—2101'P4—2p2'p3—2p2'p4+4p3'p4>-

Sowohl das Potential V' als auch die Streuamplitude 7" lassen sich in einer Matrix-
form der Gestalt

VO = (b5, p 1wl L)V, (P pi 1wt 1) (6.7)

70 — (pg,pf, 1, pSpl, 1)T§5LV(p’f,p5, L, pips, 1)T,

parametrisieren, wobei die V aus (6.6) abzuleiten sind:

Jap  Gov 0 0 0
. 98, 9pv 0 0 0
i
V., = 3—;; 0 0 0 —2g, 0 |,
0 0 —29a5 O 0
0 2EM M
: ga,u —YGav
1 iCk
Véﬁ);w -z —98u gﬁu )
0 O3x3
_2904;1 29au 0 0
. —298, —29s, O 0 0
o _ IiCk
Va,@,uu - W 0 0 0 4guu 0
0 0 4908 0O 0
0 0 0 0 5%
K

Diese V) und T bilden hierbei ungeachtet der suggestiven Notation keinen
Lorentztensor vierter Stufe. Einsetzen der Gleichung (6.7) in (6.5) liefert schliellich
die 5 x H-Matrixgleichung

T — ) é;)ﬁ)\gn)\goﬁfz'([) (68)

aﬁuu pduv>

47
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mit dem Matrixpropagator

. "k /. . g
g Atpﬂ:/w (k ’p)\_k)"ljp <p)‘_]{;>\)’1) G(k,p—k)

x (—k:*", —p" + K1 k(0 — k), 1)

%) 9 KpY
11 2 9 G G (6.9)
Ap Y g)\ Apt g>\
21 22 23 2419 25
— P 1 (2
- g31 g32 g33 34 g35
gmso GrN KA KAV KA
41 42 43 44 o 45
9
g<5,01 g52 953 '204 g55

Komponentenweises Losen von Gleichung (6.8) und Einsetzen in (6.7) liefert schlief3-
lich die nach Isospins sortierten Streuamplituden 7).
6.2 Resonanzposition

Fir den Isospinkanal I = 1 folgt, mit den vereinfachenden Abkiirzungen A =
Aog(M?) und B = By(s, M?, M?),

 14472F2 + 120 M2 — 2Cks + 6Cx A + 3Ck (4M? — 5) B’

Der Pol dieser Amplitude fiir den Parametersatz des rein pionischen Vertex liegt —
unter Verwendung des modified minimal subtraction Schemas der yPT — bei /s =
(0.83 — 0.481) GeV, der fir die Parameter unter Berticksichtigung expliziter Rho-
mesonfreiheitsgrade bei /s = (1.61 + 1.61) GeV. Offensichtlich besteht also das
Problem der Mehrfachzahlung nicht, da die modifizierte Streuamplitude erst jen-
seits des Giiltigkeitsbereichs der Theorie eine nicht explizit eingebaute Resonanz
erzeugt.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In der hier vorliegenden Arbeit ist die Pionenstreuamplitude im Kontext einer
lorentzinvarianten chiralen Stérungstheorie unter expliziter Beriicksichtigung reso-
nanter Freiheitsgrade bis zur Ordnung O(¢®) berechnet worden. Die notwendige
Renormierung fand durch das complez-mass renormalization Schema statt, wel-
ches den besonderen Charakteristika instabiler Teilchen Rechnung tragt [DDOG;
DDRW99; DDRW05).

Die Vektorfelddarstellung aus [EGL+-89] konnte unter zusétzlicher Verwendung
einiger Zwangsbedingungen [GS09] dazu verwendet werden, eine Rhomesonlagran-
gedichte zu entwickeln, die durch die Weinberg’sche Parametrisierung konsistent
storungstheoretisch renormierbar ist. Eine sigmamesonische Lagrangedichte wurde
aufgrund der einfachen skalar-isoskalaren Struktur aus einer Konfiguration primi-
tiver Bausteine zusammengesetzt und mit der rein pionischen und rhomesonischen
kombiniert. Weiterhin wurde neben einer ausfiihrlichen Vorstellung der beiden ge-
laufigen Renormierungsverfahren die Verwendung des CMR Schemas ausfiihrlich
legitimiert, da dies die Unitaritat der Theorie nicht beeintrachtigt. Die anschlielen-
de Konstruktion der renormierten Pionenstreuamplitude lieferte schliellich einen
polynomial approximierten, analytischen Ausdruck des Wirkungsquerschnitts, der
durch Parameterregessionen mit experimentellen Daten aus [P+73] in Einklang
gebracht werden konnte. Hierbei wurde zum Einen festgestellt, dass eine her-
vorragende Ubereinstimmung von Theorie und Experiment erzielt werden kann,
zum Anderen jedoch, dass die rein sigmamesonischen Einflisse auf den Prozess
7tm~ — w1~ vernachlassighar gering sind.

Die hier vorgestellten Berechnungsmethoden sind sehr allgemeiner Natur, da-
her sollten — auch in anbetracht der zweifelhaften Sigmaergebnisse — weitergehen-
de Analysen vorgenommen werden. Erstens ist eine exakte Partialwellenzerlegung
der Isospinkanéle null und eins zur besseren Parametereinstellung wiinschenswert.
Die hierzu notwendige Streuamplitude liegt bereits in allgemeiner Form vor, so
dass die Implementation weiterer Studien zwar zeitintensiv, jedoch prinzipiell ein-
fach zu bewerkstelligen ist. Hierzu kénnen modernere Datenséitze anstelle der tiber
30 Jahre alten Wirkungsquerschnitte verwendet werden, was préziser abgestimm-
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te Kopplungskonstanten zur Folge haben sollte. Weiterhin ist hiernach auch ein
Vergleich mit anderen theoretischen Modellen moglich, da nahezu sémtliche Publi-
kationen der jiingeren Vergangenheit Partialwellenanalysen zur Untersuchung der
Pionenstreuung verwenden.

Zweitens ist eine exakte Uberpriifung der KSRF-Relation auf Einschleifenniveau
unter Beriicksichtigung samtlicher Gegenterme notwendig. In dieser Arbeit wur-
den Massengegenterme nicht explizit berechnet, da dies fiir die Bestimmung der
Streuamplitude nicht notwendig war. Weiterhin wurde der Gegenterm der Pion-
zerfallskonstante ausschliefSlich durch Parameterregessionen festgelegt und nicht
analytisch abgeleitet. Sollte eine korrekte Kalkulation mit den bisher erzielten
Ergebnissen konsistent sein, wiirde damit die potentielle Leistungsfahigkeit des
verwendeten Renormierungschemas unterstrichen.

Drittens wére — jedoch nur als untergeordneter Punkt — die Anwendung des Rho-
und Sigmameson-Zihlschemas [DGKS09] mit anschlieBender Uberpriifung der zu-
geordneten Wertigkeiten interessant, da dies aufgrund des erheblichen Aufwandes
im Rahmen dieser Arbeit nicht stattgefunden hat.

Abschlieflend lasst sich sagen, dass — in Anbetracht der bisherigen Ergebnisse —
die complez-mass renormalization in der mesonischen chiralen Stérungstheorie un-
ter expliziter Berticksichtigung instabiler Resonanzen ein leistungsfihiges Werk-
zeug darstellt, dessen weitere Exploration durchaus lohnenswert erscheint.
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Anhang A

Notationen und Konventionen

In diesem Kapitel werden die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Notationen
und Konventionen physikalischer Grofien, Metriken, Generatoren usw. angegeben.

A.1 Allgemeine Definitionen

Die Benennung der Teilchenmassen folgt der Nomenklatur

Pion Rho Sigma
generisch | M m m
unrenormiert | My,  mg mg
renormiert | Mr mpg mg
physikalisch | My, mpn Mpp.

Da eine unrenormierte Lagrangedichte eine reelle Funktion ist, sind die unrenor-
mierten Massen ausschliefllich reelle Parameter. Die renomierten und physikali-
schen Massen hingegen konnen durchaus komplex sein; es gilt

My, =M, = 0.139 GeV,

Mgy =M, — %Fp = (0.770 — i0.075) GeV,

My =M, — %FU — (0.450 — 10.250) GeV,

wobei die Massen und Breiten des Rho- und Sigmamesons laut [A+08] einen ge-
wissen Parameterbereich aufweisen und nicht exakt bekannt sind.

Die fir sdmtliche Lorentzskalarprodukte verwendete Minkowskimetrik verwen-
det fiir die Zeitkomponente ein positives Vorzeichen,

g =diag (1,—-1,—1,-1).
Die Levi-Civita- oder Epsilontensoren in drei bzw. vier Dimensionen lauten

+1 fir (4, j, k) gerade Permutation von (1,2, 3),
gijk = § —1 fir (4, j, k) ungerade Permutation von (1,2, 3),

0 sonst,
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resp.

+1  fir (u, v, o,0) gerade Permutation von (0, 1,2, 3),
Euwor = § —1  fir (u, v, 0, 0) ungerade Permutation von (0, 1,2, 3),

0 sonst.

Mit der Heavyside’schen Stufenfunktion

O(x) = 1 fl:ll“l‘>0,
0 furz <0

lasst sich das zeitgeordnete Produkt quantenfeldtheoretischer Operatoren definie-
ren gemaf

T(p(x), ¢(y)) = O(* — 1) d(z) 6(y) + O(y° — 2°) ¢(y) H(x)

A.2 Pauli- und Gell-Mann-Matrizen

Eine mogliche Darstellung der N? — 1 Generatoren einer SU(N) sind hermitesche,
spurlose N x N-Matrizen. Im Falle der SU(2) die Paulimatrizen,

(01 (0 —i 4 (10
=11 0) ™= {i o) "¢ B=1p —1)

fir die SU(3) die Gell-Mann-Matrizen

010 0 —i 0 1 0 0
)\1 — 1 0 0 5 )\2 - i O 0 y )\3 — 0 -1 0
0 0O 0 0 0 0 0 O
0 0 1 0 0 —i 0 0O
M=10 0 0|, X=100 0], X=1]0 01
1 00 i 0 0 010
0 0 O 1 10 0
A=10 0 —i sowie Ag=—=]|0 1 0 |.
0 i O V3 0 0 -2

Die 7; erfiillen die Relationen

5, 5 T T»2 = 12><2 und {Tj,Tk} = 25jk7

] :15jkl§7 j

woraus direkt

Tka = iEjlel + 5jk> Tl"{Tka} = 25]k
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A.3. SKALARE INTEGRALE

folgt. Analog gilt fiir die A,

A A ) A 4
[EJ, Ek] = lfjklgl und  {Aj, A} = < jk + 2dj N\

mit den total antisymmetrischen SU(3)-Strukturkonstanten f;;; sowie den total
symmetrischen d-Symbolen d;z;. Die f;i; lauten explizit

jk:l‘123 147 156 246 257 345 367 458 678 Rest
V3 W3 0

[N
no

1 1 1
2 2 2

[N

fjkl‘ 1 T -

A.3 Skalare Integrale

Die verwendeten Bezeichnungen fiir skalare, n-dimensionale Integrale mit bis zu
vier inneren Linien orientieren sich an den Definitionen des Mathematica-Paketes
FeynCalc und lauten, mit generischen Massen m; und Impulsen p;, explizit

d"k i
A (m2) = —1672 4—n/
0<m0) T (2m)" k2 —mi +i0+’

By (ppmgvml) = —167" / JHO [ k—pj)? —mﬂ

po=0

CO (pi (pl - p2)27p§7 mg7 m%u mg)

9 4 d™k 2 1
= —167p / H 2}

j=0 [ (k —p;)? —m;

po=0
D0<p%7 (pl _p2)2’ (p2 - p3)27p§7p§7 (pl - p3)27m%7 m%v m§7m22’,)
n 3 1
= —16m%ut ”/ H i —
j=0 [ p]) ] po=0

Fiir den t’Hooft-Parameter p gilt hierbei natiirlich dim(p) = dim(m), der fir
numerische Berechungen auf y = 1 GeV gesetzt wurde. Mit den Definitionen

1 1 1 _pi—my—mi
)\_—{m—§[ln(4ﬂ)—wg+1]} md Q=21"To 7"

1672 2m0m1
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lassen sich die Integrale Ay und By analytisch schreiben als

2
Ap(m?) = —167° {sz)\ + % In <%>} und

1 m
Bo(p2,m2, m?) = —1672 {2\ + — In [ —2
0<p17m07m1> m + {72 n L

1 p?—md+m? mo 2momy
—1+———In(— F(Q
+167r2[ * % n(m1)+ g

wobei die Funktion F' definiert ist geméafl

V=TI (-0 - V2 -1) fiir Q < —1,
F(Q) =<1 — Q2 arccos (—Q) fir —1<Q <1,
V=T In (Q4 VP =1) —in/@P =1 fir1<Q

Einige weitere hilfreiche Relationen sind

Ao(mg) — Ag(mi)

By(0,m3, m3) = und

mg —m?
A 2
BO<07m27m2> = O(TZ ) - 17
m

sowie fiir die pmm-Vertexfunktion im chiralen Grenzfall

71_2

Co(0,m*0,0,m* m?) = ——
0( ,ym—, U, 7m7m) 9m27

7 (m —12iln(2))

Co(0,m?,0,m?,0,0) = —
0(7m7 , My, 7) 12m2
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Anhang B

Clebsch-Gordan-Zerlegung der
Streuamplitude

Die Amplitude der Pionenstreuung ist ein invariantes Ubergangsmatrixelement mit
je zwei Pionen im Anfangs- und Endzustand, vereinfacht geschrieben in der Form
M = (mm|iT | n7). Diese Streuamplitude kann entweder in eine physikalische oder
eine kartesische Isospindarstellung zerlegt werden.

B.1 Zweipionenzustande

Die physikalische Isospindarstellung beschreibt Pionen durch die dritte Komponen-
te I3 ihres Isospins I, also durch I3 = —1,0, 1, bei einem Gesamtisospin von [ = 1.
Die kartesische Isospindarstellung ist diejenige, die in samtlichen Lagrangedichten
und somit auch Feynmanregeln verwendet wird und die Pionen einfach von eins bis
drei durchnummeriert. Die Verkniipfung dieser beiden Darstellungen ist definiert
iiber

) = 11) = 5 (Im) + i),

[7°) = [1,0) = |m3).
1) = [1,-1) = —= (jm) — i |ms)),
V2

wobei man fiir ein physikalisches Pion die Schreibweise |7) = |1, I3) gebraucht.
Zweipionenzustande lassen sich durch direkte Multiplikation zweier Pionen in der
physikalischen Form

mr’) = |m) @ |7) = |1, I5) ® |1, I3) = Z(I I
M

I>|1,M>,
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mit dem Gesamtisospin I = 0, 1,2 sowie der dritten Komponente M = I3 + Ij,
definieren. Die fiir die folgende Diskussion relevanten Zweipionenzusténde sind

‘7? 7T_> _ L |0, 0) und

+ ! 11,0) + . 12,0)
3 \/57 \/6’

1 2
0.0\ _ _ 2
‘7r7r>— \/3\0,0)4—\/;\2,0).

Kartesische Zweipionenzustande berechnen sich durch simples Multiplizieren ge-
maf

rr’) = |m)y @ |7') =D aj|m) @ D bulm) = ajbi |mimi)
j %

.k
woraus fiir die oben genannten relevanten Zustande
_ 1 ) ' '
‘77 o > — 5{|7T17T1> —i|mym) +i|mem) + |7r27r2>} P
‘7T07T0> = |71'3773>

folgt.

B.2 Streuamplitude

Die kartesische Darstellung der Streuamplitude lasst aufgrund ihrer algebraischen
Struktur eine Parametrisierung in der Form

<7Tc7rd | i7 | 7Ta7Tb> = Tcdab = Tléad(sbc + T25a05bd + T35ab(5¢d
zu. Die Isospinzerlegung folgt aus dem Wigner-Eckart-Theorem [Sak94] und lautet
(I', M'|iT | I, M) = TD8 180000

Kombination dieser Relationen ergibt schlief$lich

1. o\ (2,0 (100 (0,0, ([20)  [1,0) ]0,0)
<7T+7T ‘IT’W+F>—<\/6+\/§+\/§>IT<\/6+\/§+\/§>
1

IET@) + %T(l) + %T(O) und

<7T+7T_ ‘ i7 ’ 7T+7T_> :i(<7rl7rl| + i (mma| — i {mom| + <7T27T2|)iT

X (|7T17T1> —1 |7T17T2> —+ 1 |7T27T1> + |7T27T2>)

1 ) .
:Z( <7T17T1 | 17‘7T17T1> + <7T17T1 ‘ 17‘7’(’27’(2) + - )
T +To+T3 T3
=T, + 13
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B.2. STREUAMPLITUDE

sowie analog dazu

<H#M7h%%=3T®+lﬂ®:ﬂ+fﬁqg

3 3
<7T07T0 ’ iT‘ 7T+7T_> = %T(Q) - %T(O) = —T;.

Auflésen des so erhaltenen Gleichungssystems liefert schliefflich die Transformati-
onsvorschrift der Streuamplituden physikalischen und kartesischen Isospins:

T =Ty + T,
TV =T, — T3, (B.1)
TO =T, + Ty + 3T5.
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Anhang C

Berechnung des
Wirkungsquerschnitts

C.1 Phasenraumvolumen

Zwei ein- und auslaufende Pionen im Schwerpunktsystem lassen eine explizite Wahl
der Kinematik in der Form

P = (Ehpl) = (E(p),p), P2 = (E27p2) = (E<p)7 _p)7
p3 = (E?,,Ps) = (—E(p’), —Pl), bs = (E4,P4) = (—E(p/)apl)

zu, wobei von der Massenschalenbedingung p? = M? = E?(p) = M?+p? sowie der
Definition p = |p| Gebrauch gemacht wird. Die Teilchen 1 und 2 sind einlaufende,
3 und 4 auslaufende Pionen. Der differentielle Wirkungsquerschnitt [PS95; Ryd06;
GSS07] lautet

27T 4 M 3 ) ) ? d d
do — 27" [M(p1,p2.ps,pa)|” dps D4 6D (py + o+ ps + pa)

8\/(291 o) — M4 (2m)32F3 (2m)32E,

die Mandelstamvariablen sind definiert geméafl

s=(p1+p)?, t=pi+ps)’, u=(p+p)°

und lassen sich mit £’ = E(p') sowie der impulserhaltenden Deltadistribution
umschreiben zu

s =s(E) = (p1 + p2)” = (2E)?

13 :t<E7 Elupvp/7 COs 9) = (pl +p3)2
=(E-E) —(p+9) =(E~-E)" —p* —p” —2pp' cosd
=—2p(l+cosh) = <M2 — g) (14 cosf) = t(p,cosh).
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Ausgehend vom oben genannten differentiellen Wirkungsquerschnitt ergibt sich

y o OO MG OF s~y dPs  dpy
’ 8\/<p1 - pa)? — M4 ’ (Z j) (27m)32E3 (27)32E,

IM(s(E), t(E, E',p,p',cos8))]> 6D (2E — 2E")

dp’
8\/(M2 +2p2)? — M4 (27)24 £
x 0@ (py + p2 + Ps + Pa) dps
P4——P1—P2—pP3=—p’
_|M(s(E),t(E, E',p,p/,cos))[* 1 40
B 16pE 2(2m)24 E"
2 /12
wy(pP —Pp 2 4y
X0 (E n E) peap
[M(s(E),t(E, E',p,p,cos))|” E+E 1 49
B 16pE 2(27)24E7 2p
x p* {60 (p =) + 60 (p + ) } dp
>0
E 2 2
_IM(s(E), tlp, cosB))[” |, _ [Mls,cost)| 40,
128(27)2E2 128725

wobei im letzten Schritt die Massenschalenbedingung sowie Gleichung (C.1) ver-
wendet wurden. Der totale Wirkungsquerschnitt, abhangig von der Mandelstam-
variablen s, lasst sich durch explizite Winkelintegration berechnen. Der azimutale
Winkel ¢ ist hierbei noch analytisch, der Polarwinkel 6 jedoch nur numerisch zu
integrieren.

2T 1 1
B |[M(s,cos0) > 1 )
o(s) = O/dgb/l d(cos ) 2 — 64m/1da; IM(s,2) |2 (C.2)

C.2 Algorithmus

Da der exakte analytische Ausdruck des Wirkungsquerschnitts zu kompliziert ist,
um eine korrekte Parameterregression durchzufiihren, ist es zweckméflig, ihn durch
eine Approximation zu vereinfachen. Das invariante Matrixelement M lésst sich,
mit den (reellen) Kopplungskonstanten g; und den Linearkombinationen skalarer
Integrale I, zerlegen in

M(s,z) = Z g; Li(s, ). (C.3)
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Diese Trennung von Kopplung und Kinematik erlaubt eine Parametrisierung des
Wirkungsquerschnitts geméf

1 I%(S,l‘) Ik(sax)
= ; dx -2 . C4
o(s) ]Zk 95 9 /4 o 64ms (C4)

Da LoopTools skalare Integrale numerisch an festgelegten, kinematischen Punk-
ten berechnet, die Mandelstamvariable s jedoch einen unabhéngigen Freiheitsgrad
darstellt, war es notwendig, eine tabellarische Verkniipfung von Kinematik und
Wirkungsquerschnitt herzustellen, welche darauthin polynomial in der Form

o(s) & g™PP¥(s) = Zgj I Z Crjk st (C.5)
ok /

in einen approximativen Wirkungsquerschnitt umgewandelt werden konnte. Diese
Vorgehensweise erlaubte die Verwendung standardisierter Regressionsalgorithmen
ohne besondere Kenntnis der skalaren Integrale.

(Ergénzung vom 25. Méarz 2010: Zur Approximation wurde ein Polynom 23ten
Grades verwendet. Die Prazision dieses Polynoms wurde rein visuell durch gleich-
zeitiges Auftragen direkt berechneter und approximierter Wirkungsquerschnitte
fir diskrete kinematische Variablen iiberpriift und als hinreichend eingestuft.)
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Anhang D

Feynmanregeln

In diesem Kapitel werden samtliche fiir Einschleifenrechnungen relevanten Feyn-
manregeln aufgelistet. Gestrichelte , Wellen- bzw. Doppellinien stehen fiir Pionen,
Rho- und Sigmamesonen. Alle Impulse sind einlaufende.

D.1 Propagatoren

k
- — — — > — — — -0
a b
k
| VNV WAV
m, [ n, v
k

A — ab
Beb) =0 P or
_ _:smn 9" — %
iA, (k) = —id o
A, (k) :
1 =
7 k2 —m? 4+i0+

61



ANHANG D. FEYNMANREGELN

D.2 Reiner Pionenvertex

i
{5ad5bc (—p1-D2—D1-D3+2p1-Da

3F?
a, ¢, D3 +2p2 - p3 — P2 - Pa — P3 - Da)
~ - +0acOpa (—P1 - P2 +2p1 - P3s — P1 - P4
\:x:/ —P2 - 3+ 2p2 - Ps— P3 - Pa)
7 AN +0abOca (2P1 * P2 — P1* P3 — D1 * P4
b, p2 d, p4 —P2*P3 — P2 Pa+ 2p3 'M)}

2

iM
5 775 { Baate + Gach + udea

D.3 Vertizes mit expliziten rhomesonischen

Freiheitsgraden
i
_ 5a 50 _ . _ . 2 .
6F2{ 0 (—p1 P2 —p1-p3 +2p1 - pa
a, p1 ¢, D3 +2py - p3 — P2 - Pa — D3 - Pa)
N - +0ac0pd (—p1 - P2 + 2p1 - P3 — D1 - D4
:)(: —p2 - p3+ 2ps - Py — P3 - Pa)
-7 Tl +0ab0cd (2p1 - P2 — P1 * D3 — D1 - Pa-
b, p2 d, pa —p2 - p3 — P2 - Pat 2p3 -p4)}

2

iM
+W{5ad5bc + 5@65bd + 5ab50d}-

62



D.3. VERTIZES MIT EXPLIZITEN RHOMESONISCHEN FREIHEITSGRADEN

oy f,lpa . 451}7,4{(—3M2+4p1-p2+4p1.p3
RN : 7 +4p1 - ps — 16p1 - ps +4p1 - ps
3 +4ps - p3 +4ps - py+4ps - ps
7 : T — 16py - ps — 16ps - ps + 4ps - ps
b, pa 67']93 d, 4 +4ps - pe + 4pa - ps + 4pa - pe

+4ps - p6)5ae5bf5cd

+le—=bb—e)+(e—dd—e)+(e—d, f—ed—f)
+(e—c,c—dd—e)+ (e > bb—c,c—d,d—e)
(e—f.f—=e)+(f—dd—f)
(e—=c¢,f—ec—dd— f)+(e—=bb—c,[f—ec—dd—f)
+e—d f—cc—ed—fl+(e—c, f—dc—ed— f)
+(—3M2+4p1-p2+4p1-p3+4p1 P4+ 4p1 - ps — 16p1 - pe + 4pa - p3
— 16p2 - pa + 4p2 - ps + 4p2 - p6 + 4ps - pa — 16p3 - ps + 4ps3 - Pe
+ 4ps - ps + 4ps - pe + 4ps 'p6)5bd5ce

+

—|—(d—>c,ced)+(dﬁc,c—>d,e—>f)}
Die Ersetzungen (j — k) beziehen sich sowohl auf die Isospinindizes

als auch die zugeordneten Impulse.

cxM? + m?
PN 2gF?
@, p1 b7p2
m, [ n,v
RS ig (DA% — P405) (Ban Do — G
e 2F?2
- g N - igwj(;abcsmn]\42Cm
o 2
a, P1 b7p2 F
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m, [
9 I a0 I I
2 - cd€abm - 5 Eaem
a,p1 § d, ps 6F2{<p1 P5) OcaCabm + (DY — P5) Oba
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