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Mathematischer Brickenkurs

@ Mathematik ist die Grundlage aller Naturwissenschaften.

@ Dieser Brickenkurs richtet sich an Studienanfanger in
naturwissenschaftlichen Fachern.

@ Zeitumfang: 3 Wochen vor Semesterbeginn.
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Ziel des Brickenkurs

@ Sie haben Themen aus der Schulmathematik vergessen:
Auffrischen der Kenntnisse.

@ Sie kommen von unterschiedlichen Schulen, aus verschiedenen
(Bundes-) Landern und haben in der Schule unterschiedliche
optionale Themen behandelt:

Angleichen des Kenntnisstandes.

@ Sie sind neu an der Universitét:
Knupfen neuer sozialer Kontakte (Networking).
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Uni ist nicht gleich Schule

@ Mit der Uni beginnt ein neuer Lebensabschnitt.

@ Sie sind erwachsen und werden als erwachsene Menschen
behandelt.

@ Im Allgemeinen keine Anwesenheitspflicht.
@ Sie sind selbst verantwortlich, wie Sie lernen.

@ Stoffmenge und Tempo einer Vorlesung liegt deutlich Gber einer
Schulstunde.
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Struktur des Brickenkurs

@ Vorlesung: In den Vorlesungen wird neuer Stoff eingeftihrt und
erklart.

Mitschreiben kann hilfreich sein. Mitdenken ist essentiell.

° L:Jbungen: In den Ubungen werden Sie anhand von
Ubungsaufgaben lhre Beherrschung des Stoffes tberprifen,
einlben und vertiefen.
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Ablauf des Brlickenkurses

Stundenplan

09:15—-10:30 Vorlesung (IMB Hérsaal)
10:30-11:00 Pause

11:00 —12:00 Vorlesung (IMB Hérsaal)
12:00 - 12:30 Fragezeit (IMB Hbérsaal)

12:30 — 14:15 Mittagspause
14:15-15:00 Ubungsgruppen

15:00 - 15:30 Pause
15:30 - 17:00 Ubungsgruppen

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 6/314



Ubungen

@ Die Ubungsaufgaben sind im Web zum Download bereitstehen.
https://wwwth.kph.uni-mainz.de/
mathematischer-bruckenkurs—a—-sommersemester—2024/

@ Es missen nicht alle Ubungsaufgaben bearbeitet werden
@ Sie dirfen (und sollten) in Gruppen arbeiten.

@ Wenn Sie nicht mehr weiterkommen, oder sich nicht sicher sind, ob lhre
Lésung auch richtig ist, fragen Sie den Assistenten.
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Ubungsgruppen

Bitte teilen Sie sich in Gruppen fiir die Ubungen:

1
2
3
4
5

Raum
Seminarraum A
Seminarraum C
Seminarraum D
Minkowskiraum
Online

Staudingerweg 9 01-219
Staudingerweg 9 01-225
Staudingerweg 9 01-231
Staudingerweg 9 01-234
Frihstudierenden
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Tutor

Gregor Neumann
Immo Reis
Konrad Kleineidam
Tim Egert

Pia Breinbeuer
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Literatur und Ressourcen

@ Diese Folien finden Sie auch online: https://wwwth.kph.uni-mainz.
de/mathematischer-bruckenkurs—a-sommersemester—-2024/

@ Online-Kurs:
https://www.ombplus.de/ombplus/public/index.html

© J. Erven, M. Erven, J. Horwick, Vorkurs Mathematik, Oldenbourg
(Minchen, 2010)

© H. J. Korsch, Mathematik-Vorkurs, Binomi Verlag (Barsinghausen, 2008)

@ G. Walz, F. Zeilfelder, G. RieBinger, Briickenkurs Mathematik, Springer
Spektrum (Berlin und Heidelberg, 2014)
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Ubersicht - Erste Woche

© Notation und Mengen
© Zahlen

© Komplexe Zahlen

© Vektoren
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Ubersicht - Zweite Woche

@ Lineare Gleichungssysteme
© Matrizen

@ Folgen und Reihen

© Funktionen
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Ubersicht - Dritte Woche

© Differentialrechnung mit einer Variablen
@ Taylor-Entwicklung + Regeln von I'Hopital
@ Integralrechnung

@ Funktionen mehreren Variabeln

® Fehlerrechnung
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QUIZ

In den Vorlesungen werden mehrere Quizfragen gestellt. Ich habe
versucht, ein Live-Abstimmungssystem mit ILIAS einzurichten. Bitte
besuchen Sie den Link oder benutzen Sie den QR-Code, um darauf
zuzugreifen.

ilias.uni-mainz.de/vote/F5UH



ilias.uni-mainz.de/vote/F5UH

QUIZ
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QUIZ

Bestimmen Sie x:
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QUIZ

log, (324) = 7
(A) 9
(B) 20
(C) 32
D) 3
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QUIZ

f(x) = x3—2x2 4+ 7x+1

Die Ableitung f'(1) ist
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QUIZ

I
-~

]
/ 3x —6x+1 adx
0

(A) —42
(B) —2
(C) —1
(D)7
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Teil |

Schreibweise und Notation
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Schreibweise und Notation
@ Logisch “und” A:

0AN0=0
0An1=0
1A0=0
1A1=1
@ Logisch “oder” v:
Ov0o=0
ovil=1
1vo=1
1v1=1
@ Negation —:
-0 = 1
-1 =0
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Schreibweise und Notation
@ Logisch “und” A:

FANF=F
FAW=F
WAF=F
WAW=W
@ Logisch “oder” v:
FVF=F
FvW=W
WvF=W
WvWw=Ww
@ Negation —:
-F = W
-W = F
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Schreibweise und Notation

@ Implikation (“wenn ..., dann ...”, =): p = q ist wahr, es sei denn
p ist wahr und q ist falsch.
p qg|p=49g
W W W
W F F
F W W
F F W

@ Aquivalenz (“genau dann wenn”, <): p < q ist wahr genau dann
wenn p und g beide denselben Wahrheitswert haben.

P _a|peg
W W[ W
W F| F
F W| F
F F| w
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Schreibweise und Notation

J: Es existiert

V: Fir alle

€: Element aus (einer Menge)

oo: Symbol fur Unendlich.

N: Die natirlichen Zahlen 0,1,2,3, ...

7: Die ganzen Zahlen ..., -2, —-1,0,1,2,...
Q: Die rationalen Zahlen, z.B. %

R: Die reellen Zahlen, z.B. v/2

C: Die komplexen Zahlen, z.B. v/—2
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Schreibweise und Notation
@ > : Summenzeichen

n
Zaj = & t+a+a+..+ap-1+an.
j=1
@ [[: Produkizeichen
n
Ha/' = & -8-83...-an_1-an.
j=1

@ n!: Fakultat.

*

n=n-(n-1)-...-2-1, ol = 1.

X 3

> : Binomialkoeffizient:

(%) = woar
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Schreibweise und Notation

) ,l(i_’f‘a: Grenzwert flir den Fall, da sich x dem Wert a annéhert.

@ Ableitung: Sei f(x) eine Funktion von x.

/ af(x) _d . f(x+h)—f(x)
T = T T I T e X
@ Integral:
b n
/f(x)dx = ni”;ozf(ff)Axf’
a j:1

AXj = Xj — Xj_1, Xo = & Xn = b, & € [Xj_1, ]
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Schreibweise und Notation — Symbole

Neben lateinischen Buchstaben verwendet man auch oft griechische
Buchstaben

A

@O T NmMmMD 1w

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024

o
B
2
0

M

> I

Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta

/
K
A
M
N

L

QO ™ N T > =

3

lota
Kappa
Lambda
My

Ny

Xi
Omikron
Pi

D € X & 3 9 M T

Q

\]

£ & x © <

Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi

Chi

Psi

Omega
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Mengen

Definition:
Eine Menge ist die Zusammenfassung von bestimmten unterscheidba-

ren Gegenstanden unseres Denkens zu einem Ganzen, das heif3t, zu
einem neuen Gegenstand.

[nach Cantor]

@ {a,b,c} : Menge der Elemente a, b, und c. Die Ordnung spielt
keine Rolle: {a,b,c} = {b, a, c}

@ ac A: aist ein Element der Menge A.
@ Fir —(a € A) schreiben wir kurz a ¢ A.

@ A C B:Die Menge A ist eine Teilmenge der Menge B, wenn alle
Elemente von A auch Elemente von B sind.
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Mengen

@ Mengenoperationen erlauben, aus bekannten Mengen neue
Mengen zu bilden.

Quelle: G. von Hippel
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Mengen: AU B

@ Die Vereinigungsmenge AU B von A und B enthélt alle Elemente
von A und alle Elemente von B: x € (AUB) < (x € AV x € B).

Quelle: G. von Hippel
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Mengen: AN B

@ Die Schnittmenge An B von A und B enthalt alle Elemente von A,
die auch Elemente von B sind: x € (AN B) < (x € AA x € B).

Quelle: G. von Hippel
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Mengen: A\B

@ Die Differenzmenge A\B von A und B enthalt alle Elemente von
A, die nicht Elemente von B sind: x € (A\B) < (x €« AAx ¢ B)

Quelle: G. von Hippel
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Mengen

@ Nutzlicherweise definiert man die leere Menge () = {}.

@ Eine weitere wichtige Definition ist das kartesische Produkt: Flr
Mengen A, As ist

Ar x Ag = {(x1, X2)|x1 € At A X2 € Ap}

die Menge der (geordneten) Paare, deren i-te Komponente aus A;
stammt.
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Gruppen

Definition:

Eine Menge G, versehen mit einer bindren Operation *, heisst Gruppe
wenn

@ * assoziativ ist
@ x ein neutrales Element e besitzt mit

axe=exa=a

@ zu jedem element a € G, ein inverses Element a~! existiert mit

Wenn die Operation * kommutativ ist, spricht man von einer Abel’schen
Gruppe.
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Teil 1l

Zahlen
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Die naturlichen Zahlen N

@ N: Die naturlichen Zahlen N = {0,1,2,3,4,....}.

Die Axiome von Peano fir die nattrlichen Zahlen:
(P1) Die Zahl 0 ist eine nattirliche Zahl.

(P2) Falls n eine nattirliche Zahl ist, so ist die nachfolgende Zahl n + 1
ebenfalls eine natirliche Zahl.

(P3) Die nattirlichen Zahlen sind die minimale Menge, welche die ersten
beiden Axiome erfillt. )
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Die naturlichen Zahlen N

Auf N sind Addition und Multiplikation definiert.
Seia,beN
@ Addition:a+ b e N
Aber: a — b ist im Allgemeinen keine natlrliche Zahl.
Beispiel: a=1undb=3;a—-b=1-3=-2¢N
@ Die Addition:

— lIst assoziativ: (a+ b)+c=a+ (b+¢)
— Ist kommutativi:a+b=b+ a
— Hat 0 als neutrales Element: a+0 = a
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Die naturlichen Zahlen N

Seia,beN:
@ Multiplikation: a- b € N Aber: a/b ist im Allgemeinen keine
natdrliche Zahl.
Beispiel: a=1und b=3;a/b ¢ N.
@ Die Multiplikation:
— Ist assoziativ: (a-b)-c=a-(b-c)
— Istkommutativia-b=»b-a
— Hat 1 als neutrales Element: a-1 = a
@ Addition und Mulitplikation sind distributiv:
(a+b)-c=a-c+b-c
Beispiel:
(345)-7=3-7+5-7
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Der Induktionsbeweis

Man ist oft in der Situation eine Aussage der Form

f(n) = 9g(n)

fur alle n € N beweisen zu miUssen. Hier bietet sich der
Induktionsbeweis an.
Der Induktionsbeweis verlauft in zwei Teilen:

@ Induktionsanfang: Im ersten Teil zeigt man zunachst, dass die
Behauptung fir n = 1 richtig ist.
@ Induktionsschritt: Im zweiten Teil nimmt man an, dass die

Behauptung fir (n— 1) richtig ist und zeigt, dass sie dann auch fur
n richtig ist.
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Der Induktionsbeweis

Man sieht leicht, dass dies die allgemeine Aussage beweist:

@ Fdr n =1 wird die Aussage im ersten Teil bewiesen.

@ FUr n = 2 kdnnen wir dann verwenden, dass die Aussage fir
n =1 richtig ist.
Somit liegt die Voraussetzung fir den zweiten Teil vor und es folgt
aufgrund des zweiten Teils die Richtigkeit fur n = 2.

@ Diese Argumentation lass sich nun fortsetzen:
Da die Aussage fir n = 2 richtig ist, muss sie aufgrund des
zweiten Teils auch far n = 3 richtig sein, usw..
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Der Induktionsbeweis

Beispiel

Far jede naturliche Zahl n ist die folgende Behauptung zu zeigen:

n

. n(n+1)
=

j=1
Induktionsanfang: Fir n = 1 haben wir

1
linke Seite: > j=1.
j=1

1(1+1)

5 =1.

rechte Seite :
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Der Induktionsbeweis

Beispiel

FUr jede naturliche Zahl nist die folgende Behauptung zu zeigen:

n

. n(n+1)
>y = M

=1

Induktionsschritt: Wir dirfen nun annehmen, dass die Behauptung

fir n — 1 richtig ist, und missen zeigen, dass sie dann auch flr n gilt.
In unserem Fall:

n n—1
. . _(h=1)n n—n+2n n(n+1)
,E—1j = (,E1 /) tn="—m—+n= 5 ==
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Die ganzen Zahlen Z

Wenn a,b € N, a — b hat nur dann eine Lésung € N, wenn b < a.

Um auch fir b > a eine Lésung angeben zu kénnen, erweitern wir den
Zahlenbereich auf die ganzen Zahlen
Z=NuU{...-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

@ Die Addition, Multiplikation und Ordnung von N setzen sich auf
nattrliche Weise auf Z fort.

@ Die Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze gelten auch
auf Z.

@ Vz € Z es gibt ein additives Inverses (—z) € Z mit z + (—z) = 0.
@ Die ganzen Zahlen bilden bezlglich der Addition eine Gruppe.

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 43/314



Die rationalen Zahlen Q

Wenn a, b € Z, a/b hat nur dann eine Lésung € Z nur wenn b ein
Teiler von a ist.

Um fir alle b # 0, eine Lésung angeben zu kénnen, erweitern wir den
Zahlbereich auf die rationalen Zahlen Q

o=l

fr P P2 iy P1_ P2 _
® Firgh g2 €Qqilt g = & < p1g2 = pP2G1-

@ Die Addition, Multiplikation und Ordnung von Z setzen sich auf
natirliche Weise auf Q fort.

@ Die Assoziativ, Kommutativ und Distributivgesetze gelten auch in

Q.

r:Z, p,qu,q#O}-

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 44/314



Bruchrechnen

@ Erweitern/Kirzen:
c-pr _ Pt
C-q a1
@ Multiplikation:

Pt P2 P1-P2
q Qe qi- Q2

@ Division:

P Pe_ G _ P G PG
G Q % G P2 q-p2
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Bruchrechnen

@ Addition:
P P2
g Q@
@ Subtraktion:
pPi P2
g1 Q@

P1-Q2+ P2 Qqq

q-Q

P1-G2— P2 Q4

q-Q
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Beispiele

@ Erweitern/Kirzen:

15 _35 5
9 3.3 3
@ Addition:
3,2 33 .25 _ 9 10 _ 9410 19
5 3 5.3 3.5 15 15 15 15
@ Division:
5 _27 _27 14
g_s 5 3.5 15
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Potenzen

Fir Potenzen schreiben wir

Rechnen mit Potenzen:
éan
a’-b"=(a-b)" —
éan
a".g" = g"tm

éan-rn

(@)
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Beispiele

@ Gleicher Exponent:
27.37 = (2.3)" = 6’
@ Gleiche Basis:

25'27 — 2(5+7) — 212
@ Potenz einer Potenz:

<32>5 — 3(25) _ 310
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Quiz

x1x3x5
x2x7

>

—_
x = O
N

o
|

>
no|

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024



Die binomischen Formeln

(a+b)? = & +2ab+ b
(a— b2 = 2 —2ab+ b
(a+b)(a—b) = & —b?
Beweis:
(a+b)(a—b) = a-a—a-b+b-a—b-b
— & —ab+ab-b?
= &
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Die reellen Zahlen R

@ Manche Zahlen lassen sich nicht als Quotient zweier ganzer
Zahlen darstellen. Es sind Irrationale Zahlen (unbegrenzte
nichtperiodische Dezimalzahlen), die nicht als Briiche dargestellt
werden kdnnen.

Beispiel: x° = 2 hat keine Lésung x € Q.
X = ++/2 ist eine Irrationale Zahl.

@ Durch Erweiterung des Q Zahlbereichs auf alle unendlichen
nichtperiodische Dezimalzahlen der irrationale Zahlen I erhalten
wir die reellen Zahlen R.

Beispiel: Traszendente Zahlen wie = = 3,141592 ... und
e=2,718281--- ¢ R.

@ Addition und Multiplikation mitsamt ihren Inversen setzen sich von
Q auf R fort.
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Die reellen Zahlen R

Die reellen Zahlen sind angeordnet:

Es sind gewisse Elemente als positiv ausgezeichnet (x > 0), so dass
die folgenden Axiome erfillt sind:

@ (O1) Es gilt genau eine der Beziehungen x < 0, x = 0 oder x > 0.
@ (0O2) Aus x >0und y > O folgt x + y > 0.
@ (O3) Aus x >0und y > 0folgt x - y > 0.
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Die reellen Zahlen R

Weitere Operationen, die auf reellen Zahlen immer mdéglich sind und
als Ergebniss eine reelle Zahl ergeben, sind:

@ Potenzieren mit ganzem Exponenten
@ Wurzelziehen aus jeder positiven Zahl
@ Logarithmus mit beliebiger positiver Basis (ausser die Null)
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Logarithmus

Der Logarithmus zur Basis b ist definiert durch
x=logpase b =a

Es gelten die Logarithmengesetze:

logp(ac) = logpa+logyc
logp(a/c) = logpa—logycC
logy(a°) = clogya
1
logpCc =
b log, b

Wichtige Logarithmen log, x = In X, logqq X.
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Lineare Gleichungen

Es seien a # 0 und b gegebene reelle Zahlen und x eine Unbekannte.
Man nennt

ax+b = 0
eine lineare Gleichung flr x.

Die Gleichung hat die Lésung
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Quadratische Gleichungen

Es seien a # 0, b und ¢ gegebene reelle Zahlen und x eine
Unbekannte. Man nennt

ax’+bx+c = 0

eine quadratische Gleichung fir x.
Falls D = b? — 4ac > 0 (D heisst Diskriminante), so hat die Gleichung

die Lésungen

X2 = é(—bi\/b2—4ac)
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Teil IlI

Komplexe Zahlen
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Motivation

Die reellen Zahlen enthalten zum Beispiel die Lésungen v/2 und —v/2
der Gleichung

hat keine reellen Lésungen.
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Definition der komplexen Zahlen

Definition
Man definiert die imaginare Einheit / als eine Lésung der Gleichung

# = -1

Die komplexen Zahlen C sind die Menge

C = {x+iy|x,yeR}.
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Real- und Imaginarteil

Definition
Sei z = x + iy eine komplexe Zahl.
Man bezeichnet x als Realteil und y als Imaginarteil.

Rez = x,
Imz = VY.

Beispiel:

Re (3+5) = 3,
Im (3+5/) = 5.
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Konjugation

Definition
Die zu z = x + iy konjugiert komplexe Zahl ist

zt = x—ly.

Beispiel:
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Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen

Seizy = xq +iy; und 2o = Xo + iyo.
Definition der Addition und der Multiplikation:

21+2 = (Xq+iyi)+e+iya) = (X1 +Xx2)+i(y1+y2),
21-20 = (x1+1iyy)- (X2 +ive) = (Xix2 — y1¥2) +i(X1y2 + Y1X2)
Beispiel:

(1+2)+(8+4i) = 4+6i
(1+2i)-(3+4i) = —5+10i
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Quiz

Seizy =7+13iund zo =2 — 5/.

21+ 2 = 7
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Quiz

Seiz; =5+ 9iund z, = 2i.

2120 = 7

A) 10+ 18i
B) 10 — 18i
C) —18 +10i
D) 18 + 10i

~ o~ o~ o~
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Subtraktion und Division von komplexen Zahlen

Seizy = xq +iy; und zo = Xo + iyo.
Definition der Subtraktion und Division:

z21—2 = (Xq+iy1) — (Xe+iy2) = (X1 — Xx2) +i(y1 — yo),

z1 _ oxitin (i) (xe—iy)
Z Xo+iyo  (Xo+iy2) - (X2 — iy2)
_ (et yye) Hi(=xye + yixe)
X5+ Y3
_ (axetyye) | iXxe — Xxiye)
= 52 Tl om o
X+ Y X T Y
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Subtraktion und Division von komplexen Zahlen

Beispiel:

(1+2)—B8+4i) = (1-3)+i(2-4)
= —2-2i

142 (1 +21) (3 — 4i)
3+4i (3 + 41) (3 — 4i)
(3+8)+i(6—4)
9+16

= u+£/
25 257
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Quiz

Seiz; =6+ 8iund z, = 2i.

Z4
Z2
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Polynome

Definition
Ein Polynom vom Grad n ist ein Ausdruck der Form

n
z C,'Xi 5
i=0

wobei x0 = 1.

@ Die Summe und das Produkt zweier Polynome sind wiederum
Polynome.

@ Eine algebraische Gleichung mit Grad n ist eine Gleichung der
Form
n
Z C,'Xi =0.
i=0

@ Die Variable x kann reell aber auch komplex sein (z).
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Nullstellen eines Polynoms

Theorem
Es seien cp,ch_1,...Cq, Co € C. Wir betrachten die Gleichung

chz"+ch1z2" '+ +oz+¢ = 0.

Diese Gleichung hat fir die unbekannte Variable z in C genau n
Lésungen, wobei Vielfachheiten mitgez&hlt werden.

Theorem

Anders ausgedriickt: Ein Polynom n-ten Grades hat in C genau n
Nullstellen, wobei Vielfachheiten mitgez&ahit werden.
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Vielfachheiten

Beispiel:
Betrachte das Polynom

(z—4)(z—5)?

Die Nullstelle z = 4 hat die Vielfachtheit 1, die Nullstelle 5 hat die
Vielfachtheit 2.

Das Polynom hat den Grad 3, es sollte also drei Nullstellen haben.
Eine einfache Nullstelle und eine doppelte Nullstelle ergibt

1+2 = 3.
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Nullstellen eines Polynoms

Beispiel:
Wir betrachten die quadratische Gleichung

222 -8z+26 = 0
Die Diskriminante ist

D = b?—4ac = —144

Somit
Zip = Z(Si\/—14> <8j: (- 1)-(12)2>
= %(8i12i) — 243
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Rechenregeln mit Konjugation

(') = z,
1
Rez:E(erz*), Imz:—l(z—z*)
(21 +22)* = Z‘T +Z§a
* >k *
(z1 —2)" = 2z -z,
* >k k
(z1-22)" = 2z 2z,
Z4 * ZT
Z -
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Betrag einer reellen Zahl

Sei x ¢ R eine reelle Zahl.
Der Betrag ist durch

x ,x>0
IXl=9 _

X ,x<0
definiert.
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Betrag einer komplexen Zahl

Sei z = x + iy eine komplexe Zahl. Es ist

£

z-28 = (x+1iy) - (x—iy) =x2+y2

Definition
Als Betrag der komplexen Zahl bezeichnet man

|z| = Vzzr=1/x2+y2.

Beispiel:

I3+5i = /(3+5i)(8—-5i) = V9+25 = V34.

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 75/314



Die komplexe Zahlenebene

Eine komplexe Zahl z = x + iy wird durch ein Paar (x, y) zweier reeller

Zahlen beschrieben.
Im(2)

> Re(2)

Quelle: S. Weinzierl

Die reellen Zahlen sind genau die Zahlen, fir die Im(z) = 0 gilt.
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Die komplexe Zahlenebene

Im(z)
A z
7
|2
y
Y
> Re(2)
X
Quelle: S. Weinzierl
Polardarstellung einer komplexen Zahl:
z = |z|-(cosp + isiny)

» nennt man das Argument oder die Phase der komplexen Zahl.
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Umrechnung:

Normalform in Polarform

N
I
>
[\
T‘
<
N

_ Y
tany = o x # 0,
o = g fir x =0, y > 0,
p = 3% fir x=0, y <O.

Die Auflésung der Gleichung tan ¢ = y/x nach ¢ ergibt arctan £.
Polarform in Normalform

X =|z|cosp, y=|z|sinep.
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Multiplikation und Division in Polarform

In der Normalform hatten wir:

2120 = (Xixo — y1y2) +i(X1y2 + y1x2),
2 _ (Gaxetyye)  (ixe —xiye)
2 X5+ Y3 X5+yE

In der Polarform sind Multiplikation und Division besonders einfach:

z1-22 = |z1]|ze|[cos (@1 4 @2) + isin (1 + 2)],
Z Z ..
20—l feos (g — o)+ isin (1 = o)l
2o ‘22‘

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 79/314



Die Formel von Moivre

Aus

z1-2p = |z1]|z2|[cos (p1 + p2) + isin (o1 + ¢2)]
folgt insbesondere

Z" = |z|"(cos np + isin ny).

Diese Gleichung wird auch als Formel von Moivre bezeichnet.
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Die Formel von Euler

Polardarstellung einer komplexen Zahl:
z = |z]-(cosp+ isingp)
Komplexwertige Funktionen existieren auch. Im Vorgriff erwédhnen wir

schon die Formel von Euler

€'Y = cosp+ising [Exponentialdarstellung] J

Diese Formel werden wir spater mit Hilfe der Reihendarstellung der
Funktionen exp, sin und cos relativ einfach beweisen kénnen. Somit
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Multiplikation und Division mit der Formel von Euler

Es sei z; = |z{|€/%' und z; = |z5|€/#2. Dann ist

212 = |z]|z|elertee),
2 _ 12 i)
Z |Z2|
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Quiz

(A) =i
(B) 7

(C) 9i
(D)9 +i

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024



Antwort

fededed-i-f-i-i-i

-~.

|
|
—
~—
N
~

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024



Betrag und Argument von /

Wir schreiben i in Polarform: Es ist

i = Vi = Vi (=) = V1 = 1.
Dai=0+1-jundsomitx =0und y =1 gilt

T
Y = PR
Somit
i T tisins
= COS —< sin — .
2 2
M~ M~~~
0 1
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Potenzen von i

Sei n € Z. Mit Formel von Moivre haben wir

i" = cos (%) +isin (%)

Insbesondere:
it =1, i3 =i i2=-1, i~ =i,
=1, i'=1i, P= -1, P#=—i
i =1, ° =i, ® =1, i’ = —i,
=1, i® =i 0= 1, i =i,
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Quiz
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Teil IV

Vektoren
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Motivation

Quelle: G. von Hippel

@ Viele physikalische GréBen (Geschwindigkeit, Kraft, ...) haben
neben einem Betrag auch eine raumliche Richtung ~ Vektoren
(lat. “Fahrer”)

@ Raumlich gerichtete GréBen kdnnen als Pfeile dargestellt werden,
deren Lange dem Betrag der GrdBe entspricht.
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Motivation

Aus der Schulmathematik kennen sie die Vektoren als Pfeile.
Man kann zwei Vektoren summierena + b

Quelle: mathinsight.org

oder zwei Vektoren subtrahierenx =b — a

X
a
Quelle: mathinsight.org
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Motivation

Aus der Schulmathematik sind die Vektoren in R2 und R® bekannt.
Vektoren aus dem R? kénnen durch zwei reelle Zahlen x und y

beschrieben werden
V= ( X ) e R2
y
. 2
Beispiel v = ( 3 >

0 Quelle: G. von Hippel

Durch EinfUhren von kartesischen Koordinaten identifizieren wir den
Raum der zwei-dimensionalen Pfeile mit R2.
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Motivation

Vektoren aus dem R3 kénnen durch drei reelle Zahlen x, y und z
beschrieben werden

X
y e RS
z

Wir kénnen das Konzept erweitern.

Wir lassen andere Dimensionen zu und beschranken uns nicht mehr
auf Vektorraume der Dimension 2 und 3.
Beispiel: R”

R" = 2 X1, Xo,...,Xp € R

Xn
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Vektorraume

Sei V eine Menge und sei (V, +) eine kommutative Gruppe, wobei

+: V x V — V die Operation Summe ist. Dann nehmen wir auch eine
andere Operation -, die wir skalare Multiplikation nennen: K x V — V,
(k,v) — k - v, wobei zum Beispiel K = R.

(V,+,.) ist ein Vektorraum, wenn die folgenden Axiome gelten:

@ Es gelten die Distributivgesetze:

k-(vi+ve) = (k-vi)+(k-v2)
(ki + ko) v = (Ki-Vv)+ (k2 V)

@ Es gilt das Assoziativgesetz:

ki-(ke-v) = (ki k) v

@ Furdie Eins gilt:1-v=v
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Transposition

Man schreibt die Elemente aus dem Vektorraum als Spaltenvektoren,
so zum Beispiel:

Man bezeichnet mit v’ den zu v transponierten Vektor (d.h. aus einem
Spaltenvektor wird ein Zeilenvektor, und aus einem Zeilenvektor wird
ein Spaltenvektor):

X4

(X1, X0, ..., Xn)" =
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Addition und skalare Multiplikation

Bei der Summe zweier Vektoren werden die Vektoren
komponentenweise addiert:

BRARG!

Bei der skalaren Multiplikation wird jede Komponente mit dem Skalar

multipliziert:
4 12
3-1 5 = 15
6 18
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Quiz
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Einheitsvektoren

Definition
Vektoren, die in fast allen Komponenten eine Null haben, bis auf eine

Komponente, in der sie eine Eins haben, spielen eine wichtige Rolle.
Hat so ein Vektor in der i-ten Komponente eine Eins,

T

e = 0,0,..,0,1,0,...,0 | ,
5,1_/
Ii

so bezeichnet man diesen Vektor als den i-ten Einheitsvektor.
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Lineare Unabhangigkeit

Definition
Seien n Vektoren v4, vo, ..., v, gegeben. Folgt aus

avi+avo+..+apvp = 0
= a=a=..=ap=0,

so nennt man die Vektoren linear unabhéangig. Anderfalls nennt man
sie linear abhangig.
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Basis und Dimension

Definition

Sei V ein Vektorraum. Die maximale Anzahl linear unabhangiger
Vektoren in V nennt man die Dimension des Vektorraumes.

Eine Menge linearer unabhangiger Vektoren, die maximal ist, nennt
man eine Basis von V.

Beispiel:
R hat die Dimension n. Eine Basis von R”

{91 , €0, ..., e,,} .

Man nennt diese Basis die Standardbasis.

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 99/314



Standardbasis

Beispiel:
Standardbasis des R3
1 0 0
o, 1].,{0],
0 0 1
Standardbasis des R*
1 0 0 0
0 1 0 0
O’ o0 ]| 1 1 0
0 0 0 1
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Euklidisches Skalarprodukt

Seien x, y € R". Die Komponentendarstellung der beiden Vektoren
beziglich der Standardbasis sei

X1 14
x=|2 |, y=|"7”
Xn Yn

Wir definieren das euklidische Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren
als die Abbildung

VxV — R,
X-y = Xiy1+ XYoo+ ...+ Xnyn.
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Euklidisches Skalarprodukt

Eigenschaften:
@ Linear in der ersten Komponente:
x+y)-z=x-z+y- 2z A-x)-y =X(x-y).
@ Linear in der zweiten Komponente:
x-(y+2z) =x-y+x-z, x-(A-y) =Arx-y).

@ Symmetrisch:

@ Positiv definit:

x-x > 0, falls x#0.
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Euklidisches Skalarprodukt

Ein reeller Vektorraum mit einem euklidischen Skalarprodukt
bezeichnet man als einen euklidischen Vektorraum.

Beispiel:
1 4
2 |- 5 = 1-44+2-5+3-6 =4+10+18 = 32
3 6
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Quiz

(A) 1
(B) 2
(C) 32
(D) 42
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Betrag eines Vektors
Definition
Man bezeichnet mit

X| = Vvx-Xx

die L&nge oder den Betrag von x.

Sei x, y € R". Der Winkel zwischen den beiden Vektoren ist gegeben
durch

x-y = |[x||y|cos,
also
X.
(¢ = arccos x| |§|

Zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinander (o = 90°), falls
x-y = 0.



Das Kreuzprodukt (oder Vektorprodukt)

Sei V der Vektorraum R3. In einem dreidimensionalen Vektorraum ist
zusatzlich das Kreuzprodukt als eine Abbildung

VxV — V,
X1 Y1 Xo)3 — X3)2
Xo X Yo = X3y1 — X1)3
X3 Y3 X1Y2 — Xo )1
definiert.

Das Kreuzprodukt gibt es nur in drei Dimensionen!

' (3

- wnN
[0 "N o))
|
N = W

(3)(2) -
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Eigenschaften des Kreuzproduktes
Das Kreuzprodukt ist anti-symmetrisch:

XXy = —-yXxX

Der Vektor x x y steht senkrecht auf x und y:
x-(xxy) =0,
y-(xxy) = 0,

XXy

Quelle: G. von Hippel
FUr den Betrag von x x y gilt:

x>yl = [x|lylsing,
wobei ¢ der Winkel zwischen x und y ist.
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Antisymmetrischer Tensor

Sei z = x x y. Fir die Komponenten von z gilt:

3 3
ZZ £ kXY
j=1 k=1
Hier wurde der antisymmetrische Tensor (oder Levi-Civita-Tensor)

ejjk verwendet.

Definition (antisymmetrischer Tensor)

—1 fur (i,/, k) eine ungerade Permutation von (1,2, 3),

+1 fir (/,/, k) eine gerade Permutation von (1,2, 3),
0 sonst.
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Permutationen

Definition

Eine Permutation (o4, 02, ..., on) nennt man gerade, wenn man sie
durch eine gerade Anzahl von paarweisen Vertauschungen aus
(1,2, ..., n) erzeugen kann. Bendtigt man eine ungerade Anzahl von
Vertauschungen, so nennt man die Permutation ungerade.

Beispiel:

(3,2,1,5,4) ist eine gerade Permutation
(vertausche 1 «+» 3 und 4 « 5),

(1,5,3,4,2) ist eine ungerade Permutation
(vertausche 2 < 5).
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Quiz

€132 =

(A) —1
(B) 0
(€)1
(D)6
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Kronecker-Delta-Symbol

Definition (Kronecker-Delta-Symbol)

s _ [+ furi=j,
i= 0 firi#j.
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Teil V

Lineare Gleichungssysteme
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Motivation

@ Lineare Gleichungssysteme treten in den Naturwissenschaften
relativ oft auf.

@ Viele Problemstellungen lassen sich auf lineare
Gleichungssysteme zurtckfihren.

@ Lineare Gleichungssysteme sind systematisch ldsbar.

@ Der Gauf3’sche Eliminationsalgorithmus ist eine systematische
Lésungsmethode.
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Lineare Gleichungssysteme

Definition
Unter einem linearen Gleichungssystem versteht man n Gleichungen
mit m Unbekannten x;, x>, ..., X, der Form

a1 X1 + aioXe + ai3xa + ... + &imxXm = by,
ap1X1 + goXo + 823X3 + ... + omXm = bz,
am X1 + anaXo + an3X3 + ... + apmXm = bn.

Die Koeffizienten a; und b; sind gegebene reelle oder komplexe
Zahlen.

v

Jede Variable kommt nur linear vor und jeder Summand auf der linken
Seite enthalt nur eine Variable.
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Lineare Gleichungssysteme

Beispiel:

33Xy +3x+9x3 = 36,
2X1 +3x0 +7x3 = 29,
Xo + 4X3 = 14.
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Lineare Gleichungssysteme

Gegenbeispiel:

3x? 4+ 3xo +9x3 = 36,
X1+ XiXo +4x5 = 14,
sin (X1) + 7X3 = 29.

@ 3x? ist nicht linear: hdhere Potenz in x;.
@ XqX» ist nicht linear: enthalt mehr als eine Variable.
@ sin(xq) ist keine lineare Funktion von x.
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Der Gauf3’sche Eliminationsalgorithmus

Zeilenvertauschungen

Wir betrachten nun einen Algorithmus um ein Gleichungssystem mit n
Gleichungen und m Unbekannten systematisch zu vereinfachen und
zu lésen.

Wir beginnen mit einer trivialen Beobachtung:
Offensichtlich kénnen Zeilen vertauscht werden, d.h. das
Gleichungssystem

ai Xy + ai2Xe + &13X3 + ... + &imXm = by,
ap1X1 + 8p2Xo + 823X3 + ... + omXm = be,

ist aquivalent zu dem Gleichungssystem

ap1X1 + @poXo + 3X3 + ... + &omXm = by,
ay X1+ ai2Xe + 813Xz + ... + @mXm = by.

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 117/314



Der Gauf3’sche Eliminationsalgorithmus

Multiplikation mit Konstanten

Desweiteren sei (x1, Xz, ..., Xm) €in m-Tupel, welches die Gleichung
aiXy + aXo + axs + ... + amxm = b,
erfullt. Dann erfillt es auch die Gleichung
(cay)xq + (ca2)x2 + (cas)xs + ... + (cam)xm = cb,

Umgekehrt gilt, dass fir ¢ # 0 jedes m-Tupel, welches die zweite
Gleichung erfillt, auch die erste Gleichung erfillt.

Daraus folgt, dass man die linke und rechte Seite einer Gleichung
mit einer konstanten Zahl ¢ ungleich Null multiplizieren darf.
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Der Gauf3’sche Eliminationsalgorithmus

Addition von Zeilen

Die dritte elementare Umformung ist die folgende: Man darf eine Zeile
durch die Summe dieser Zeile mit einer anderen Zeile ersetzen,
d.h. die Gleichungssysteme

aiy Xy + appXe + ... + a@mxm = by,
a1 Xy + 8xXo + ... + GomXm = ba,
und
(a11 +ap1) Xy + (@12 + @) Xo + ... + (@1m + @m) Xm = by + by,
a1 X1 + @pXo + ... + @mXm = bo,

haben die gleichen Lésungen.

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 119/314



Der Gauf3’sche Eliminationsalgorithmus

Mit Hilfe dieser drei elementaren Umformungen
@ Zeilenvertauschungen

@ Multiplikation mit Konstanten

© Addition von Zeilen

Iant sich ein Algorithmus zur systematischen Vereinfachung von
linearen Gleichungssystemen angeben.
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Notation

In der Praxis schreibt man das lineare Gleichungssystem

a1 X1 + aiXe + aizxs + ...
ap1Xy + aooXo + ao3X3 + ...

am X1 + aneXo + ansXs + ...

wie folgt auf:

ayy a2 as
azy dz A

an ane an3

+ aimXm = by,
+ amXm = by,
+ ammXm = bp.

aim | b

am b2

anm bn

Dies ist ausreichend, da alle Umformungen nur auf die Koeffizienten

aj und b; wirken.

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024

121/314



Der Gauf3’sche Eliminationsalgorithmus

Algorithmus

@ Setze i =1 (Zeilenindex, geht bis n), j = 1 (Spaltenindex, geht bis m).

@ Falls aj = 0 suche k > i, so dass ay # 0 und vertausche Zeilen i und k.

© Falls ein solches k aus Schritt 2 nicht gefunden werden kann, setze
J—=Jj+1.

© Falls man in Schritt 3 den Wert j = m + 1 erreicht, beende den
Algorithmus, andernfalls gehe zurlick zu Schritt 2.

@ Multipliziere Zeile i mit1/a;.

© Fir alle Zeilen k + i addiere zur Zeile k das (—ay;)-fache der i-ten Zeile.

@ Setzei—i+1undj—j+1.

@ Falls man in Schritt 7 den Wert i = n+ 1 oder den Wert j = m + 1
erreicht, beende den Algorithmus, andernfalls gehe zurtick zu Schritt 2.

v
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Beispiel

Wir betrachten folgendes Beispiel:

3x1 +3x2+9x3 = 36,
2X1 + 3Xo + 7 X3 29,
Xo+4x3 = 14.

Aufgeschrieben ergibt dies:

3 3 936
2 3 7|29
0 1 414
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Umformungen

w
w
O

36
29
14

[« 2 \V)
- W
A~

12
29
14

onN =
-_ D —
AN

—
—
w

12
5
0 1 4|14

o
—_
—_

—
o
N

7
5
0 1 1]14

o
—_
—_

Multipliziere mit }

Addiere das (—2)-fache der 1. Zeile

Addiere das (—1)-fache der 2. Zeile

Addiere das (—1)-fache der 2. Zeile
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Umformungen

o O =
o =+ O
W =N
o o1

Multipliziere mit §

—_
o
N

7 Addiere das (—2)-fache der 3. Zeile

o o
o —
—_
w o,

o —-
- O
-
o1 =

Addiere das (—1)-fache der 3. Zeile

o —-
- o
oo

-
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Ergebnis

Der Gauf3’sche Eliminationsalgorithmus endete mit

o O =
o = O
—- O O

1
2
3

Das lineare Gleichungssystem ist somit &quivalent zu dem
Gleichungssystem

X1 = 17
X2 = 27
X3 = 3.
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Der Rang eines linearen Gleichungssystems

Durch Umbenennung der Variablen xq, ..., x,, (equivalent zur
Spaltenvertauschungen) lasst sich durch den Gauf3’schen
Eliminationsalgorithmus die folgende Form erreichen:

1 0O .. O 81(,+1) .. aim
0 1 .. 0 32(,+1) ... Qdom
O O 1 ar(r+1) arm
0O 0 .. O 0 .. 0
0O 0 .. O 0 . 0

Man bezeichnet r als den Rang (engl. “rank”).
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Lésungen eines linearen Gleichungssystems

Das lineare Gleichungssystem kann:

@ Keine Losung haben, falls eine der Zahlen b, 1, ..., by ungleich
Null ist.

@ Eine eindeutige Lésung haben, falls r = m und
bri1=..=bp=0.

@ Mehrere Lésungen haben, falls r < mund b, 1 = ... = b, = 0.

Zur Erinnerung:
wir haben n Gleichungen (Zeilen) und m Unbekannten (Spalten).
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1. Fall: Keine Losung

@ |Ist eine der Zahlen b, 1, ..., b, ungleich Null, so hat das lineare
Gleichungssystem keine Lésung.

@ In diesem Fall ist notwendigerweise r < n.

0 1 0 32(,+1) ... Qdom bo
0 0 1 ar(r+1) arm br
0 0 .. 0 0 .. 0 |bu
6 0 .. 0 0 .. 0 bn
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2. Fall: Eindeutige Losung

@ Istr=mund b, 1 = ... = by = 0, so gibt es eine eindeutige
Loésung.
10 0 | by
0 1 0| b
0 O 11 br
0 O 0|0
0 O 0|0

@ Dies beinhaltet auch den Spezialfall r = n = m, fir dem wir

{bri1,...,bn} = 0 haben.
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3. Fall: Mehrere Losungen

@ Istr<mund b, 1 = ..

1
0

0

0

0

@ Dies beinhaltet auch den Spezialfall r = n (n < m), fir den wir

0
1

0

0

0

= b, = 0, so gibt es mehrere Losungen.

0

o

-

0

0

{bry1,...,bn} = 0 haben.

at(r+1)
a(r+1)

ar(r+1)
0

0

aim
aom

arm

0

0
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Lésungen eines linearen Gleichungssystems

@ Istr < nund by.1 = ... = by = 0, so reduzieren sich die Zeilen
(r+1)bisn
o 0 .. 00 .. 0fO
o 0 .. 00 .. 0fO

auf die triviale Gleichung
0 = 0.

Diese Zeilen enthalten keine zuséatzliche Information und kbnnen
auch weggelassen werden.
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Quiz

FUr ein lineares Gleichungssystem mit vier Variablen xi, X2, X3, X4
liefert der Gauf3’sche Eliminationsalgorithmus

O OO =
[eNe o]
o O oo
OO = =
S WwWwN =

(A) Das Gleichungssystem hat keine Ldsung.

(B) Das Gleichungssystem hat die eindeutige Lésung
Xq =1,X2=2,X3=3,X4=0.

(C) Das Gleichungssystem hat unendlich viele L&sungen, die auf einer
Geraden imR* liegen: xy =1 —t, X =2 —t,x3 =3, x4 = L.

(D) Das Gleichungssystem hat unendlich viele L6sungen, die auf einer
Ebene im R* Iiegen: Xi=1—-b,X%=2—-b,Xx3=3+ 1, X4 = b.
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Lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Zur Erinnerung: m Vektoren v4, v», ..., v, nennt man linear
unabhangig, falls die Gleichung

MVi+XoVo+ ...+ ApvVy = 0

nur die Lésung (A, Az, ..., Am) = (0,0, ...,0) hat.

Andernfalls nennt man sie linear abhangig.

Ist der zugrundeliegende Vektorraum n-dimensional, so ergibt die
obige Gleichung ausgeschrieben in Komponenten n lineare
Gleichungen mit m Unbekannten Aq,..., Am.

Man kann nun mit Hilfe des Gauf3’schen Eliminationsalgorithmuses
feststellen, ob die Vektoren linear abh&ngig sind.
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Beispiel

(i) () ~(3)

Die Gleichung \1Vv{ + AoVo + A3v3 = 0 flhrt zu dem linearen
Gleichungssystem

Sei

MF+20—X3 = 0,
AM+38l—4)N3 = 0,
AM+4d—7X3 = 0.
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Lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Wir formen dieses Gleichungssystem mit Hilfe des Gauf3’schen

Eliminationsalgorithmuses um:

1
1
1

O =

O =

2
3
4

- N

—_

-1
-4
-7

0
0
0

o O o

o O

Addiere das (—1)-fache der 1. Zeile
Addiere das (—1)-fache der 1. Zeile

Addiere das (—2)-fache der 2. Zeile

Addiere das (—2)-fache der 2. Zeile
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Lineare Unabhangigkeit von Vektoren

1 0 5|0
01 3|0
0 0 0|0
Somit gibt es mehrere Lésungen:

AM=-5t X=3f XM=t teR.

Die drei Vektoren sind linear abhangig.
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Teil VI

Matrizen
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Matrizen

Definition
Eine rechteckige Anordnung

ayy a2 ... aim
dx1 dzp ... dom
apt dp2 ... amm

von Elementen a; nennt man Matrix.
Die Elemente a; nennt man die Komponenten der Matrix.

Eine Matrix mit n Zeilen und m Spalten bezeichnet man als
(n x m)-Matrix.
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Matrizen

@ Eine Matrix bezeichnet man als quadratisch, falls n = m.

@ Eine Matrix bezeichnet man als Einheitsmatrix, falls sie
quadratisch ist und a;; = J;.

@ Eine Matrix bezeichnet man als Diagonalmatrix, falls sie
quadratisch ist und a; = 0 flr alle / # .

@ Eine Matrix bezeichnet man als obere Dreiecksmatrix, falls sie
quadratisch ist und g; = 0 fiir alle / > .
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Matrizen

Quadratisch: Einheitsmatrix:
ayn a2 ... a@in 1 0 ... O
a2y dp2 ... a2 O 1 .. O
ant @m - dam 0 0 .. 1
Diagonalmatrix: obere Dreiecksmatrix:
A 0O ... O a{1 a2 ... ain
0O X ... O 0 oo ... Adop
0 0 .. X 0 0 .. am
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Addition von Matrizen

Seien A und B zwei (n x m)-Matrizen.

a8z .. am b1 bz ... bip
@1 a2 . &m | by b ... bom
am  anre - amm bnt bng ... bom
a1 +by1 ap+biz ... @i+ bim
a1 +boy Aptbp ... am+bop

am +bpt e +bp2 ... amm+ bom

Beispiel:
123+789 _ 1+7 248 3+9
4 5 6 10 11 12 N 4+10 5411 6+12
(8 10 12
N 14 16 18
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Multiplikation mit Skalaren

ay1  ai aim Adi1 Aa12
\. | @t a2 am _ Ad21 M@z
anm  am anm A@p1 A@n2

>\a1m
)\a2m

Aanm

Beispiel:

s (358) = (
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Der Vektorraum der (n x m)-Matrizen

@ Mit dieser Addition und dieser skalaren Multiplikation bilden die

(n x m)-Matrizen einen Vektorraum.

@ Die Dimension dieses Vektorraumes ist n- m.

@ Eine Basis ist gegegeben durch die Matrizen ey,

0 .. .. 0
0

e = | 0 01 0
0
0 .. .. 0

0

0

die nur in dem Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine Eins

haben, ansonsten nur Nullen.
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Multiplikation

Das Ergebnis ist eine (n x m)-Matrix C

ar a2 ... ak b1 bz ... bim Ci1

Ci2 Cim
a1 82 ... a8k | | bx b2 ... boem _ Coy ©Cx Com
ant anz ank bk1 bk2 bkm Cni Cne Cnm

wobei
Cj = an b1j + a,'gbgj =+ ...+ a,-kbkj.
v
Regel: Zeile x Spalte
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Multiplikation

Beispiel:

123\ ; 180 B 1.742.-943-11 1.842-104+3-12
4 5 6 0 12 = 4.7+5.946-11 4.8+5.10+6-12

7+18+33 8+4+20-+36
28445466 32450472

58 64
139 154
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Quiz
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Quiz
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Spaltenvektoren und Zeilenvektoren als Matrizen

@ Ein n-dimensionaler Spaltenvektor

a1
ao1

an1
kann als eine (n x 1)-Matrix aufgefasst werden.

@ Ebenso kann ein n-dimensionaler Zeilenvektor

(a11,@12,...,a@1n)

als eine (1 x n)-Matrix betrachtet werden.
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Lineare Gleichungssysteme

Setzt man
air a ... am X1 by
a4y am .. a X
A by @2 em | x— e | b= bo 7
ant dm2 .- amm Xm bn

so |aBt sich das lineare Gleichungssystem

a1 X1 + aioXo + @13X3 + ... + &imXm = by,
21Xy + 8oXo + 823X3 + ... + @2mXm = bo,
am X1 + amXo + ampXz + ... + @mXm = bn.

auch wie folgt schreiben:
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Quadratische Matrizen

Wir betrachten im folgenden die quadratischen (n x n)-Matrizen

ayr a2 ... Aain

a1 a .. a
A — 21 do2 2n

an1 an2 ann

und fiihren die Begriffe Spur und Determinante ein.
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Spur

Sei A eine (n x n)-Matrix:

a1 a2 ... an

a a ... a
A — 21 22 2n

an‘] an2 ann

Definition

n
TTA = Y aj=an+ax+..+am
i=1

Rechenregeln: Es seien A und B (n x n)-Matrizen, A ein Skalar:

Tr (A+B) = TrA+TrB,
Tr (A-A) = ATrA
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Spur

Beispiel:

1 2 3 4

5 6 7 8
Tr 9 10 11 12 = 1+6+11+16 = 34

13 14 15 16
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Quiz

10 0 42
010 0
- 7
T o001 o '
300 0
(A) V3
(B) 3
(C)6
(D) 45
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Determinante

Nehmen wir eine quadratische Matrix. Die kleinste Dimension, die wir
haben kdnnen, ist (1 x 1). Per Definition ist die Determinante einer
(1 x 1)-Matrix

detayq = aq1.

Die zweitkleinste Dimension, die wir haben kdnnen, ist (2 x 2). Per
Definition ist die Determinante einer (2 x 2)-Matrix

ay an
det ( = 811822 — A12821-
a1 dao2

Der Begriff der Determinante kann fir eine Matrix (n x n) eingefihrt
werden. Schauen wir uns die allgemeine Definition an.
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Determinante

Definition

n n n
detA = Z Z Z Eiylp...in 10y A2ip -+~ niy 5

=1 =1 ip=1
wobei ¢;,j, i, das total antisymmetrische Symbol in n Dimensionen ist
+1  fur (ii...in) eine gerade Permutation von (1,2, ..., n),

iy = —1  flr (i12...in) eine ungerade Permutation von (1,2, ..., n),
0 sonst.
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Determinante

Far die Determinante existiert auch die folgende Schreibweise

ayr a2 ... ap

a1 a» .. a
det A — b1 22 2n

an‘l an2 ann
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Determinante einer Diagonalmatrix

Sei D = diag(\1, A2, ..., A\n) eine Diagonalmatrix.

Dann ist

detD = A -Xdo-.o- A

Eine (1 x 1)-Matrix ist immer eine Diagonalmatrix und somit

lai] = an.
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Berechnung der Determinante

Zu einer (n x n)-Matrix A definieren wir zunachst eine

(n—1) x (n—1)-Matrix Aj, die dadurch ensteht, dass man die /-te
Zeile und die j-te Spalte der Matrix A entfernt.

Entwicklung nach der i-ten Zeile:

n

detA = Z(—1 )’*fa,-j det A,j
j=1

Aquivalent kann auch nach der j-ten Spalte entwickelt werden:

n

detA = ) (—1)"a;detA;
i=1

Dies erlaubt die rekursive Berechnung einer Determinante.
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Determinante

Beispiel:
10 0 O
2030_1'223__3'57
4 5 6 7 - 9 10 11 - 9 11
8 9 10 11

= —3.(5-11-7.9) = 24
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Rechenregeln fur die Determinante:

Es seien Aund B (n x n)-Matrizen, X ein Skalar:

det(A- B) (det A) - (det B),
det(A\-A) = \'.detA
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Quiz

100 42
020 0| _,
003 0 '
000 4

(A)O

(B) 10

(C) 24

(D) —228
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Quadratische Matrizen

Seien A und B zwei (n x n)-Matrizen. In diesem Fall ist das
Matrixprodukt

A-B

wieder eine (n x n)-Matrix.
Fir (n x n)-Matrizen ist die Matrizenmultiplikation also abgeschlossen.

Das neutrale Element bezlglich der Matrizenmultiplikation ist
offensichtlich die Einheitsmatrix

1 0 .. .. 0
0o 1 0
1 = .
0 1 0
0 0 1
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Die inverse Matrix

Unter welchen Bedingungen existiert auch ein inverses Element?
Falls so ein Element existiert bezeichnen wir es mit A='. Es soll also
gelten

A-ATT = 1
Nehmen wir auf beiden Seiten die Determinante, so erhalten wir
detA-detA™' = det1=1,
also falls det A # 0

1

Al .
det det A

det A # 0 ist eine notwendige Bedingung flr die Existenz eines
Inversen. Es IaBt sich zeigen, dass det A # 0 auch eine hinreichende
Bedingung ist.
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Die inverse Matrix

Theorem
A~ existiert genau dann, wenn det A # 0. J

Die Menge aller quadratische (n x n) Matrizen mit det A # 0 bildet
daher beziglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe.
Sei A eine (n x n)-Matrix mit det A # 0. Gesucht ist eine n x n-Matrix X

X111 X12 ... Xip
X — Xo1 Xoo ... Xop :
Xm Xp2 ... Xpn
so dass gilt:
A X =1

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 165/314



Die inverse Matrix

Wir multiplizieren die linke Seite aus und betrachten danach die j-te
Spalte auf beiden Seiten:

a11Xyj + a@2X2j + ... + 81nXpj

d8j1X1j + @joXoj + ... + @inXpj

oo =~ oo

amX1j + @n2Xoj + ... + a@nnXpj =

Diese n Gleichungen bilden eine lineares Gleichungssystem flr die
Unbekannten xy;, Xoj, ..., Xp;, welches mit Hilfe des Gauf3schen
Algorithmus gel6dst werden kann.
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Die inverse Matrix

Da dies fiir jede Spalte j gilt, kann man so alle n? Unbekannten x;
bestimmen.
Da die Koeffizienten der linken Seite des linearen Gleichungssystems

immer gleich sind, verfahrt man in der Praxis wie folgt:
Man schreibt die Gleichungen wie folgt an

ayr a2 ... a1 0O .. O
i Qs .. anp| 0 1 ... 0
an1 an2 e ann O 0 oee 1

und bringt dieses Gleichungssystem mit Hilfe des Gauf3’schen
Algorithmus auf die Form

1 o .. 0 X11 X2 ... Xip
0 1 . 0| Xo1 Xoo ... Xop
0 0 ... 1 |Xn Xp2 ... Xm
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Die inverse Matrix

Die inverse Matrix A~ ist dann gegeben durch

X114 X2 ... Xip
Al — Xo1 Xo2 ... Xop
Xm Xn2 ... Xpn
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Beispiel

Sei A die Matrix

11 3
A = 2 37 ].
01 4
Wir beginnen mit
11 3|1 00
2 3 7/0 1 0
01 4/0 0 1
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Berechnung der inversen Matrix

1 1 3
2 3 7
0 1 4
1 1 3
0 1 1
0 1 4
1 0 2
0o 1 1
0 0 3
1 0 2
0o 1 1
0 0 1
1.0 0
0 1 0
0 0 1

W\er\)m

WINWI oW1

| | ,
W= -t -

W[ =W hw|—

W[ =W =WIN

— O O

- O O

o

- O

w-=-0O O

Addiere das (—2)-fache der 1. Zeile

Addiere das (—1)-fache der 2. Zeile

Addiere das (—1)-fache der 2. Zeile

Multipliziere mit §

Addiere das (—2)-fache der 3. Zeile
Addiere das (—1)-fache der 3. Zeile
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Berechnung der inversen Matrix

oo =
o =0
|
W=l —=wIN

- O O
COINLO| COwd| U
W=l hwl—=

Somit ist A~' gegeben durch

Al =

w| =

5 -1 -2
-8 4 -1 |.
2 -1 1
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Teil VII

Folgen und Reihen
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Folgen

Definition

Unter einer Folge (an) reeller Zahlen versteht man eine Funktion
N — R, in der jedem n € N ein a, € R zugeordnet wird.

Beispiel:

definiert eine Folge.

Explizitt a1 =1, 8 = 1, a3 = §, a1 = 15, @& =
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Konvergente Folgen

Definition
Eine Folge (an) hei3t konvergent gegen a € R, falls es zu jedem ¢ > 0
eine naturliche Zahl N gibt, so dass

lan—al < e, Vn>N.
In diesem Fall schreibt man
n—oo

a hei3t Grenzwert der Folge oder Limes.

In anderen Worten liegen flir eine konvergente Folge ab einem
bestimmten N alle Folgenglieder im Intervall ]|a — ¢, a + ¢[.
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Divergente Folgen

Definition

Eine Folge nennt man divergent, wenn sie keinen Grenzwert hat, z.B.
divergiert gegen +oc.

Beispiele fir divergente Folgen sind

an == n

an - 1—[72
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Beschrankte Folgen

Definition

Eine Folge heif3t nach oben (bzw. unten) beschrénkt, falls es ein c € R
gibt, so dass a, < ¢ (bzw. a, > c) fur alle n € N. Die Folge heif3t
beschréankt, wenn sie nach oben und unten beschréankt ist.

@ Jede konvergente Folge ist beschrankt.

@ Die Umkehrung gilt nicht, eine beschrénkte Folge ist nicht
notwendiger Weise konvergent. Beispiel

1 ngerade
_(_4\n _
an = (=1) _{ —1 nungerade
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Rechenregeln fir konvergente Folgen

Seien (a,) und (bs) zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten
lim an = a, lim bn =b.
n—oo

n—oo

Dann sind auch die Folgen (an + bn), (an — bn), (Aan), (@nbn)
konvergent (A € R) und es gilt

lim (@ +by) = a+b,
n—oo

lim (an—bn) = a-—b,
n—oo
nh_)ngo (Aan) = g,
n—oo
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Rechenregeln fir konvergente Folgen

Ist weiter b # 0, so gibt es ein N € N, sodass b, # 0 firallen> N
und wir kdnnen die Folge
(5)
b” n>N

betrachten. Es gilt
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Rechenregeln fir konvergente Folgen

Theorem
Seien (an) und (b,) zwei konvergente Folgen mit a, < by, fiir alle n.
Dann gilt auch

lim a, < lim bp.
n—oco n—oco

Bemerkung: Aus a, < b, folgt nicht

a= lima, < b= lim by
n—o00 n—oo

Das Beispiel a, = 0 und b, = 1/n zeigt es:
lim a, =0, aber auch lim b, =0, und 0 < 0 ist falsch.
n—oo n—oo
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Quiz

Die Folge

ist
(A) divergent
(B) konvergent mit Grenzwert 0
(C) konvergent mit Grenzwert 1v/2
(D) konvergent mit Grenzwert 1
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Reihen

Sei (ap) eine Folge reeller Zahlen. Man betrachtet nun die Folge (sy)
der Partialsummen

N
Sv o= Y an
n=1

Als unendliche Reihe bezeichnet man nun die Folge dieser
Partialsummen. Man schreibt

00 N
Zan = lim sy = lim Zan
—1 —00 N—oo 1

Eine unendliche Reihe heil3t konvergent, wenn die Folge der
Partialsummen konvergiert (Grenzwert existiert). Ansonsten heif3t die
unendliche Reihe divergent.
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Geometrische Reihe

Die geometrische Reihe ist

> 1
nz_(:)x”:1_x

Die Reihe konvergiert nur fir |x| < 1 (sonst divergiert), weil folgendes
gilt fir die Partialsumme,

Beweis: sy =1+ x+x%+ ... +xN
SNl — o x4+ x2 4+ XN = sy_q aber sy_1 = sy — xV dann
sl — gy — xN. Daraus folgt, dass sy(1 — x) = 1 — xN*1. So zeigt
1—xN+1

1T—x

man, dass sy =
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Harmonische Reihe

> 1
2.5
n=1

Diese Reihe wird als harmonische Reihe bezeichnet. Diese Reihe ist
divergent. Fur die Partialsummen gilt

1
=1 4—
Sh +2

1
>1 +—
= +2

)
=1 45

_l’_

N = B =W

_.I_

+

+

N = oo = o =
(oo}
(oo}

_I_

PN NN

_|_
_.I_
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Andere wichtige Reihen

XN
expx = Zm,
n=0
X yn
X
—In(1—-x) = —, |x] <1,
n=1 n
> 2n+1
X
sinx = > (~1)" o
prd (2n+1)!
> N X2n
cosX = Z(—1) m,
n=0
) > X2n+1
sinhx = (2n—|—1)
& 2n
X
coshx = Z
:0
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Sinus und Kosinus

) e N x2n+1
sinxX = Z(—1) m
n=0

x x2 x5 X

= ﬁ—g-f—ﬁ—ﬁ—l-...
x3 X x7
-~ X~ % "120 5040

X2n

cosx = ;0(—1)”(2,7)!

X0 x2 x* X8
S o ata e T

x2  x* Xx®
= 1_?+ﬂ_ﬁ+“'
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Die Formel von Euler
Wir betrachten exp(ix):

X+1

Z2n 2n +Z 2n+1 2n+1)|

exp (ix)

n=0
Z(—

Die Reihendarstellung liefert also einen einfachen Beweis der Formel
von Euler:

2n+1
Z (2n+1 = cos X + isin X.

exp(ix) = cosXx + isinX.
Ebenso findet man
expX = cosh X + sinh x.

Man beachte, dass fir die Umordnung der Reihen die absolute
Konvergenz notwendig ist.
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Trigonometrische und hyperbolische Funktionen

Man kann die trigopnometrischen und die hyperbolischen Funktionen
auch durch die Exponentialfunktion ausdriicken:

, . 1 /. .
(e/x + e—/x) , sinx = — (e/x _ e—lX) ’

(¥ —e™).
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Additionstheoreme

sin(a+3) = sin(a)cos(3)+ cos(a)sin(p)
cos(a+ ) = cos(a)cos(B)— sin(a)sin(3)

Leichter zu merken:

gilatB) _  giagiB
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Additionstheoreme

Es ist
e@*h = cos(a+ B) + isin(a+ B)
€ = cos(a)+isin(a)
e’ = cos(B)+isin(B)
und
gee'’ [cos (a) + isin (a)] [cos () + isin (5)]

cos (a) cos (B) + i cos () sin (B) + isin () cos (B) + 12 sin (a) sin ()
[cos (v) cos (3) — sin () sin ()] + F [cos () sin (3) + sin (o) cos (3)]
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Additionstheoreme

Somit folgt aus e/(*+h) = glaglP

cos (a + ) + isin (a + B) =
[cos () cos () — sin (a) sin (B)] + i [cos () sin (B) + sin () cos (5)]

Nimmt man nun den Real- bzw. Imaginarteil dieser Gleichung, so
erhélt man die Additionstheoreme flir Kosinus und Sinus.
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Teil VIII

FUNKTIONEN

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024



Funktionen

Definition
Seien D und W Teilmengen von R. Unter einer reellwertigen Funktion
auf D versteht man eine Abbildung
f - D>W,
x — y = f(x).

Man nennt D den Definitionsbereich und W den Wertebereich der
Funktion.

Eine Funktion f ordnet jedem x € Deiny € W zu.
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Umkehrfunktion
Definition
Gibt es zu jedem y € W genau ein x € D mit y = f(x), so ist die
Funktion f umkehrbar. In diesem Fall bezeichnet man mit f~' die
Umkehrfunktion:
' . W=D,
y—x=17(y).

Beispiel: Es sei D = Rj und W = R sowie

f o DoW,
X — X2,

Dann lautet die Umkehrfunktion
' . W=D,
Yy =Y.
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Grenzwerte von Funktionen

Definition
Eine Funktion y = f(x) besitzt an der Stelle x = a den Grenzwert

lim f(x) = A,

X—a
wenn sich die Funktion f(x) bei unbegrenzter Anndhrung von x an a
unbegrenzt an A nahrt. Die Funktion f(x) muss an der Stelle x = a

den Wert A nicht annehmen und braucht auch nicht definiert sein.
A konnte auch +oo sein.

Grenzwerte kénnen auch einseitig sein

lim f(x)=A bei (x < a) oder lim f(x)=B bei (x> a)

X—a~— x—at
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Stetigkeit

Definition
Sei nun a € D. Man bezeichnet eine Funktion als stetig im Punkte a,
falls

lim f(x) = f(a)

X—a

gilt. Die einseitige Grenzwerte sind in diesem Fall gleich.

Definition
Man bezeichnet eine Funktion als in einem Intervall stetig, falls sie in
jedem Punkt des Intervalls stetig ist.

Beispiele von Funktionen, die auf ganz R stetig sind, sind
Polynomfunktionen, exp X, sin X, cos X, sinh X, cosh x.
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Die Heaviside-Funktion

Beispiel: Wir betrachten die Heaviside-Funktion, definiert durch

1, x>0,
O(x) = {0 x <0.

Fur diese Funktion gilt ©(0) = 0, aber

lim ©(x) = 1.

X—07t

D|e Heaviside-Funktion ist im Punkte 0 nicht stetig.

a2 1 | 1
1 [ 1

* Quelle:Wiki
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Satze Uber stetige Funktionen

Theorem

Seien f,g : D — R Funktionen, die in Xy stetig sind und sei \ € R.
Dann sind auch die Funktionen
f+9g : D—R,
A-f : D—R,
f-g : D=>R

im Punkte X, stetig. Ist ferner g(xg) # 0, so ist auch die Funktion

I - DS R
g

in xo stetig, wobei D' = {x € D : g(x) # 0}.
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Quiz

Die Funktion

0 x<0
fx) = {sin(X) x>0

istim Punkte x =0
(A) stetig
(B) nicht stetig
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Quiz

Die Funktion

istim Punkte x =0
(A) stetig
(B) nicht stetig
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Quiz

Die Funktion

fx) =

=Nl

istim Punkte x =0
(A) stetig
(B) nicht stetig
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Einigen Eigenschaften der reellen Funktionen

nach oben beschrankt, wenn 3SR : Vx € D f(x) < S,
nach unten beschrankt, wenn 3 S R: Vx € D f(x) > S,
beschrankt, wenn 3SR :Vx € D |f(x)| < S,

monoton wachsend, wenn x > y = f(x) > f(y),
monoton fallend, wenn x > y = f(x) < f(y),

streng monoton wachsend, wenn x > y = f(x) > f(y),
streng monoton fallend, wenn x > y = f(x) < f(y).

Falls ferner x € D = —x € D gilt, heiBt eine Funktion

gerade, wenn f(—x) = f(x),
ungerade, wenn f(—x) = —f(x).
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Rationale Funktionen

Definition
Seien p(x) und g(x) Polynomfunktionen. Unter einer rationalen
Funktion versteht man eine Funktion

Rx) = PX

q(x)

Der Definitionsbereich einer rationalen Funktion ist gegeben durch
D= {x eR,q(x) # 0}.

Eine rationale Funktion ist in ihrem Definitionsbereich stetig.
Polstelle: x-Wert flr den die Funktion gegen Unendlich geht.
Asymptote: eine Gerade der sich die Kurve flr grof3e |x|-Werte
beliebig nahe ann&hert. Eine rationale Funktion kann Polstellen und
Asymptoten haben, muss aber nicht.
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Partialbruchzerlegung

Rationale Funktionen kénnen in Partialbriiche zerlegt werden. Ist

p(x) = ann +pn71xn71 + ...+ p1X —"—po’
9(x) = gnx" + g1 X"" + .+ GiX + o,

und ist ausserdem die Faktorisierung des Nennerpolynoms bekannt

—CH x —x),

wobei ); die Multiziplitat der NuIIsteIIe x; angibt, so 1aBt sich die
rationale Funktion schreiben als

AW = g P +ZZ(X %)

j=1 k=1

wobei P(x) ein Polynom vom Grad deg p(x) — deg q(x) ist und ay € R.
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Partialbruchzerlegung

Berechnung von P(x) und der Konstanten aj:
P(x) bestimmt sich durch Polynomdivision mit Rest.

Wir betrachten als Beispiel die rationale Funktion

x*+3x3-12x2 - 3x+ 18
(x —2)2(x +2)

Far das Nennerpolynom haben wir

(x—22%(x+2) = x>—2x2—4x+8.
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Polynomdivision

Polynomdivision mit Rest liefert

4 3 2 . 3 2 _ (2x2+9x—22)
(x*+3x% —12x= —=3x+18) : (x°—2x*—4x+8) = (x+5)+m
—(x* —2x3 —4x% + 8x )

5x3 —8x2 —11x 4+ 18
—(5x3 — 10x2 — 20x + 40)

2x2 4+ 9x — 22

Somit ist also P(x) = x + 5.
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Partialbruchzerlegung

Fir den Rest verwendet man den Ansatz

2X2—|—9X—22 a2 a1

. ani
x3—-2x2-4x+8 (x—2)2+x—2+x+2'
Man bringt die rechte Seite auf den Hauptnenner
ai aiq a1 (a1 + ae )X2 + (@12 — 4az1)x + (2a12 — 4as1 + 4an1)
(x—22 "x—-2 x+4+2 X3 —2x2 —4x +8

Koeffizientenvergleich liefert ein lineares Gleichungssystem:

ay+a = 2,
app—4axy = 9,
2aio —4ay1 +4ay = -22.
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Partialbruchzerlegung

Durch Lésen des linearen Gleichungssystems

ay+a = 2,
app —4axy = 9,
2aip —4ay1 +4a = -22,
findet man
app=1, a1 =4, an=-2

Somit erhalten wir das Ergebnis

x*+3x3 —12x2 —3x + 18 1 4 2
5 = x+5+ 5+ — .
(x—2)%(x+2) (x—22 x-2 x+2
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Trick

Die Koeffizienten der Partialbriiche mit der héchsten Potenz einer
Nullstelle lassen sich einfacher bestimmen, indem man im Ansatz mit
(x — x;)X multipliziert und dann x = x; setzt.

In unserem Beispiel lassen sich so a1 und a»¢ bestimmen:

2x2 + 9x — 22 ) 2x2 + 9x — 22 8418 —22
2 = G Y| T T 12 =% ="
x=2 x=2
2x2 4 9x — 22 2x2 4+ 9x — 22 8—-18-22
a = —(X 2 = - = = _2.
21 (x72)2(X+2)( + )X:72 (x —2)2 o 16
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Exponentialfunktion

Definition
Die Exponentialfunktion ist
f(x) = e~
Die Basis ist die Eulersche Zahl e. )
8 /!
|
/

Die Exponentialfunktion ist stetig, Uberall positiv,
monoton wachsend und geht fur groBe x-Werte
gegen Unendlich schneller als jedes Polynom.
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Logarithmus
Definition

Der Logarithmus einer Zahl ¢ zur Basis a ist die Hochzahl mit der man
a potenzieren muss, um c zu erhalten:

aloga c _ c

Logarithmen zur Basis e hei3en natiurliche Logarithmen.

Der Logarithmus y = log(x) ist eine stetige und / /
monotone Funktion, die nur fir x > 0 definiert ist.

Quelle: Wiki
Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 210/314



Trigonometrische Funktionen

Definition

Tangens und Kotangens sind so definiert:

Die trigonometrischen Funktionen Sinus, Kosinus, /
y \

. X
sina = — cosa = —
r
sin o CoS
tana = cota = —
COS sin o )
Sinus Kosinu

/

Quelle: L. Masetti

\\\\\\
nnnnnnnn
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Sinus und Kosinus
Nach Definition gilt:

2 2

sin“ a 4+ cos” «

sin(a + 2nm)
cos(a 4 2nm)

Additionstheoreme:

sin(ae £ )
cos(a £ )

sina + sin 3
cosa + cos

cosa — cos 3
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sin o

Cos «

sin acos 8 £ cosarsin 8

cos v cos 3 Fsinassin 3
axf aFp
5 cos 5
a—+p a—f
5 cos 5
a+ﬁsina_ﬁ
2 2

2sin

2 cos

—2sin

212/314



Tangens und Kotangens

Quelle: Wiki

Tangens Kotangens

7 ¥I5eri5d%isizﬁé&lguzﬁktionen mitTPéFiodé 7r S
Polstellen bei 7/2 4+ nm bzw. nm
Additionstheoreme:

tana +tan 8

4+ JE e
tan(a + ) 1 Ftanatan
cotacot S F 1

cot(a + )
( cot 3+ cotax



Arkusfunktionenen

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen werden mit
arcsin, arccos, arctan, etc. bezeichnet:

arcsin(a)

-1 -0.5,

Sonia Bacca

arcsin(X)
arccos(x)
arctan(x)
arccot(x)

arceos(x)

sin~'(x), Arkussinus
cos '(x), Arkuskosinus
tan~'(x), Arkustangens
cot~'(x), Arkuskotangens

arctan(z) arccot(s

-4 -3 =2 -1 12 3 4 F

Quelle: Wiki
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Hyperbolische Funktionen

Die hyperbolischen Funktionen sind

coshX:%(eX—i—e_X), sinhX:%(eX—e_X).

Daneben definiert man auch

sinh x
tanhx = .
cosh x
Bemerkung: FUr sinh und cosh gilt
cosh® x —sinh2x = 1.

Die beschreiben eine Hyperbel anstatt eines Kreises.
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Teil IX

DIFFERENTIALRECHNUNG
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Die Ableitung

Definition
Sei D c Rund f: D — R eine Funktion. f nennt man im Punkte xq € D
differenzierbar, falls der Grenzwert

f(x) — f(x
X=X X —Xo x—xy X —Xo x—x; X —Xo

existiert.

Die Ableitung f'(xp) in X ist eine reelle Zahl. Aber wir kénnen auch

f'(x) fur verschiedenen x als Funktion sehen. Man schreibt auch

df(x)
dx

f(x) = _ ;’(f(x) ~ Jim f(x + h) — f(x)

-0 (Xx+h)—x
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Geometrische Bedeutung der Ableitung

Die Ableitung f'(xp) gibt die Steigung der Tangente im Punkte xg an:

f(x) t(x) = f(x0) + f'(X0) - (x — %)

Xo

Quelle: S. Weinzierl
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Geometrische Bedeutung der Ableitung

Eine Gerade ist durch
y =ax+b=t(x)

definiert, wobei a die Steigung ist. D.h. fiir die Tangente t(x) ist
a = f'(xo). Der Wert von b wird festgestellt, durch die Bedingung, dass
die Gerade durch den Punkt (xg, f(Xp)) gehen muss:

t(xo) = f'(Xo)Xo + b= f(x0) = b="f(x0) — f(X0)Xo.
Daraus folgt, dass
t(x) = f'(x0)x + f(xo) — f'(x0)X0 = f(x0) + ' (X0)(X — Xp).

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7a/
Graph_of_sliding_derivative_line.gif
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Bemerkung

Beweis:
Annahme: f'(x) existiert in x.

Eine an der Stelle x, differenzierbare Funktion f(x) ist dort auch stetig

1(0) — flx0) = L0 ()

Jim f(x) — f(xp) = Jim W(x —x) =" (x)-0

Daraus folgt

lim f(x) = f(xp)-

X—Xo

Aber statig in xg heisst nicht unbedingt differenzierbar in xg.
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Quiz

Die Funktion
) = |xr={

istim Punkte x =0
(A) differenzierbar
(B) nicht differenzierbar
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x x>0
-x x<0
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Quiz

Die Funktion

istim Punkte x =0
(A) differenzierbar
(B) nicht differenzierbar
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Wichtige Ableitungen

Ableitungen einiger Grundfunktionen:

fX)=x" = f(x)=nx"",
e = f(x)=¢e".

Ableitungen von Sinus und Kosinus:

f(x) =sin(x) = f(x) = cos(x),

f(x) = cos(x) = f(x) = —sin(x).
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Satze Uber Ableitungen

Theorem

Seienf,g: D — R in x € D differenzierbare Funktionen und \ € R.

Dann sind auch die Funktionen f + g, und \f in x differenzierbar und
es gilt

(F+9)(x) = f(x)+dx),
(A (x) = M(x).

Theorem
Produktregel:

Mit den Voraussetzungen wie oben ist auch die Funktion f - g in x
differenzierbar und es gilt

(f-9) (x) = f(x)9(x)+f(x)g'(x).
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Beweis der Produktregel

(f-9) (%) =
— i f(x + h)g(x + h) — f(x)g(x)
h—0 h

= Jim 3 [+ P)gx + B) — f(x-+ B)g(x) + f(x + Mg(x) ~ F(x)g(x)]

L gx+h)—gx) . f(x+h)—Ff(x)
e L A
= f(x)9'(x) + F'(x)g(x).
Beispiel:
f(x) = x* sin(x)
—— ——
fx)  9x)
ffi(x) = 2x sin(x)+ x* cos(x)
—— —— ——
f(x) 9% fx) g
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Satze Uber Ableitungen

Theorem

Quotientenregel: Ist weiter g(x) # 0 fiir alle x € D, so ist auch die
Funktion f/g in x differenzierbar und es gilt

Y P — (x)g (%)
(6) ) = axE

Beispiel:

Pl — 2ED-@x =31 s

(x+ 1) (x+1)
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Satze Uber Ableitungen

Theorem

Kettenregel: Seien f : Dy — Wy und g : D> — W» Funktionen mit

Wi C Ds. Falls f im Punkte x € Dy differenzierbar ist und g im Punkte
y = f(x) € D differenzierbar ist, so ist die zusammengesetzte
Funktion g o f : Dy — Wb in x differenzierbar und es gilt

(gof) (x) = g (f(x)F(x).

Beispiel:

f(x) = sin (Sx2 +4x + 5)
f'(x)

(6x +4) - cos (3x2 Fax+ 5)
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Satze Uber Ableitungen

Theorem

Ableitung der Umkehrfunktion: Sei D C R ein abgeschlossenes
Intervall, f : D — W eine stetige, steng monotone Funktion und

f~1: W — D die Umkehrfunktion. Ist f im Punkt x € D differenzierbar
und ist f'(x) # 0, so ist =1 im Punkt y = f(x) differenzierbar und es gilt

Y 1 1
(f 1) ¥ = ) ()

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 228/314




Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel:
Die Ableitung des Logarithmus erhalt man mit Hilfe der Regel Gber die

Umkehrfunktion: Wir beginnen mit der Exponentialfunktion: f(x) = e*,
f'(x) = e*. Die Umkehrfunktion ist der Logarithmus:

' (y)=Iny
Nun ist
v 1 I T
VO = 570y = eelny) ~ ¥
also

fx)=Inx, f(x)= %
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Ableitungen

Beispiel: Die Ableitungen von Sinus und Kosinus erhalt man aus der

Darstellung
; _ 1 ix —ix _ 1 ix —ix
sin(x) = E<e —e >, cos(Xx) = 2(6 +e )
zu
f(x) =sin(x) = f'(x) = cos(x),
f(x) =cos(x) = f(x) = —sin(x).
Rechnung:

d . o d 1 ix _ a—ix _l iix_i—ix
o) = % [2i(e )| = 2 (@~ &°

_ 2li<ieix_|_ie—ix) — %(eix_l_e—ix) — COS(X)
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Weitere wichtige Ableitungen

Die Ableitung aller weiteren trigonometrischen und hyperbolischen
Funktionen lassen sich ebenfalls mit den obigen Regeln bestimmen:

f(x) =tan(x) = f(x)= cos;(x)’
f(x) = arcsin(x) = f'(x)= \/11_7)(2a
f(x) = arctan(x) = f(x)= ] +X27

f(x) =sinh(x) = f'(x) = cosh(x),

f(x) = cosh(x) = ()—smh()

f(x) = tanh(x) = X) = cosh12( X

f(x) = arsinh(x) = f(x)= \/117)(2,
f(x) =artanh(x) = f'(x)= 1_17)(2
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Quiz

f(x) = 3x3—4

f'(x) ?
(A) 3x* — ax
(B) 9x2 — 4
(C) 9x2
(D) 3x2 — 4

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024



Quiz

f(x) = sin(cos(2x))
fix) =7

(A
(B
(C
(D

2 cos (cos (2x))

25sin (2x) - cos (cos (2x))
—2cos (2x) - cos (sin (2x))
—2sin (2x) - cos (cos (2x))

~— ~— ~— ~
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Hohere Ableitungen

Sei f : D — R eine differenzierbare Funktion. Ist f' : D — R ebenfalls
wieder differenzierbar, so bezeichnet man mit

2
o = Ty

die zweite Ableitung. Ist auch f’(x) wieder differenzierbar, so erhalt
man durch Ableiten die dritte Ableitung f”/(x). Allgemein schreiben wir
fir die n-te Ableitung

df(x)
axn -’

Unter der 0-ten Ableitung einer Funktion versteht man die Funktion
selbst.

fM(x) =
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Hohere Ableitungen

Beispiel:

f(x) = 3x°+7x*+2x3+ x> —x+5
f'(x) = 15x*+28x3 +6x% +2x — 1
f"(x) = 60x3+84x%+12x +2

f(x) = 180x2 + 168x + 12

f4(x) = 360x+ 168

O (x) = 360

fO(x) = 0
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Hohere Ableitungen

Beispiel:
(x) = sin(x)
f'(x) = cos(x)
f"(x) = —sin(x)
f"(x) = —cos(x)
f@(x) = sin(x)
O (x) = cos(x)
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Quiz
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Stetige Differenzierbarkeit

Definition
Eine Funktion f(x) nennt man stetig differenzierbar, falls sie
differenzierbar ist und die Ableitung f'(x) stetig ist.

Definition
Eine Funktion f(x) nennt man n-mal stetig differenzierbar, falls sie
n-mal differenzierbar ist und die n-te Ableitung f(")(x) stetig ist.
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Eine differenzierbare, aber nicht stetig differenzierbare
Funktion

F(x) = {Xzsin(%) X7_£0

0 x=0
f ist differenzierbar im Punkt x =0
h? sin (1) -0
f(0) = lim h = 0.
0) hl—>0 h
.004 /q
0.002
O./?E/\ p4 / x\ 0. 06; OXPS 0‘.1
0 LATAVARNY
—-0.002 \\// \\
—-0.004 \\
—0,006 | \ /
—0.008 - \/

Quellemathematik.uni-marburg.de
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Eine differenzierbare, aber nicht stetig differenzierbare

Funktion
Aber, die Ableitung

Quelle:mathematik.uni-marburg.de
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Teil X

TAYLOR ENTWICKLUNG + REGELN
VON LHOSPITAL
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Taylorreihen

Motivation:

@ Wir haben die Reihendarstellung einiger Funktionen, wie zum
Beispiel der Exponentialfunktion, Sinus oder Kosinus
kennengelernt.

@ In diesem Abschnitt geht es um die systematische Entwicklung
von Funktionen in Potenzreihen.
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Taylorentwicklung

Theorem (Taylorsche Formel)

Seil C Rundf: | — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt fir xo € | und x € |

10 = fo)+ 200 (x4 00D gy TO00).

! n!
+  Ro(x).

Fiir das Restglied gilt: Es gibt ein & zwischen xq und x
(d.h. & € [xo, x] fir x > xg bzw. £ € [x, Xo] flr x < Xg), SO dass

f(n+1)
Ana(x) = (n+$§)?

. (X _ Xo)n+1 .

Bemerkung: Dies ist eine Existenzaussage, & ist im allgemeinen
schwer zu bestimmen.
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Taylorentwicklung

@ In der Praxis verwendet man die ersten n Terme der
Taylorentwicklung, um eine Funktion zu approximieren und
vernachlassigt das Restglied.

@ Das vernachléssigte Restglied liefert den Fehler dieser
Abschéatzung.

Beispiele:

1) f(x) = cos(x)
Taylorentwicklung um x; = 0 wird
2 4

fx) = 1—%+§+0<x6>

2) f(x) = cos(x-€)+sin (x2 : e’x)
Taylorentwicklung um xg = O:

11 2
_ e o3 14 25 6
f(x) = 1+2x 2x 54X — 33X +O<x)
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Taylorreihen

Definition (Taylorreihe)
Seinun f: | — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion und xy € /.
Wir definieren die Taylorreihe einer Funktion f um den
Entwicklungspunkt xp:
2. M (x
T = 300 (g

n!
n=0

Bemerkungen:
@ Falls die Taylorreihe von f konvergiert, konvergiert sie nicht
notwendigerweise gegen f.
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Taylorreihen

Wir geben ein Beispiel zu dieser Punkt an: Wir betrachten die
Taylorreihe der Funktion

_ exp (_lz) y X 75 Oa
f(X) = { 0 X X:O,
im Punkte xg = 0. f ist beliebig oft differenzierbar und es gilt
fMo) = o.

Die Taylorreihe von f um den Nullpunkt ist also identisch Null, aber die
Funktion f ist nicht identisch Null in der Nahe von x = 0.

y
_ 1
f(X) = exp (— x_2)
X
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Die erste Regel von 'Hospital

Theorem

Seienf,g: D — R zwei in xy € D stetige Funktionen mit
f(x0) = g(x0) = 0. Weiter seien f und g in einer Umgebung von X
differenzierbar. Existiert XIer;( f'(x)/9'(x), so gilt:

0

f(x) . (%)
im —~ = lim .
o glx)  xr g'(x)
Beispiel:
. 1—cosx im sinx 1 im cosx 1
x—0 X2 x>0 2X 2x—=0 1 2
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Die zweite Regel von I'Hospital

Theorem

. . : _ e p
Ist Xh_)n)(0 f(x) = oo und Xh_)rr}(0 9(x) = oo und exisitiert X||_>rr)1(0 f(x)/9'(x),
so gilt ebenfalls

fx) _ . (%)
XI|_>n)1(0 gix) x||—>n)1<o g (x)
Beispiel:
. Inx )1—( )
lim — = lim —% = lim (-x) =0
x—0 = x—0 —— x—0
X X
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Die Regeln von I'Hospital

Die Regeln von de LHospital erlauben es in vielen Fallen, den
Grenzwert von Funktionen selbst dann noch zu bestimmen, wenn
deren Funktionsterm beim Erreichen der betreffenden Grenze einen

unbestimmten Ausdruck wie etwa

0 o
—,+—,0-
0’ m70 w?
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Anschauliche Erklarung

Die Regel von de LHospital beruht inrem Prinzip nach darauf, dass
jedes an einer Stelle x; differenzierbare Funktionspaar f und g sich

damit in dem Punkt auch durch ihr dortiges Tangentenpaar annahern
lasst. Die Tangenten lassen sich wie folgt formulieren:

fr(x) = '(x0)(X — Xo) + f(Xo) und gr(x) = g'(x0)(X — x0) + g(o)
so dassin x — Xg

fx) _ fr(x) _ Fixo)(x=x0) +f(x) _ F(X)

90) " 9r(x) ~ g(x0)(x —x0) + g(%) ~ g(x)

Quelle: Wiki
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Quiz

i 3x —4 B
XI—>m00X2+6X+5 N

>
o

—_~
@)
W rjw =

—
o8}
~— ~— ~— ~—

o
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Quiz

. 7x3 +5x2 —3x —1 5
| = f
x—oo X3 —20x2 + x + 10
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Quiz
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Quiz

er o e—2x

im —— = 7
x—0 Sin X

R

—_~ ~
SoZ=
(J'll-lk-N(J'lg o
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Quiz
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Teil Xl

INTEGRALRECHNUNG
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Treppenfunktionen

Definition

Man nennt t : [a, b] — R Treppenfunktion, falls es eine Unterteilung
a=X<Xx<..<Xxp=>b

gibt, so dass t auf jedem offenen Intervall |x;_1, x;[ konstant ist. Der
Wert auf diesem Intervall sei mit ¢; bezeichnet.

Definition
Das Integral einer Treppenfunktion wird definiert als

b
/ _ZCJ — Xj-1)
a
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Treppenfunktionen

y

Quelle: S. Weinzierl
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Ober- und Unterintegrale

@ Die Menge aller Treppenfunktionen auf dem Intervall [a, b] bilden
einen Vektorraum.

@ Wir bezeichnen diesen Vektorraum mit T|a, b].

@ Sei f: [a, b] — R eine beliebige beschrankte Funktion und
t € Tla, b].
Man schreibt f > ¢ falls f(x) > t(x) fur alle x € [a, b] gilt.

Definition
Wir definieren nun das Ober- und Unterintegral fur f:

b* b
/ f(x)dx = inf{/t(x) dx; te Tla,b], t > f},

a

b b
/ f(x)dx = sup{/t(x) dx; te Tlab], t < f}.

a

o
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Das Riemann-Integral

Definition
Eine beschrankte Funktion f : [a, b] — R hei3t Riemann-integrierbar,

falls
b* b
/ f(x)dx = / f(x) dx.

In diesem Fall setzt man

b b* b
/f(x) dx = /f(x) dx:/ f(x) dx.
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Approximation durch Treppenfunktionen

Quelle: S. Weinzierl
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Geometrische Interpretation des Integrals

y

a b

Quelle: S. Weinzierl
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Satze Uber integrierbare Funktionen

Theorem
Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

Theorem
Jede monotone Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

Theorem

Seien f, g : [a, b] — R integrierbare Funktionen und A € R. Dann sind
auch die Funktionen f + g und \ - f integrierbar und es gilt

/b(f—s—g)(x) dx = /bf(x) dx+/bg(x) adx,
/b AHX)dx = A /b f(x) dx.

v
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Satze Uber integrierbare Funktionen

Theorem

Seien f,g : [a, b] — R integrierbare Funktionen. Dann ist auch die
Funktion f - g integrierbar.

Im Allgemeinen ist allerdings

b b b
/(f-g)(x) ax # (/ f(x) dx) . (/g(x) dx) .

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 264/314



Stammfunktionen

Definition
Eine differenzierbare Funktion F : | — R hei3t Stammfunktion einer
Funktion f : | — R, falls F'(x) = f(x).

Eine weitere Funktion G : | — R ist genau dann ebenfalls eine
Stammfunktion, falls F — G eine Konstante ist.

Man schreibt auch
F(x) = /f(x) dx.

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird auch als unbestimmtes
Integral bezeichnet.
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Theorem
Sei F(x) eine Stammfunktion von f(x).

b

/ f(x)dx = F(b)— F(a).

a

Man schreibt auch

F(x)ls = F(b)—F(a).
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Stammfunktionen

Stammfunktionen einiger Grundfunktionen:

xn+1
flx)=x" = F(X)_n+1’ n#-1,
f(x)y=€e* = F(x)=¢",
f(x) = % = F(x)=In|x|,
f(x) =sin(x) = F(x) = —cos(x),
f(x) =cos(x) = F(x)=sin(x),
f(x) = ] _:Xz = F(x) = arctan(x)
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Quiz

Gesucht ist eine Stammfunktion zu

3x2 —4x +5
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Substitutionsregel

Theorem

Sei f : [a, b] — W, eine stetig differenzierbare Funktion und
g : D> — W; eine stetige Funktion mit Wy C D,. Dann gilt

b f(b)
[attonremae = [ g0 ox
& f(a)
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Substitutionsregel

Beispiel:
Wir betrachten das Integral

| = /d9 sin0(5c0529+3cos«9+1>.
0

Far die Substitution u = — cos 8 gilt

du
dé

und daher ergibt sich mit Hilfe der Substitutionsregel

= sinf

1

| = /du<5u2—3u+1> = <gu3—gu2+u>

1 16
43
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Partielle Integration

Theorem
Seien f, g : [a, b] — R zwei stetig differenzierbare Funktionen. Dann
gilt

b

b
[ f00g00 e = g0~ [ Fe0glo) o

a

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 271/314




Partielle Integration

Beispiel:
Wir betrachten das Integral

]
| = /dxxe".
0

Setzen wir f(x) = x und g’(x) = exp(x), so l&aBt sich die partielle
Integration anwenden, falls wir eine Stammfunktion zu g’(x) kennen. In
diesem Beispiel ist dies besonders einfach, es ist g(x) = exp(x). Somit
erhalten wir

1
| = xex|(1)/dxex = (x=1) ey = 1.
0
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Integrale Uber rationale Funktionen
Wir betrachten als Beispiel

]
| - /x4—|—3x3—12x2—3x+18
B (x —2)2(x+2)

dax.

Im ersten Schritt zerlegt man den Integranden mit Hilfe der
Partialbruchzerlegung:

x*+3x3 - 12x2 - 3x + 18 1 4 2
5 = Xx+5+ 5+ - :
(x —2)°(x + 2) (x—22% x-2 x+2
Somit ist

0/1(x+5)dx+/ _2)2+4/ /Tz‘
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Integrale Uber rationale Funktionen

1 1 1

1
ax ax dx
| = /(X+5)dx+/m+4/x_2—2/x+2
0 0

0 0

Wir berechnen nun die einzelnen Integrale:

/ 1 R !
/(x+5) dx = x*45x =1
0 2 0
1 1
/ o ',
/ (x —2)2 x—2|, 2 2
;
/x(?(Z = In(x=2))g=In1—In2=—In2,
0
I d
/X—|i(2 = In(x+2))[y =In3—In2,
0
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Integrale Uber rationale Funktionen

Somit erhalten wir

]
| - /x4+3x3—12x2—3x+18 dx
N (x —2)%(x +2)
0
11 1
= ?+§+4(—In2)—2(ln3—ln2)
= 6-2h2-2In3
6 —2In6.
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Uneigentliche Integrale

Definition

Unter einem uneigentlichen Integral versteht man ein Integral, bei dem
eine Integrationsgrenze unendlich ist oder bei dem der Integrand an
einer Integrationsgrenze nicht definiert ist. Es kann auch eine
Kombination der beiden Falle auftreten.
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Uneigentliche Integrale
Wir betrachten zunachst den Fall, dass eine Integrationsgrenze

unendlich ist. Sei f : [a, co[— R eine Funktion, die Uber jedem Intervall
[a,\] mit a < A < co Riemann-integrierbar ist. Falls der Grenzwert

A
lim /f(x) dx

N—00

existiert, nennt man das Integral von a bis Unendlich konvergent und
man setzt

[e'e) A
/f(x) dx = lim /f(x) dx.
N—00
a a
Analog definiert man das Integral fir das Intervall | — oo, b].
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Uneigentliche Integrale

Beispiel:
00 A
dx _ dx 1A 1
— = lim —=—1Ilm —| =1—-lim — =1
X Ao | X A—oo X |4 A—oo N\
1 1
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Uneigentliche Integrale

Wir betrachten nun den Fall, dass der Integrand an einer

Intervallgrenze nicht definiert ist. Sei f :]a, b] — R eine Funktion, die
Uber jedem Teilintervall [a+¢,b] mit0 <e < (b— a)
Riemann-integrierbar ist. Falls der Grenzwert

b
lim /f(x) dx

e—0+
ate

existiert, nennt man das Integral Uber [a, b] konvergent und man setzt

b b
/f(x) dx = lim /f(x) dx

e—0+
a-+te

Analog definiert man das Integral flr den Fall in der die Funktion an
der oberen Intevallgrenze nicht definiert ist.
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Uneigentliche Integrale

Beispiel:

]
/ = lim —2I|m\/_‘ =2 2||m\/_ 2.
0

6—>0+ \/_ e—0+ e—0+

BE
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Uneigentliche Integrale: Aligemeiner Fall

Sei f:]a, b[— R, ac RU{—o0}, b € RU {0}, eine Funktion, die Uber
jedem Teilintervall [«, 5] C]a, b[ Riemann-integrierbar ist und sei
¢ €]a, b[ beliebig. Falls die beiden uneigentlichen Integrale

/Cf(x) dx = al_i)r2+/cf(x) ax, /bf(x) dx = Blirgi /8 f(x) dx

existieren, nennt man das Integral Uber ]a, b[ konvergent und man setzt

/bf(x) dx = /Cf(x) dx+/bf(x) dx.
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Teil XII

FUNKTIONEN MEHRERER
VARIABELN
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Funktionen mehrerer Variablen

Definition
Sei U eine Teilmenge des R". Wir betrachten Funktionen

f : U—=R,
(X1, .oy Xn) — F(X1, .0y Xn) -

Beispiel U = R?.

f(xy,x2) = X2+ x5
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Partielle Ableitung

Definition

Die Funktion f ist partiell differenzierbar in der /-ten Koordinate,
falls der Grenzwert

. F(Xqy e X+ hy o Xn) — F(Xq, o, Xiy ooy Xn)
lim
h—0 h

existiert.

Man schreibt

lim fF(Xty ooy Xi + By ooy Xn) — £ (X1, oy Xiy ooy Xn)

0
a—xl_f(x1,...,x,-,...,xn) = lim h

Diese Formel zeigt auch, wie man die i-te partielle Ableitung
berechnet: Man hélt alle anderen Variablen x1,...,X;_1, Xj11, ..., X, fest
und nimmt die gewdhnliche Ableitung nach der Variablen x;.
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Partielle Differenzierbarkeit

Definition
Wir nennen eine Funktion partiell differenzierbar, falls sie in allen
Variablen partiell differenzierbar ist.

Definition
Ebenso nennen wir eine Funktion stetig partiell differenzierbar, falls
sie partiell differenzierbar ist und alle Ableitungen stetig sind.
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Partielle Ableitungen

Beispiel: Wir betrachten die Funktion

f : R®SR,

(X1, X2, X3) — \/ X2 + X2 + X2

Es ist

0
a—)ﬁf(Xth,Xs) =

)

2, 2, 2

\/XT T X5+ X3
X

b)

2 2 2

X2+ XE 4 X2
X

2, 2, 2
Xy + X5 + X3

0
_f(X17X2aX3) =

X1
2

an
3

0
a—x3f(X1,X2,X3) =
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Quiz

f(x,t) = Asin(x—wt)
0
- = 7
8tf (x, 1) .

(A)  Acos(x — vi)
(B) —Acos(x — vt)
(C) VA cos(x — vi)
(D) —VvAcos(x — vt)
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Hohere partielle Ableitungen

Definition
Wir kénnen partielle Ableitungen auch hintereinander ausfiihren und
erhalten héhere Ableitungen:

0 0 0 0
a—)(la—)(lf()(‘], ...,Xn) = 8_)(1 (8_)(lf(x17 ...,Xn)) .

Man beachte, dass diese Schreibweise impliziert, dass zunachst die
Ableitung nach x; ausgefiihrt wird, und das Zwischenergebniss dann
nach x; abgeleitet wird.

Wir interessieren uns dafir unter welchen Voraussetzungen das
Endergebniss nicht von der Reihenfolge der Ableitungen abhéangt.
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Hohere partielle Ableitungen

Theorem

Sei f zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt fir die partiellen
Ableitungen

Theorem

Allgemeiner gilt: Ist f k-mal stetig partiell differenzierbar, so
vertauschen die k-ten partiellen Ableitungen:

0 0

0 0
a—xh...a—xikf(m yeees Xn)

(X1, s Xn),
o) OXai) oo’

wobei o eine Permutation von (iy, ..., i) ist.
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Hohere partielle Ableitungen

Beispiel: Wir betrachten die Funktion

f . RPR,
3 3 2
(X1,X2,X3) — X7 + 3X1X5 + X1 XoX3

Es ist
——f(X X: X) = —(GXX +XX) = 6X> + X
9)(1 9)(2 1, A2, A3 9X1 142 143 2 3
—2 f(X X0, X ) = — (3X2 + 3X2 + Xo X ) = 6X
9)(2 1, A2, A3 9X1 1 2 243 1.

1
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Quiz

f(xi, %) = 3x2x3
0
9 9 = 7
DX Ox (X1, X2)
(A) 0
(B) 9x2
(C) 18xyx2
(D) 9x2xZ + 6x1 X3

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024



Teil Xl

FEHLERRECHNUNG
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Motivation

@ Jede physikalische Messung ist mit Fehlern behaftet.

@ Wir unterscheiden zwei Arten von Fehlern:

» systematische Fehler, die z.B. durch fehlerhaft justierte
Messapparaturen oder andere Unzuldnglichkeiten des
Messverfahrens entstehen,

» statistische Fehler, die durch zuféllige Einflisse auf einzelne
Messungen entstehen.

@ Wenn eine Messung wiederholt wird, variieren die statistischen
Fehler, die systematischen Fehler bleiben gleich.
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wenn wir eine Messung beliebig oft wiederholen kdnnten, wirden wir
eine Streuung der Messwerte beobachten, bei der Werte in
verschiedenen Intervallen verschieden h&ufig auftauchen.

Gesetz der grof3en Zahlen
Bei N-facher Messung einer zuféllig verteilten GréBe gilt fir die relative
Haufigkeit, mit der das Ergebnis E erzielt wird,

#(E)
am o = PE)

wobei P(E) die Wahrscheinlichkeit von E ist.
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen

2 4 6 8 Quelle: G. von Hippel

Far kontinuierlich verteilte GréBen gilt

b
P(x € [a b]) = / p(y)dy

mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung (Dichte) p : R — [0; c0), die
p(y) > 0und [~ p(y)dy =1 genligt.
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Erwartungswert und Varianz

@ Bei N-facher Wiederholung einer Messung ist der mittlere
Messwert

und nach dem Gesetz der grof3en Zahlen erwarten wir hierfir im
Limes N —

(x) = /OO xp(x)dx

was den Erwartungswert definiert.

@ Als ein Ma3 fir die mittlere Streuung der Ergebnisse um den
Erwartungswert definieren wir ferner die Varianz

8¢ = [ (= (000 ax = ) — (2

—00
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Die Normalverteilung

04
03

02

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
01f |
|
|
|
|
|
L
4

L L L
2 6 8

Eine besonders wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die
sogenannte Normalverteilung (oder Gauss-Verteilung)

1 (=)

Pu.o(X) = Y R

e 202
2

mit Erwartungswert x4 und Varianz o*.
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Die Normalverteilung

04
03[

02+

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
i
I
01 |
I
i
I
} L
2 4 6 8 Quelle: G. von Hippel

FUr eine normalverteilte ZufallsgréBe gilt:

P(u—o<X<pu+o) =~ 6827%,
P(pn—20 < X<pu+20) ~ 9545%,
P(p—8c <X <pu+30) =~ 99.73%.
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Quiz

Ein Experiment misst eine GrdéBe O und berichtet
O = 594+0.02

Dies bedeutet:

(A) Der wahre Wert der Observablen O ist 5.94.

(B) Der wahre Wert der Observablen O liegt im Intervall [5.92, 5.96].
(

[

C) Die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Wert der Observablen O
m Intervall [5.92,5.96] liegt, betragt 99.7%.

(D) Die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Wert der Observablen O
im Intervall [5.92,5.96] liegt, betrégt 68.3%, falls der MeBwert einer
Normalverteilung folgt.
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Der Zentrale Grenzwertsatz

Zentraler Grenzwertsatz

Seien xi, ..., xy unabhangig voneinander identisch verteilt mit Erwar-
tungswert 1 und Varianz o2. Dann ist im Limes N — oo der Mittelwert

1 N P : 2
N 2_n—1 Xn Normalverteilt mit Erwartungswert p und Varianz %;.

251
20+

151

10-

05

.

. . I
00 02 04 06 08 10 Quelle: G. von Hippel

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 300/314



Der Zentrale Grenzwertsatz

Zentraler Grenzwertsatz

Seien xy,..., Xy unabhangig voneinander identisch verteilt mit Erwar-
tungswert 1 und Varianz ¢2. Dann ist im Limes N — oo der Mittelwert

- - 0 2
%, Zﬁﬂ Xp normalverteilt mit Erwartungswert ;. und Varianz % .
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00 02 04 06 08 10 Quelle: G. von Hippel
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Der Zentrale Grenzwertsatz

Zentraler Grenzwertsatz

Seien xi, ..., xy unabhangig voneinander identisch verteilt mit Erwar-
tungswert 1 und Varianz ¢2. Dann ist im Limes N — oo der Mittelwert
lN Zﬁ:1 Xp normalverteilt mit Erwartungswert p und Varianz %
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Der Zentrale Grenzwertsatz

Zentraler Grenzwertsatz

Seien xi, ..., xy unabhangig voneinander identisch verteilt mit Erwar-
tungswert 1 und Varianz ¢2. Dann ist im Limes N — oo der Mittelwert
lN Zﬁ:1 Xp normalverteilt mit Erwartungswert p und Varianz %

. . . . .
00 02 04 06 08 10Quelle: G. von Hippel
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Fehlerfortpflanzung

Problemstellung: Gesucht wird eine GréBe f = f(x, y) die von zwei
weiteren GréBen x und y abhangt. Die Funktion f wird als bekannt
vorausgesetzt, die GréBen x und y werden durch eine Messung mit
Fehlern x £ Ax und y + Ay bestimmt.

Gesucht ist nun der Fehler fir die GréBe f.

Far die GréBe f beginnen wir mit der Taylorentwicklung:

f(x,y) of(x,y)
ox Ax+ ay

f(x+Ax,y+Ay) = f(x,y)+ Ay + ...
Wir nehmen an, dass wir n Messungen fur die GréBen x und y haben,
die einzelnen MeBwerte seien mit x; und y; bezeichnet. Somit haben
wir auch n Ergebnisse fur f. Fir die Abweichung eines
Einzelergebnisses vom Mittelwert gilt fir kleine Abweichungen
- of _ of
1T = g %)t g,
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Fehlerfortpflanzung

- of _
fi—f = 5'(’(/—)()

Somit gilt fir die Varianz:
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Kovarianz

Wir definieren die Kovarianz als

Covixy) = o= lim ~3" (%) (- 7)

n—oo N 4
J=1

Somit haben wir

of \ ? of\? of\ [ of
2 v 2 “r 2 “ o
= (8)() UX+(8y) 0y+2<8X) <8y) 7y
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Unkorrelierte Zufallsgrof3en

Falls x und y unkorreliert sind, gilt o, = 0 und somit

of \ 2 of \ 2
4= () 4+ () &

bzw.

N2 ,  [9F\? ,
of = a O'X+ @ O'y.

Sonia Bacca Briickenkurs Mathematik SS 2024 304/314



Beispiele: Addition

@ = x+y. Indiesem Fall haben wir

of = \/0')2(-1-0}2,,

man sagt, die (absoluten) Fehler addieren sich quadratisch.
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Beispiele: Addition

f=x+y, of = \/0,2(—#0}2,.

Esseix=15+3undy =17 + 4.

Es ist

f = X+y =154+17 = 32,

of = \Jog+os = V/32+42 = 5,
Somit

f = 32+5.
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Beispiele: Subtraktion

f = x — y. Hier findet man wie bei einer Summe

of = \/0,2(+0}%.
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Beispiele: Multiplikation

f=x-y.Indiesem Fall findet man

of = \/}’20)2(‘*’)(20;%,

oder anders geschrieben

R

Bei einem Produkt addieren sich die relativen Fehler quadratisch.
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Beispiele: Multiplikation

Konkretes Beispiel

e (3

Esseix=2+0.06undy =5+0.2.

Es ist
f = x-y=25=10,
_ o\2 (o) _ 6\, 2\ _ 10 1
or = f\/(x) +<y> _10\/<2oo> “\50) T Vaoo 2
Somit

f = 10+0.5.
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Quiz

Esseix =17+ 4 und y = 15 + 3, sowie

f = x—y.
Mittelwert und Fehler fir f ergeben sich zu
(A)f=24+1
(B)f=2+7
C)f=2+4
(D)f=2+5
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Beispiele: Division

f= § In diesem Fall findet man

1 X2

2 2

of = —0%x + —40y.
y2 y4

Schreibt man dies mit Hilfe der relativen Fehler erhalt man wie beim
Produkt
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Beispiele: Division

Konkretes Beispiel:

Esseix=2+0.06undy =5+0.2.

Es ist

Fo- 2

= =04
2 2 2
_ o\, (oy) _ 2 [( 6 2y __2 _ 1
o = /(%) +(y) _5\/(200) +(5o = 5v/200  50°
Somit

<l X1

f = 04+0.02.
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Beispiele: Potenzen

Zum Abschluss betrachten wir noch f = x2y?. Man erhalt

S \/(axa—1yb)2g)2(+(bxayb—1)20}2/

Auch hier empfiehlt es sich wieder, die Formel in relativen Fehler zu
schreiben:
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Ende des Brlckenkurses

Viel SpaB im Studium!
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